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Vorrede. 


ürsprünr^lich  war  beabsichtigt^  den  zweiten  und  den  dritten  Ab- 
schnitt der  Theorie  der  Transformationsgruppen  in  einem  Bande  zu 
vereinigen  (s.  S.  VII  der  Vorrede  zum  ersten  Abschnitt);  schliesslich 
hat  sich  das  doch  als  unthunlich  herausgestellt,  deshalb  erscheint 
hiermit  der  zweite  Abschnitt  als  ein  besonderer  Band;  der  dritte  und 
letzte  Abschnitt  wird  erst  später  folgen,  ihm  soll  dann  auch  ein  Sach- 
register über  das  ganze  Werk  beigegeben  werden,  in  ihm  wird  sich 
zugleich  Gelegenheit  finden,  Schurz  neuere  sehr  wichtige  Untersuchungen 
zu  berücksichtigen. 

Der  vorliegende  zweite  Abschnitt  enthält  die  Theorie  der  Be- 
rührungstransformationen und  der  Gruppen  von  solchen  Transfor- 
mationen; er  zerfällt  in  fünf  Abtheilungen:  in  den  beiden  ersten 
werden  der  Begriff  und  die  Eigenschaften  der  Berührungstransfor- 
mationen entwickelt,  die  dritte  Abtheilung  beschäftigt  sich  mit  den 
infinitesimalen  Berührungstransformationen,  die  beiden  letzten  schliess- 
lich geben  die  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von 
Berührungstransformationen,  üebrigens  vergleiche  man  die  Einleitungen 
zu  den  einzelnen  Abtheilungen. 

Um  dem  Leser  das  Verständniss  möglichst  zu  erleichtern,  sind 
verschiedene  Vorkehrungen  getroffen. 

Vor  allen  Dingen  muss  erwähnt  werden,  dass  in  den  beiden 
ersten  Abtheilungen  des  gegenwärtigen  Abschnitts,  also  in  den  Kapiteln 
1  —  13  (S.  1—249)  die  Ergebnisse  des  ersten  Abschnitts  überhaupt 
nicht  benutzt  werden;  es  wird  also  auch  solchen  Lesern,  welche  den 
ersten  Abschnitt  gar  nicht  kennen,  möglich  sein,  diese  beiden  ersten 
Abtheilungen  zu  verstehen. 

Ferner  wird  in  den  Kapiteln  1  und  3  der  Begriff  der  Berührungs- 
transformationen  zunächst  für  die  beiden  einfachsten  Fälle,  für  die 
Ebene  und  für  den  gewöhnlichen  Raum  entwickelt,  erst  von  Kapitel  4 
an  bewegen  sich  die  Untersuchungen  im  Räume  von  beliebig  vielen 
Dimensionen. 

Entwickelungen,  die  man  beim  erstmaligen  Lesen  überschlagen 
kann,  ohne  das  Verständniss  des  Folgenden  zu  beeinträchtigen,  sind 
wie  im  ersten  Abschnitte  durch  kleineren  Druck  gekennzeichnet. 

Schliesslich  mag  noch  auf  die  beiden  Kapitel  23  und  24  aufmerksam 
gemacht  werden;  dieselben  erscheinen  ganz  besonders  geeignet,  in  die 
allgemeine  Theorie  der  Gruppen  von  Berührungstransformationen  ein- 
zuführen, da  sie  die  wichtigsten  Gruppen  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  behandeln  und  da  zu  ihrem  Verständniss  nur 
erforderlich  ist,  dass  man  sich  mit  dem  hauptsächlichsten  Inhalte  der 
Kapitel  1,  14,  15,  18  und  21  bekannt  gemacht  hat. 
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liVie  im  ersten  so  sind  auch  im  zweiten  Abschnitt  die  darin  ein- 
geführten neuen  Begriffe  und  die  dargestellten  neuen  Theorien  fast 
durchweg  Lies  Eigenthum;  die  wenigen  Ausnahmen  sind  jedesmal 
ausdrücklich  hervorgehoben.  Desgleichen  rühren  die  neueiugeführten 
Benennungen  fast  ohne  Ausnahme  von  Lie  her.  Die  Mitwirkung 
Engels  hat  sich  auf  den  zweiten  Abschnitt  in  demselben  Masse  er- 
streckt wie  auf  den  ersten. 

Zum  Schlüsse  noch  einige  besondere  Bemerkungen. 

Bei  der  Begründung,  welche  in  Kapitel  4  und  5  für  die  Theorie 
der  Berührungstransformationen  des  Raums  von  n  -j-  1  Dimensionen 
gegeben  wird,  ist  in  der  Hauptsache  der  Gedankengang  befolgt,  welcher 
Lie  seinerzeit  zuerst  zu  den  betreffenden  Sätzen  über  Berührungstrans- 
formationen geführt  hat.  Aus  diesem  Grunde  ist  Ä.  Mayers  schöne 
und  einfache  Begründung  des  Hauptsatzes  aus  der  Theorie  der  Be- 
rührungstransformationen nicht  aufgenommen  worden. 

Die  Ueberschrift  des  Kapitels  13  bedarf  einer  Erklärung,  welche 
leider  in  dem  Kapitel  selbst  nicht  gegeben  ist.  Es  muss  daher  an 
dieser  Stelle  erläutert  werden,  was  unter  der  „Zusammensetzung  einer 
Functionengruppe"  zu  verstehen  ist. 

Im  ersten  Abschnitt  haben  wir  den  Begriff  der  Zusammensetzung 
einer  r-gliedrigen  Transformationsgruppe  eingeführt  und  haben  gesagt, 
dass  die  Zusammensetzung  einer  solchen  Gruppe:  XJ'-'-Xrf  durch 
die  Constanten  Ciy,s  in  den  Relationen: 


bestimmt  wird.  Der  Begriff  der  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen 
Functionengruppe  ist  nun  vollständig  analog;  wir  sagen  einfach,  dass 
die  Zusammensetzung  einer  solchen  Functionengruppe: 

(P^{X,   p)'"  (pr{x,  p) 

durch  die  Functionen  ß/^  in  den  Relationen: 

bestimmt  ist.  Für  diese  Auffassung  kann  der  Inhalt  des  Kapitels  13 
kurz  folgendermassen  bezeichnet  werden:  Erstens  wird  darin  ent- 
schieden, unter  welchen  Bedingungen  r^  vorgelegte  Functionen: 

die  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen  Functionengruppe: 

9i(^,  P)'  -'(Prix,  p) 
bestimmen  können  und  zweitens  wird   darin   eine  Methode   entwickelt 
um    alle   r-gliedrigeu   Functionengruppen   von   gegebener   Zusammen- 
setzung zu  bestimmen. 

Leipzig,  im  Januar  1890. 
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Abtheilung  I. 
Begriff  der  Berülirungstransformationen. 

In  dieser  ersten  Abtheilung  soll  der  allgemeine  Begriff  der  Be- 
riihrungstransformationen  eingeführt  und  sollen  die  hervorragendsten 
Eigenschaften  dieser  Transformationen  abgeleitet  werden. 

Will  man  in  das  Wesen  dieser  wichtigen  Transformationen  tiefer 
eindringen,  so  ist  es  nothwendig  oder  jedenfalls  wünschenswerth,  dass 
man  sich  des  Zusammenhangs  bewusst  ist,  welcher  zwischen  der  Theorie 
der  Berührungstransformationen  und  der  Integrationstheorie  der  par- 
tiellen DifPerentialgleichungen  erster  Ordnung  besteht.  Aus  diesem 
Grunde  ist  in  den  Kapiteln  4  und  7  die  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  in  aller  Kürze  dargestellt.  Dabei 
legen  wir  das  Hauptgewicht  auf  die  Entwickelung  der  Begriffe;  wir 
suchen  diese  Begriffe  in  ihrer  wahren  Allgemeinheit  zu  geben.  Eine 
vollständige  Integrationstheorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  wird  keineswegs  gegeben,  wenn  auch  von  der  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  mehr  gebracht  wird,  als  streng 
genommen  erforderlich  sein  würde. 

Um  das  Verständniss  des  äusserst  wichtigen,  aber  abstrakten 
Kapitels  4  zu  erleichtern,  entwickeln  wir  zuerst  in  Kapitel  1  kurz  die 
Theorie  der  Berührungstransformationen  einer  Ebene  und  ebenso  in 
Kapitel  3  die  Theorie  der  Berührungstransformationen  des  dreifach  aus- 
gedehnten Raumes. 


Kapitel  1. 
Die  Berührungstransformationen  in  der  Ebene. 

Wir  entwickeln  in  diesem  Kapitel  den  Begriff  der  Berührungs- 
transformationen einer  Ebene  und  leiten  eine  Reihe  von  einfachen 
Sätzen   über   derartige  Transformationen   ab.     Unsere  Einsicht  in   das 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.   II.  1 
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Wesen  der  Berülirungstransformationen  wird  dabei  besonders  gefördert 
durch  die  Einführung  eines  andern  wichtigen  Begriffs,  welcher  die  Be- 
griffe: Punkt  und  Curve  der  Ebene  als  Specialfalle  und  zwar  als  ein- 
zige Specialfälle  umfasst. 

§1. 

In  zwei  Veränderlichen  sei  eine  Transformation: 
(1)  ^1  =  ^{x,  y\       Vi  =  Y(x,  y) 

vorgelegt-,  x,  y  und  x^,  y^  mögen  in  ein  und  derselben  Ebene^  in  ein 
und  demselben  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  als  die  Coordinaten 
zweier  Punkte  gedeutet  werden,  so  dass  also  die  Transformation  (1) 
als  eine  Operation  erscheint,  welche  den  Punkt  mit  den  Coordinaten  rr,  y 
in  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  x^^  y^  überführt. 

Bei  dieser  Auffassung  werden  alle  Punkte  einer  Curve:  y  —  (p{x)==0 
von  der  Transformation  (1)  in  die  Punkte  einer  neuen  Curve  über- 
geführt, oder  kürzer:  es  geht  jede  Curve:  y  —  q){x)  =  0  in  eine  neue 
Curve  über.  Die  Gleichung  dieser  neuen  Curve  ergiebt  sich,  wenn  man 
vermöge  (1)  die  Veränderlichen  x,  y  aus  y  —  (p{x)  ==  0  fortschafft;  sie 
kann  offenbar  im  Allgemeinen  die  analoge  Form:  y^  —  9^1(^1)  =  ^  ^^~ 
halten;  von  den  Fällen,  wo  dies  nicht  möglich  ist,  sehen  wir  hier  ab. 

Zu  jedem  Punkte  x,  y  der  Curve:  y  —  (p{x)  =  0  gehört  ein  ge- 
wisser Werth  des  Differentialquotienten: 

dy f 

dx       ^ 

und  zu  dem  entsprechenden  Punkte:  x^  =  X^  y^=  Y  der  transformirten 
Curve:  y^  —  9^i(^i)  =  ^  gehört  ein  gewisser  Werth  des  Differential- 
quotienten: 

dx,       y^ ' 

Zwischen  den  Grössen  y^'  und  y'  besteht  ein  Zusammenhang,  den  wir 
entwickeln  wollen. 

Ist  X  -{-  dx,  y  -{-  dy  ein  Punkt  der  Curve:  y  —  (p{x)  =  0,  welcher 
dem  Punkte  Xj  y  derselben  unendlich  benachbart  ist,  so  besteht  die 
Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0]  für  den  entsprechenden  Punkt  x^^  +  dx^j 
Vi  +  ^2/1  ^6r  transformirten  Curve  gilt  ebenso :  dy^  —  2//^^i  =  0-  Drücken 
wir  in  dieser  letzten  Gleichung  x^^  und  y^  vermöge  (1)  durch  x  und  y 
aus,  so  bekommen  wir: 

dY-y,'dX={^-  y; I)) dx  +  (^^ J  -  t// 1|) dy  =  0. 
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Nun  aber  sind  dx  und  dy  unter  der  gemachten  Voraussetzung  nur 
durch  die  Relation:  dy  —  y'dx  =  0  verknüpft  und  sonst  ganz  willkür- 
lich; folglich  muss  die  eben  gefundene  Gleichung  zwischen  dx  und  dy 
die  Form:  dy  —  y' dx  =  0  erhalten  können;  es  muss  also  eine  solche 
Grösse  q  geben,  dass  die  Gleichung: 

\jx  -  y^  Tx)  '^^  +  \dy-  y^  d^)  ^y-^^^y-y  ^^) 

für  alle  Werthe  von  dx  und  dy  besteht.  Durch  Vergleichung  der 
Coefficienten  von  dx  und  d'u  erhalten  wir  hieraus: 


(2) 


dy        y^    dy         ^' 

dY_  '^_  _       ' 

dx    y^  dx  ~~    ^y^ 


mithin  durch  Wegschaffung  von  q  und  Auflösung  nach  y^'. 

dx  ~^  y    dy 
eine  sehr  bekannte  Formel. 

Wir    haben  hiermit  y^   durch  x^  «/,  y    ausgedrückt;    da   nun   die 

Gleichung  (3)  offenbar  nach  y    auflösbar   ist,   so   lässt   sich  mit  Hülfe 

von  (1)  auch  umgekehrt  y   durch  x^,  y^y  y^  ausdrücken;  wir  sehen  also, 

dass  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  zusammengenomen: 

^1  =  ^(^;  y)y     Vi  =  ^{^y  y) 


(4) 


dx  ~^  y    dy         ^f  ,x 

ex     ^    ^    cy 


eine  Transformation  in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y'  darstellen. 

Die  Transformation  (1)  transformirt  zugleich  mit  x  und  y  auch 
die  Grösse  y'  und  zwar  so,  wie  es  die  Transformation  (4)  angiebt.  Wir 
sagen  deshalb,  dass  die  Transformation  (4)  in  den  Veränderlichen  x,  y,  y' 
aus  der  Transformation  (1)  durch  Erweiterung  entstanden  ist,  und  wir 
bezeichnen  (4)  einfach  als  die  zu  (1)  gehörige  erweiterte  Transformation. 

Ihrer  Herleitun*g  zufolge  ist  die  erweiterte  Transformation  (4)  so 
beschaffen,  dass  eine  Identität  von  der  Form: 

(5)  dY—FdX=Q{dy  —  y'dx) 

besteht,  wo  q  den  Werth: 

dX.  d^__dJC  d_Y 

dx    dy         dy    dx 

^  ~~  ^"^^    ,       r'dX 
dx  "^  y    dy 
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besitzt  und  demnach  eine  ganz  bestimmte  Function  von  x,  y,  y'  ist. 
Hierin  liegt,  dass  die  Transformation  (4)  die  Ffaffsdie  Gleichung: 
dy  —  y'dx  =  0  invariant  lässt.  Ausserdem  zeigen  die  obigen  Entwicke- 
lungen,  dass  bei  gegebenen  X(x,  y)  und  Y(x,  y)  die  Grössen  q  und  P 
durch  die  Identität  (5)  eindeutig  als  Functionen  von  x,  y^  y'  bestimmt 
sind;  also  können  wir  sagen: 

Die   0u  (1)  gehörige   erweiterte    Transformation  (4)   ist  die   einzige 
Transformation  von  der  Form: 
(6)  X,  =  X(x,  y),       y,  =  Y{x,  y),      y,'  ==  n{x,  y,  y), 

ivelclie  die  Ff  äff  sehe  Gleichung',  dy  —  y'dx  =  0  invariant  lässt. 

Die  Tangente  der  Curve:  y  —  (p(x)  =  0  im  Punkte  x,  y  ist  durch 
die  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Werthe  von  x,  y,  y'  bestimmt,  ihre 
Gleichung  ist  ja: 

Die  Tangente  der  transforrairten  Curve  im  Punkte:  x^  =  X,  y^=  Y 
lautet: 

wo  der  Werth  von  y^  aus  (4)  zu  entnehmen  ist.  Hieraus  folgt,  dass 
alle  Curven,  welche  mit  der  Curve:  y  —  ^{oc)  =  0  den  Ftmht  x,  y  und  die 
zugeMrige  Tangente  gemein  haben,  hei  der  Transformation  (1)  in  solche 
Curven  übergehen,  welche  mit  der  Curve:  y^  —  9^1(^1)  *=  0  den  FunJct: 
Xj^  =  X,  y^  =  Y  und  die  zugehörige  Tangente  gemein  haben.  Kürzer  aus- 
gedrückt: Die  Transformation  (1)  venvandelt  solche  Curven  der  Ebene, 
welche  sich  in  einem  gemeinsamen  Funlctc  berühren,  in  Curven,  die  sich 
in  einem  gemeinsamen  Funhte  berühren. 

Das  System  der  beiden  Grössen  x,  y  wird  in  der  Ebene  durch 
einen  Punkt  dargestellt.  Nehmen  wir  noch  die  dritte  Grösse  y'  hinzu, 
so  erhalten  wir  zu  dem  Punkte  x,  y  eine  gewisse  hindurchgehende 
Gerade  zugeordnet,  nämlich  die  gemeinsame  Tangente: 

W  ^)-y  =  y\i  —  oc) 

aller  Curven,  welche  durch  den  Punkt  x,  y  hindurchgehen  und  für  welche 

die  Grösse  ^  in  diesem  Punkte   gerade   den  Werth  y'  hat.     Es  liegt 

daher  nahe  den  Punkt  x,  y  im  Verein  mit  der  hindurchgehenden  Ge- 
raden (7)  als  das  geometrische  Bild  des  Werthsystems  x,  y,  y'  auf- 
zufassen. Die  so  definirte  Figup,  also  den  Inbegriff  des  FunUes  x,  y  und 
der  hindurchgehenden  Geraden  (7)  bezeichnen  wir  als  ein  Linienelement 
oder  noch  kürzer  als  ein  Element  der  Ebene  x,  y.  Die  Grössen  x,y,y' 
fassen  wir  als  die  Coordinaten  dieses  Linienelementes  auf. 
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Nach  Einführung  des  Begriffes  Linienelement  können  wir  die  Trans- 
formation (4)  als  eine  LinienelementtrsinsfoYmsiiion  der  Ebene  Xj  y  be- 
zeichnen im  Gegensatz  zu  der  Transformation  (1),  welche  eine  Funkt- 
transformation  dieser  Ebene  ist.  Da  überdies  (4)  die  zu  (1)  gehörige 
erweiterte  Transformation  ist^  so  sehen  wir: 

Satz  1.     Jede  Punhttransformation: 
(1)  ^1  ==  X{x,  ij),      y,  ==  Y{x,  y) 

der  Ebene  x,  y  bestimmt  eine  Transformation  der  Linienelemente  dieser 
Ebene;  der  analytische  Ausdruck  dieser  letzteren  Transformation  ist  die 
m  (1)  qehöriqe  enveiterte: 

^ — V  y  -~ 

(4)  X,  =  X(x,  y),    y,  =  Y{x,  y),    y,'  =  rh^^l^^ 

dx  ^  ^    dy 
welche    dadurch    charakterisirt    ist,    dass    sie    die    Ff  äff  sehe    Gleichung: 
dy  —  y'dx  ==  0  invariant  lässt 

Wählen  wir  die  Punkttransformation  (1)  ganz  allgemein,  so  wird 
doch  die  Linienelementtransformation  (4)  keine  allgemeine,  sie  besitzt 
vielmehr  offenbar  die  folgenden  beiden  besonderen  Eigenschaften:  Erstens 
verwandelt  sie  solche  Linienelemente,  welche  den  Punkt  gemein  haben, 
stets  in  Linienelemente  mit  gemeinsamem  Punkt  und  ziveitens  lässt  sie 
nach  Satz  1  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dy  —  y'dx  =^  0 
invariant. 

Man   überzeugt   sich   leicht,   dass    diese   beiden   Eigenschaften   zu- 
sammen nur  den  Transformationen  von  der  Form  (4)  zukommen.     In 
der  That,  jede  Linienelementtransformation,  welche  die  erste  jener  zwei 
Eigenschaften  besitzt,  hat  augenscheinlich  die  Gestalt: 
(6)  X,  =  X{x,  y),      y,  =  Y{x,  y),      y^  =  n{x,  y,  y'); 

lässt  aber  eine  Transformation  von  dieser  Art  die  Pfaffsche  Gleichung: 
^ly  _  y' g^  =  Q  invariant,  so  ist  sie  nach  S.  4  die  zu 

.  ,      x,  =  X{x,  y),      y^=  Y{x,  y) 
gehörige  erweiterte  Transformation,  sie  besitzt  also  die  Form  (4). 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Transformationen  von  der  Form  (4) 
durch  ihre  vorhin  angegebenen  beiden  Eigenschaften  vollständig  definirt  sind. 
Nun  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  zweite  der  genannten  beiden 
Eigenschaften  keine  Folge  der  ersten  ist;  dagegen  ist  keineswegs  un- 
mittelbar klar,  ob  nicht  etwa  die  erste  Eigenschaft  eine  Folge  der 
zweiten  ist;  es  wäre  ja  denkbar,  dass  die  erweiterten  Punkttransforma- 
tionen (4)  die  einzigen  Transformationen  in  x,  y,  y'  wären,  welche  die 
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Pfaffsche  Gleichung:  dy  —  y' dx  =  0  invariant  lassen.  Wir  werden 
zeigen,  dass  eine  solche  Vermuthung  der  Wahrheit  nicht  entspricht, 
dass  es  vielmehr  ausser  den  erweiterten  Punkttransformationen  (4)  noch 
unbegränzt  viele  Transformationen  in  x,y,y'  giebt,  welche  jene  Pfaffsche 
Gleichung  invariant  lassen.  Es  ist  naturgemäss  für  diese  Transforma- 
tionen und  für  die  erweiterten  Punkttransformationen  eine  gemeinsame 
Benennung  zu  benutzen.  Wir  bezeichnen  daher  jede  Transformation  in 
^>  Vf  y'i  welche  die  Ff  äff  sehe  Gleichung: 

dy  —  y'  dx  =  0 
invariant  lässig  als  eine  Berührungstransformation*)  der  Ebene  x,  y. 
Die  erweiterten  Punkttransformationen  (4)  können  einfach  als  diejenigen 
Berührungstransformationen  charakterisirt  werden,  welche  Linienelemente 
mit  demselben  Punkte  stets  wieder  in  Linienelemente  mit  demselben 
Punkte  überführen. 

§2. 

Unsere  nächste  Aufgabe  ist  jetzt,  alle  Transformationen  in  x,  y,  y' 
zu  bestimmen,  welche  Berührungstransformationen  der  Ebene  Xj  y  sind. 

Wir  betrachten  eine  beliebige  Berührungstransformation: 
(8)       x,  =  X{x,y,y'),       y^  =  Y{x,  y,  y'),       tj^' =  p(x,  y,  ^/). 
Da   dieselbe   die  Pfaffsche   Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  invariant  lässt, 
so  befriedigt  sie  eine  Identität  von  der   Form: 

d  Y  -  FdX  -£E  Q  {dy  —  ydx) , 
wo  Q  eine  Function  von  x,  ?/,  y'  bezeichnet. 

Die  Function  q  kann  nicht  identisch  verschwinden;  die  Identität: 
dY—FdX  =  0 
würde  nämlich  die  folgenden  drei: 

dx        -^  dx        ~dy  dy  ~  dy'        ^df'^^ 

nach  sich  ziehen;   folglich  wären  alle  zweireihigen  Determinanten  der 
Matrix : 

dX.    dx    d_X 
dx      dy     dy' 

a_r  ar  a_r 

dx      dy     dy' 

identisch  null,  so  dass  X,  T  keine  unabhängigen  Functionen  von  x,  y,  y' 
wären   und  die  Gleichungen  (8)   gar  keine  Transformation   darstellten. 

*)  Sophus  Lie,  Göttinger  Nachrichten  Februar  1870  und  October  1872; 
Comptes  rendus  de  rAcademie  des  sciences,  Paris,  October  1870;  Verhandlungen 
der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania  1870  —  1873;  Mathematische 
Annalen  Bd.  V  und  Bd.  VIII. 
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Denken  wir  uns  jetzt  aus  den  Gleichungen  (8)  unsrer  Berühr ungs- 
transformation  y^  und  y'  weggeschafft^  so  müssen  wir  mindestens  eine 
Relation  zwischen  x,  y,  x^,  y^  allein  erhalten;  es  ist  aber  auch  denk- 
bar, dass  sich  zwei  unabhängige  Relationen  dieser  Art  ergeben. 

Der  zweite  Fall  kann  nur  eintreten,  wenn  X  und  Y  von  y'  frei 
sind,  wenn  also  (8)  die  Form  hat: 

X,  =  X{x,  y),      y,  =  Y{x,  y),      y,'  =  P{x,  y,  y'). 

Diese  Transformation  aber  lässt  nach  S.  4  die  Pfaffsche  Gleichung: 
^y  —  ^'^^  ==:  0  dann  und  nur  dann  invariant,  wenn  sie  aus  der  Punkt- 
transformation : 

x^  =  X{x,  y),      2/i  =  ^(^.  y) 
durch  Erweiterung  entstanden  ist.     Also: 

Satz  2.     Jede  Berührungstransformation: 
(8)       x^  =  X(x,y,^/),      y^=Y{x,y,y),      y,' =  P(x,y,y') 
der   Ebene   x,  y,   aus   deren    Gleichungen    zwei   unabhängige   Relationen 
zwischen  x,  y,  ^'i,  2/i  oM^i'^  folgen^  besitzt  die  Form: 

x,  =  X{x,tj),    y,  =  Y(x,y),    yi=^ 7^ 

dx  ~^  '^    dy 
und  ist  daher  eine  erweiterte  PunMtransformation  dieser  Ebene. 

Betrachten  wir  nunmehr  den  Fall,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  (8) 
unsrer  Berührungstransformation  blos  eine  Relation  zwischen  x^  y,  x^,  y^ 
allein  ergiebt,  etwa  die  folgende: 

^{x,  y,  x^,  y^)  =  0. 

Es  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  aus  (8)  nur  eine  einzige  von  y' 
und  2//  freie  Relation  zwischen  dXj  dy,  dx^,  dy^  folgen  kann,  nämlich 
die  Relation: 

j^dx  +  -^-  dy  +  ^^dx,  +  ^^dy,=^0. 

Nun  aber  soll  (8)  eine  Berührimgstransformation  der  Ebene  x,  y  sein, 
es  soll  also  eine  Gleichung  von  der  Form: 

dy^  —y^dx^  —  Q{x,y,y'){dy  —  y  dx]  =0 

bestehen.  Drücken  wir  in  derselben,  was  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung möglich  ist,  ?//  und  y'  vermöge  (8)  durch  x,  y,  x^,  y^  aus,  so 
erhalten  wir  eine  von  y'  und  y^  freie  Relation  zwischen  dx,  dy,  dx^,  dy^j 
welche  mit  der  vorhin  gefundenen  identisch  sein  muss.  Mit  andern 
Worten:  es  müssen  die  Gleichungen: 
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dSl_      dSl      dSl      dSl 

eine  Folge  der  Transformationsgleichungen  (8)  sein.    Dabei  ist  es  leicht 
nachzuweisen,  dass  unter  den  Differentialquotienten  von  Sl  keiner  ver- 
möge  (8)    verschwindet;    andernfalls    verschwänden    nämlich    alle    vier 
Differentialquotienten  von  Sl,  und  das  ist  offenbar  unmöglich. 
Wir  ersehen  hieraus,  dass  die  drei  Gleichungen: 

^<^(^,  y,  ^u  y.)  -  0,      ^^-  +  y  -^-^-  =  0,      ^^^  +  2/^^  =  0 

vermöge  (8)  identisch  bestehen;  da  aber  dieselben  von  einander  unab- 
hängig sind,  so  muss  das  von  ihnen  gebildete  Gleichungensystem  mit 
(8)  äquivalent  sein.     Also: 

Jede  JBerühnmgstransformation  der  Ebene  xy,  aus  deren  Gleichungen  (8) 
nur  eine  Belation  Sl(x,  y,  x,,  y,)  =  0  misclien  x,  y,  x^,  y^  allein  folgt, 
wird  bestimmt  durch  die  drei  Gleichungen: 

Ist  umgekehrt  irgend  eine  Function  Sl  von  x,  y,  x^,  y^  vorgelegt, 
welche  so  beschaffen  ist,  dass  die  drei  Gleichungen  (8')  sowohl  nach 
^n  «/i;  «//  als  nach  x,  y,  y  auflösbar  sind,  so  definiren  diese  drei 
Gleichungen  eine  Berührungstransformation  der  Ebene  x^  y.  In  der 
That,  vermöge  der  Transformation  (8')  verwandelt  sich  die  Gleichung: 

J^^^+  Jy  ^^  +  ^  äx,  +  ^--  dy,  =  0 


m: 


^^yy.-y:äx,\  +i^[dy-y'dx]  =0, 

also  lässt  die  Transformation  (8')  wirklich  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dy  —  ydx  =  0  invariant.  Die  zugehörige  Function  q{x,  y,  y)  hat 
den  Werth: 

dy 

Wünscht  man  daher  zu  entscheiden,  ob  ein  vorgelegtes  Gleichungen- 
system von  der  Form  (8')  eine  Berührungstransformation  bestimmt,  so 
hat  man  nur  festzustellen,  ob  sich  dasselbe  sowohl  nach  x^,  ^/i;  2// 
als  nach  x,  y,  i/  auflösen  lässt. 

Soll  das  Gleichungensystem  (8')  diese  beiden  Auflösungen  zulassen, 
so  ist  jedenfalls  nothwendig,  dass  die  vier  Veränderlichen  x,  y,  x^,  y^ 
sämmtlich  in  ^  vorkommen.     Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  wird  (8') 
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jedenfalls  die  Grössen  x^,  y^,  y^  als  Functionen  von  x,  y,  y   bestimmen, 
sobald  die  beiden  Gleichungen: 

^       ox    ^    ^    dy 
nach  x^j  y^  auflösbar  sind,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  sobald 
die  drei  Gleichungen: 


(9)  ß  =  0,        _2,'  +  Ag  =  0, 


i  +  x'-ß- 

'        oy 


0 


nach  x^y  «/i?  ^  aufgelöst  werden  können.  Um  darüber  Auskunft  zu  er- 
halten, ob  das  der  Fall  ist,  bildet  man  nach  einer  bekannten  Regel 
die  Determinante: 


0 

dsi 

dSl 

dx 

dy 

dsi 

X   ^'^ 
dxdx^ 

X  ^'^ 
dydx^ 

dx. 

dsi 

dxdy. 

X   ^'^ 
dydy. 

dy. 

welche  durch  X  dividirt  in  die  Determinante: 


z/  = 


0 


dxdy, 

übergeht,  und  hat  nun  zu  untersuchen, 
auf  dasselbe  hinauskommt 


dx  dy 

c^il         3"ß 

dxdxi      dydx^ 

dydy, 

ob  z/  vermöge  (9)  oder,  was 
ob  es  vermöge  ß  =  0  verschwindet.  Ist 
das  nicht  der  Fall,  so  sind  die  Gleichungen  (8')  sicher  nach  x^,  y^,  y^ 
auflösbar. 

Die  Determinante  A  ist  augenscheinlich  in  Bezug  auf  die  beiden 
Grössenpaare  rr,  y  und  x^,  y^  symmetrisch.  Verschwindet  daher  z/  ver- 
möge iß  ==  0  nicht,  so  sind  die  Gleichungen  (8')  nothwendig  auch  nach 
Xy  y,  y'  auflösbar,  und  da  sie,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  zugleich 
nach  x^j  y-^,  y^  aufgelöst  werden  können,  so  stellen  sie  eine  Transfor- 
mation  dar:    diese   Transformation  ist  nach   der   oben   gemachten   Be- 


merkung eine  Berührungstransformation. 


Aus  dem  Vorangehenden  folgt,  dass  die  Gleichungen  (8')  dann  und 
nur  dann  eine  Berührungstransformation  bestimmen,  wenn  ß  alle  vier 
Veränderlichen  x,  y,  x^^  2/1  enthält  und  wenn  z/  nicht  vermöge  5i  =  0 
verschwindet.  Es  ist  aber  leicht  zu  erkennen,  dass  die  letztere  Be- 
dingung für  sich  allein  genügt;  enthält  nämlich  ^  nicht  die  Grössen 
^}  2/7  ^u  Vi  ^lle  vier,  so  wird  z/  identisch  null. 
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Man  könnte  auch  fragen,  ob  die  Gleichungen  (8')  nicht  etwa  schon 
immer  dann  eine  Berührungstransformation  liefern,  wenn  Sl  alle  vier  Ver- 
änderlichen Xy  y,  x^^  y^  enthält.  Diese  Frage  wäre  aber  mit  nein  zu  be- 
antworten, denn  ist  zum  Beispiel: 

Sl  =  a{x,  y)  +  ß{x^,  y^), 

so  verschwindet  die  Determinante  J  identisch,  welche  Functionen  ihrer  Argu- 
mente auch  a  und  ß  sein  mögen. 

Das  gewonnene  Ergebniss  können  wir  folgendem] assen  aussprechen: 
Theorem  1.    Ist  die  Function  Sl  der  vier  Veränderlichen  x,  y, 
x^,  y^  so  beschaffen j  dass  die  Determinante: 

dSl  dSl 

dx  dy 

a  o         »2  0  : 


da 

d'Sl 

d^a 

dx. 

dxdx. 

dydx. 

dSl 

d'Sl 

d'Sl 

dy. 

dxdy. 

dydy. 

da    ,      .da       ^      dSl    .      ,dSl        „ 


nicht  vermöge  Sl  =  0  verschwindet,  so  sind  die  Gleichungen: 

(8')        ^(ioc,y,x„y,)  =  0,     ^^ 

sotvohl  nach  x^,  y^,  y^  als  nach  x,  y,  y'  auflösbar  und  testimmen 
eine  Berührungstransformation  der  Ebene  xy.  Wählt  man  ü 
in  allgemeinster  Weise  so,  dass  A  nicht  vermöge  ii  =  0  ver- 
schwindet, so  liefert  (8')  die  allgemeinste  Berührungstrans- 
formation: 

x^  =  X{x,  y,  y),       y^  =  Y{x,  y,  y'),       y^  =  Fix,  y,  y), 

aus  deren   Gleichungen   sich   nur  eine  Relation  zwischen  x,  y, 
x^,  y^  allein  ergiebt.    Alle  übrigen  Berührungstransformationen 
der  Ebene  xy  sind  erweiterte  FunMlransformationen  derselben."^) 
Beispiele.     Setzt  man: 

Sl  =  y-\-y^  —  xx„ 

so  findet  man  Zl  =  \,  so  dass  z/  vermöge  ^  =  0  nicht  verschwindet, 
demnach  müssen  die  Gleichungen: 

y  +  y^—  XX,  =0,       —  x^  +  y  =0,       —  ^  +  !//  =  0 

eine  Berührungstransformation  bestimmen.  In  der  That  ergiebt  sich 
aus  ihnen: 

(10)  x^  =  y,       y,  =  xy   -  ?/,       y{  =  x 


*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  der  W.  zu  Christiania  1871,  Math.  Ann. 
Bd.  V,  S.  159,  Bd.  VIII  und  XI;  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab,  Bd.  I, 
Christiania  1876. 
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und  andererseits: 

^  =  ^/;   y  —  ^iVi-Vi,   y=^i 

und  zugleich  wird: 

^2/1  —  Vidx^  =  <-K^y    —  y)  —  ^äy  =  —  (chj  —  i/dx). 
Die  Function  q{oCj  y^  y')  hat  demnach  für  die  betreffende  Berührungs- 
transformation den  Werth:  —  1. 

Für: 

^  =  {x-x;)x^  +  (y  —  yi)yi 

hat  J  den  Werth: 

z/  =  {2x,  —  x)x,  +  (22/1  —  y)y,, 

welcher    vermöge  Sl  =  0  nicht    verschwindet.     Folglich    müssen    die 
Gleichungen: 

(x  —  x,)x,  +  (2/ —  2/1)2/1  =  0 

^1  +  2/>i  =0;       a;  —  2^,  +  (2/  -  22/1)2//  =  0 

eine    Berührungstransformation    bestimmen.      Dieselbe    lautet    in    auf- 
gelöster Form: 

n  1  ^    X  =  1/  ^'^'  ~  y     7/  —  —  ""y  ~  y     i, '  —  ^  +  "^w'  -^y^' 

^^  1        ^2/''  +  !'       ^^  2/''+!'        ^^   '~  y -2xy'  —yy'^' 

Die  versprochene  Bestimmung  aller  Berührungstransformationen 
einer  Ebene  Xj  y  ist  jetzt  geleistet.  Insbesondere  zeigt  das  Theorem  1, 
dass  es  wirklich,  wie  auf  S.  6  behauptet,  ausser  den  erweiterten  Funkt- 
transformationen  noch  eine  ausgedehnte  Kategorie  von  Elementtrans- 
formationen giebt,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung:  dy  —  y' dx  =  0  in- 
variant lassen. 

Aus  der  Definition  der  Berührungstransformationen  ergiebt  sich 
leicht  der  wichtige 

Satz  3.     Fuhrt  man  zwei  Berührungstransformationen: 

(12)      x^  =  X{x,  y,  y'),     tj,  =  Y{x,  y,  y),     2//  =  ^(^,  V,  y) 

und: 

(12')   x^  =  ^{x,,  2/1,  2/1');     2/2  =  H{x,,  2/i,  2//);     y^  =  n{x^,  y„  y^) 

der  Ebene  x,  y  nach  einander  aus,  so  ist  die  entstehende  Transformation: 

(12")     x^  =  A{x,y,^j'),     ij^  =  B(x,y,i/),    y^  =C{x,y,7/) 

wieder  eine  Berührungstransformation  dieser  Ebene. 

In  der  That,  unter  den  Voraussetzungen  dieses  Satzes  besteht  ver- 
möge (12)  eine  Relation  von  der  Gestalt: 

^hi  —  yidx^  =  q{x,  2/,  2/')  •  ißy  —  y'^^^) 
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und  vermöge  (12')  eine  von  der  Gestalt: 

dy.,  —  y.;dx^  =  <?(^i;  2/i,  Vi)  .  (dy,  —  y^dx^). 

Schafft  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  mit  Hülfe  von  (12)  die 
Veränderlichen  x^j  y^,  y^    fort,  so  erhält  man  eine  Relation: 

dy^  —  y.^dx.2  =  a{X,  Y,  F)  .q{x,  y,  y')  .  {dy  —  ydx), 

die  vermöge  derjenigen  Gleichungen  besteht,  welche  sich  aus  (12)  und 
(12')  durch  Fortschaffung  von  x^,  y^,  yl  ergeben.  Nun  aber  liefern 
(12)  und  (12')  bei  Wegschaffung  von  x^^  y^,  y^  gerade  die  Gleichungen 
(12"),  also  ist  wirklich  auch  (12")  eine  Berührungstransformation. 

Es  ist  andererseits  selbstverständlich,  dass  die  aus  einer  vorgelegten 
Berühnmgstransformation  (12)  durch  Auf  lösung  entstehende  inverse  Trans- 
formation 

X  =  U{x^,  y„  y^),      y  =  V{x„  y„  y^),      y  =  W(x„  y,,  y,') 
selbst  eine  Berühnmgstransformation  ist. 

§3. 

/t     "f  In    diesem    Paragraphen    wird    ein    wichtiger    Begriff   eingeführt, 

—    welcher  die  Begriffe  Curve  und  Punkt  als  besondere  Fälle  umfasst. 

Jede  Curve:  y  —  f(x)  =  0  zeichnet  unter  den  c»^  Linienelementen 
Xy  ?/,  y'  der  Ebene  x,  y  gewisse  cx)^  aus,  die  wir  geradezu  als  die 
Linienelemente  der  Curve  bezeichnen  wollen;  es  sind  das  diejenigen  Linien- 
elemente, welche  aus  je  einem  Punkte  der  Curve  und  der  zugehörigen 
Tangente  bestehen;  dieselben  sind  offenbar  durch  die  beiden  Gleichungen: 
(13j  y  -  f{x)  =  0,       y'  -  f'(x)  =  0 

bestimmt,  wo  f'(x)  die  Ableitung  von  f(x)  nach  x  bedeutet. 

Differentiirt  man  (13)  einmal  und  fügt  man  die  erhaltenen  beiden 
Gleichungen: 
(13')  dy  —  f'{x).dx  =  0,       dy'  —  f'\x)  .  dx  =  0 

zu  (13)  hinzu,  so  findet  man  ein  System  von  vier  Gleichungen:  (13)  (13'), 
welches  offenbar  so  beschaffen  ist,  dass  alle  Werthsysteme  x,  y,  y\  dx^ 
dy,  dy',  die  (13)  (13')  befriedigen,  auch  der  Pfaffschen  Gleichung: 
dy  —  y' dx  =  0  genügen.  Mit  andern  Worten:  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dy  —  y'dx  =  0  besteht  vermöge  der  vereinigten  Gleichungen  (13)  und  (13'). 
Besitzt  ein  Gleichungensystem: 

^(^;  y,  y')  =  0;     'P'(^;  y,  y')  =  o 

die  Eigenschaft,  dass  die  Pfaffsche  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  vermöge 
der  vier  Gleichungen: 

d^F=^0 

/  /  ' 


0  = 

=  0,        *¥=(),      dO== 

3,       d 

[*  ^J  :- 

i 
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besteht,  so  wollen  wir  einfach  sagen,  dass  das  betreffende  Gleichungen- 
system: ^  =  0,  ^  =  0  der  Ffaffschen  Gleichung:  dy  —  y' dx  =  0  ge- 
nilgtj  oder  dass  es  sie  befriedigt,  oder  erfüllt. 

Bei  Anwendung  dieser  Ausdrucksweise  können  wir  unser  obiges 
Ergebniss  einfach  folgendermassen  ausdrücken: 

Das  Gleichungensystem: 

(13)  y  -  fix)  =  0,       y'-  f'{x)  =  0, 

welches  die  oo^  Linienelemente  der  Curve:  y  —  f{x)  =  0  bestimmt,  genügt 
der  Ffaffschen  Gleichung:  dy  —  y' dx  =  0. 

Leicht  zu  erkennen  ist,  dass  es  ausser  den  Gleichungensystemen 
von  der  Form  (13),  deren  jedes  alle  Linienelemente  einer  Curve  dar- 
stellt, noch  andere  Gleichuugensysteme: 

^(^,  y,  y')  =  0,     'P'C^,  y,  y')  =  0 

giebt,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  erfüllen. 

In  der  That,  man  betrachte  die  Schaar  aller  Linienelemente  x,  y,  y\ 
welche  denselben  Punkt  Xq,  y^  haben,  oder  kürzer  die  Linienelemente 
des  Punhtes  Xq,  y^.     Die  Gleichungen  dieser  Schaar  lauten: 

(14)  x=^x^,     y  =  yo 

und  ergeben  einmal  differentiirt: 

(14')  dx  =  0,      dy  =  0, 

sodass  die  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0  vermöge  (14)  und  (14')  besteht. 
Also  befriedigt  auch  jedes  Gleichungensystem  von  der  Form  (14)  die 
Pfaffsche  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0. 

Wir  werden  jetzt  beweisen,  dass  die  Gleichungensysteme  von  der 
Form  (13)  und  (14)  die  einzigen  sind,-  welche  der  Ffaffschen  Grleichung: 
dy  —  y'dx  =  0  genügen.  Wir  thun  das,  indem  wir  direkt  alle  Glei- 
chungensysteme : 

(15)  Oix,  y,  y')  =  0,       W(x,  y,  y')  =  0 

bestimmen,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen. 

Aus  (15)  ergeben  sich  entweder  zwei  Relationen  zwischen  x,  y  allein, 
oder  es  ergiebt  sich  nur  eine  solche.  Im  ersten  Falle  kann  (15)  die 
Form:  x  =  a,  y  =  b  erhalten  und  stellt  daher  alle  Linienelemente  eines 
Punktes  dar.  Im  zweiten  Falle  kann  die  eine  vorhandene  Relation 
zwischen  x  und  y  offenbar  nicht  von  y  frei  sein;  sie  lässt  sich  also  auf  die 
Form:  y  —  f(x)  =  0  bringen.  Durch  Differentiation  erhalten  wir  hieraus: 
dy  —  f"  {x)dx  ==  0;  soll  daher  das  Gleichungensystem  (15)  die  Pfaffsche 
Gleichung:  dy  —  y'dx  ==  0  erfüllen;  so  muss  der  Ausdruck:  (/"  —  y')dx 
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für  jedes  dx  vermöge  (15)  verschwinden.  Mithin  kann  unser  Gleichungen- 
system  (15)  die  Form  (13): 

y-f(x)  =  0,  y'-f{x)  =  Q 

erhalten.     Also: 

Theorem  2.      Wenn  ein  Gleichungensystem: 

^(^;  y,  y)  =  0,       'i^(^,  y,  y')  =  0 

die  Ffaffsclie  Gleichung:  dy  —  y'dx==0  erfüllt,  so  sind  die  oo^ 
Linienelemente,  ivelche  es  definirt,  entiveder  die  Linienelemente 
einer  Curve:  y  —  f{x)  ==  0  oder  diejenigen  eines  Funhtes:  x  =  Xq, 

y  =  yo*) 

Es  ist  naturgemäss  für  die  so  definirten  Schaaren  von  Linien- 
elementen eine  gemeinsame  Bezeichnung  zu  henutzen.  Wir  nennen  des- 
halb eine  Schaar  von  oo^  Linienelementen  x,  y,  y'  dann  eine  Element- 
Mannigfaltigheit*)  oder  hürzer  eine  Element-Mi  der  Ebene  xy,  wenn 
das  Gleichungensystem: 

9{x,  y,  y')  =  0,         W{x,  y,  y')  =  0 

dieser  Schaar  der  Pfaffschen  Gleichung:    dy  —  y'dx  =  0   genügt. 

Damit  ist  der  oben  (S.  2  und  12)  angekündigte  allgemeine  Begriff 
gewonnen,  der  die  Begriff'e  „Curve"  und  „Punkt'^  als  besondere  Fälle 
umfasst. 

Jede  Element- Jij  ist  eine  Linienelement^gur-^  da  sie  aber  entweder 
aus  allen  Linienelementen  eines  Punktes  oder  aus  allen  einer  Curve 
besteht,  so  kann  sie  auch  als  eine  Punhtß.guY  aufgefasst  werden  und 
zwar  ist  sie  als  Punktfigur  entweder  ein  Punkt  oder  eine  Curve. 

Bemerkenswerth  ist,  dass  unter  den  soeben  gefundenen  Element-J^fj 
der  Ebene  x,  y  zwar  alle  Punkte  enthalten  sind,  nicht  aber  alle  Curven; 
die  Curven  von  der  Form:  x  =  a,  also  die  zur  y-kxe  parallelen  Geraden 
haben  wir  bei  der  Bestimmung  aller  Element -Jf^  nicht  mit  erhalten. 
Es  hat  das  seinen  Grund  in  den  hier  benutzten  Coordinaten:  x,  y,  y' 
der  Linienelemente;  für  alle  Linienelemente,  deren  Gerade  zur  ?/-Axe 
parallel  ist,  werden  nämlich  diese  Coordinaten  unbrauchbar,  da  für  sie 
y'  unendlich  gross  wird.  Später,  wenn  wir  diese  Untersuchungen  für 
beliebig  viele  Veränderliche  durchführen,  werden  wir  Elementcoordinaten 
kennen  lernen,  denen  ein  solcher  Mangel  nicht  anhaftet. 

Man  kann  fragen,  ob  es  ausser  der  Gleichung:  dy  —  y'dx  =  0 
noch  andere  Pfaffsche  Gleichungen  giebt,  welche  von  allen  Element-ilfi 


*)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  October  1872;  Verhandlungen  der  Gesellsch. 
d.  W.  zu  Christiania  1871,  Mai  1872  und  Novbr.  1874;  Math.  Ann.  Bd.  V  und  IX. 
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der  Ebene   x,  y   befriedigt  werden.     Die  Beantwortung  dieser  Frage 
bietet  keine  Schwierigkeit. 

Wird  die  Pfaffsche  Gleichung: 
(16)     a{x,  y,  y)  .  dx  +  h{x,  y,  y)  .  dy  +  <i{x,  y,  y)  .  dy  =^  0 
von  allen  Element -ütf^  der  Ebene  x,  y  befriedigt,  so  genügen  ihr  ins- 
besondere alle  Gleichungensysteme  von  der  Form: 

y-f{x)  =  Q,         y--f{x)  =  0. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  (16)  vermöge  der  Gleichungen: 

y  -  fix)  =  0,         y-  fix)  =  0,         dy  -  f\x)dx  =  0, 

dy'  —  f'ix)dx  =  0 

besteht,  welche  Function  von  x  auch  f  sein  mag,  oder  was  auf  dasselbe 

hinauskommt,  dass  die  Gleichung: 

{<^,  f,  n  +  /■'•  H^,  f,  n + f-  c(x,  f,  n]dx  =  o 

für  alle  Werthe  von   dx  und  für  jede  Function  fix)  identisch   erfüllt 
ist.     Das  aber  ist  nur  möglich,  wenn  die  beiden  Gleichungen: 

c(^,  A  n  =  0,        a(x,  f,  n  +  f .  b(a;,  f,  f)  =  0 
für   alle   Zahlenwerthe    der   Grössen    ^,  /',  f    identisch    bestehen,   also 
wenn  (16)  die  Form: 

^(^;  y,  y')'  (dy  —  y'dx)  =  o 

besitzt  und  demnach  mit  der  Gleichung:  dy  —  y'dx=^0  äquivalent  ist. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  4.    Die  Gleichung:   dy  —  y'dx  =  0   ist  die   einzige   Ffaffsche 

Gleichung,  welche  von  allen  Element- 31^  der  Ebene  x,  y  erfüllt  tvird; 

sie  ist  sogar  die  einzige  Ffaffsche  Gleichung j  ivelcher  alle  Element -M^ 

von  der  besonderen  Form: 

y-f{x)  =  0,         y'^f'(x)  =  0 
genügen. 

Dieser  Satz  wird  uns  bald  nützlich  sein. 

§  4. 

Die  Entwickelungen  des  vorigeu  Paragraphen  führen  zu  einer 
neuen  Eigenschaft  der  Berührungstransformationen,  welche  für  die- 
selben charakteristisch  ist  und  welche  daher  eine  neue  Definition  der 
Berührungstransformationen  enthält. 

Die  betrefiPende  Eigenschaft  besteht  einfach  darin,  dass  hei  Aus- 
führung einer  Berührungstransformation  jede  Element- M^  der  Ebene  xy 
in  ^eine  Element- M^  übergeht. 

Stellen  nämlich  die  Gleichungen: 

^(^;  y,  y)  =  0,         Wix,  y,  2/0  =  0 
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eine  Element  -  ikf^  dar,  so  besteht,  wie  wir  wissen,  die  Gleichung: 
dy  —  y'dx  =  0    vermöge  der  vier: 

(17)  0  =  0,         ^^'  =  0,         ^0  =  0,         dW=0. 

Führen  wir  nun  an  Stelle  von  x,  y^  y'  durch  eine  Berührungstrans- 
formation die  neuen  Veränderlichen  x^,  y^y  ?//  ein,  so  gehen  Q  und  W 
in  gewisse  Functionen  0^  und  W^  von  ic^,  y^,  y^  über;  das  Gleichungen- 
system (17)  verwandelt  sich  also  in: 

(17')  ^1  =  0,  'P'i=0,         dO,==0,         d^F,  =  0; 

dagegen  erhalten  wir  aus:  dy  —  y'dx  =  0  die  neue  Gleichung: 
dy^  —  y^dx^=Oj  welche  nun  augenscheinlich  ihrerseits  vermöge  (17') 
besteht.  Mithin  stellen  auch  die  Gleichungen:  0i  =  O,  ^^==0  immer 
eine  Element -iHfj  dar. 

Ist  andererseits  eine  Transformation: 

(18)  x^  =  X{x,  y,  y),    y,  =  Y(x,  y,  y'),     y,' =  P^(x,  y,  t/) 

so  beschaffen,  dass  sie  jede  Element -ilfi  der  Ebene  xy  in  eine  Element -ilfi 
überführt,  so  ist  sie  eine  Berührungstransformation. 

Um  das  zu  beweisen,  denken  wir  uns  die  Transformation  (18) 
auf  eine  beliebige  Element- ikfi  von  der  Form 

(19)  2,_^(^)  =  0,        y'-f(x)  =  0 

ausgeführt;  wir  müssen  dann,  wie  auch  die  Function  f(x)  gewählt  sein 
mag,  aus  (19)  ein  Gleichungensystem: 

^l(^i,   2/l;   Vi)  =  0;  '^^iC^i,    2/i,   Vi)  =  0 

erhalten,  welches  der  Pfaffschen  Gleichung:  dy^  —  y-^dx^  =  0  genügt. 
Führen  wir  daher  mit  Hülfe  von  (18)  rückwärts  an  Stelle  von  x^,  y^,  y^ 
die  alten  Veränderlichen  x,  y,y'  ein,  so  verwandelt  sich:  dy^  —  Vi^x^  =  0 
in  eine  gewisse  Pfaffsche  Gleichung: 

(20)  dy^—tj,'dx^  =  Ä{x,  y,  y')dx  +  B{x,  y,  y')dy+C{x,  y,  y')dy'=0, 

welcher  nun  offenbar  alle  Gleichungensysteme  von  der  Form  (19)  genügen. 
Aber  nach  Satz  4,  S.  15  ist  dy  —  y'dx  =  0  die  einzige  Pfaffsche 
Gleichung  von  dieser  Beschaffenheit,  folglich  muss  der  Ausdruck: 

A{x,  y,  y')dx  +  B{x,  y,  i/)dy  +  C{x,  y,  y')dy 
die  Form  B{dy  —  tj'dx)   besitzen;  es  besteht  daher  vermöge  (18)  eine 
Relation  von  der  Form: 

dVi  —  VidXi  =  B{x,  y,  y') .  {dy  —  y'dx), 
das  heisst  (18)  ist  wirklich  eine  Berührungstransformation. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  oben  angegebene  Eigenschaft  für  ^ie 
Berührungstransformationen  der  Ebene  charakteristisch  ist,  wir  können 
daher  sagen: 


Die  Berührungstransformationen  in  der  Ebene.  17 

Satz  5.  Die  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  y  lassen  sich 
auch  definiren  als  diejenigen  Linienelementtransformationen  dieser  Ebene, 
welche  jede  Element- M^  in  eine  Element- M^^  überführen. 

Eine  Element -Mi  der  Ebene  besteht,  wie  wir  wissen,  entweder 
aus  den  oo^  Elementen  einer  Curve  oder  aus  den  oo^  Elementen  eines 
Punktes.  Aus  der  neuen  Definition  der  Berührungstransformationen 
folgt  daher,  dass  die  oo^  Elemente  einer  Curve  bei  Ausführung  einer 
Berührungstransformation  entweder  in  die  <x>'^  Elemente  einer  Curve 
oder  in  die  eines  Punktes  übergehen;  kürzer  ausgedrückt:  bei  einer 
Berührunofstransformation  verwandelt  sich  eine  Curve  entweder  in  eine 
Curve  oder  in  einen  Punkt;  andererseits  verwandelt  sich  auch  ein  Punkt 
entweder  in  eine  Curve  oder  in  einen  Punkt. 

Es  ist  klar,  dass  die  erweiterten  Punkttransformationen  (4)  die 
einzigen  Berührungstransformationen  der  Ebene  sind,  welche  jeden 
Punkt  wieder  in  einen  Punkt  überführen. 

Betrachten  wir  ferner  eine  Berührungstransformation,  welche  keine 
erweiterte  Punkttransformation  ist,  also  eine,  deren  Gleichungen: 
(21)     x^  =  X{x,  2/,  g'),    Vi  =  Y{x,  y,  y),     y^  =  P{x,  y,  y) 
blos  eine  Relation: 

U{x,  y,  x^,  2/i)  =  0 

zwischen   Xj  y^  x^,  «/i    allein  ergeben. 

Die  betreffende  Berührungstransformation  führt  die  oo^  Linien- 
elemente des  Punktes:  x  =  a,  y  =  b  in  oo^  Linienelemente  über,  deren 
Punkte  die  Curve:  5i(«,  &,  äJi,  y^)  =  0  erfüllen.  Da  nun  diese  neuen 
cx)^  Linienelemente  eine  Element -il[fi  bilden,  so  sind  sie  (Theorem  2, 
S.  14)  eben  die  Linienelemente  der  besprochenen  Curve;  wir  sehen  also, 
dass  unsere  Beriihrungstransformation  den  Pimlct:  x  =  a,  y  =  b  in  die 
Curve:  ^(a,  6,  x^,  y^)  =  0  verwandelt.  In  derselben  Weise  erkennen 
wir,  dass  sie  die  Curve:  Sl(x,  y,  a^,  b^)  =  0  in  den  PunU:  x-^  =  %, 
2/i  =  &i   überführt.^) 


*)  Plücker  betrachtet  in  seinen  Analytisch -geometrischen  Entwickelungen, 
Abth.  2  eine  beliebige  Gleichung:  Sl{x,  y,  x^ ,  2/1)  =  ^  ^^^  deutet  darin  x,  y 
als  Coordinaten  eines  Punktes  und  iCj ,  2/1  als  diejenigen  eines  zweiten  Punktes. 
Für  diese  Ai^ffassung  ordnet  die  Gleichung:  ß  =  0  jedem  Punkte:  x  ==  a^  y  =  ^ 
die  Curve:  Sl(a^  6,  x^^  2/1)  ==  0  zu  und  dementsprechend  jedem  Punkte:  x^  =  a^ , 
2/j  ==  5j  die  Curve:  ß(ic,  y,  a^ ,  h^)  =0;  ferner  bemerkt  Flacker  ausdrücklich, 
dass  die  Curven,  welche  den  Punkten  x^^  2/1  der  Curve:  ß(a,  5,  x^^  2/1)  =  ^  2^" 
geordnet  sind,  sämmtlich  durch  einen  gemeinsamen  Punkt  gehen.  Wahrscheinlich 
hatte  Plücker  die  Absicht,  in  späteren  Arbeiten  zu  zeigen,  dass  die  Gleichung: 
ß  =  0   oder  wie   er  sich  ausdrückt  „die  aequatio  directrix:  ß  ==  0"   überhaupt 

Lie,  Tlieorie  der  Trans formationsgruppen.    II.  2 
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Beispiele.     Nach  S.  10  ist  durch  die  Gleichung: 

y  +  yi  —  xx^  =  o 

eine  Berührungstransformation  definirt.  Bei  dieser  geht  der  Punkt: 
X  =  a^  y  =  h  in  die  Gerade:  y^  —  ax^  -|-  &  =  0  über,  also  in  seine 
Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt:  2y  —  x^  =  0]  die  Gerade: 
y  —  a^ic  +  ^1  =  0  verwandelt  sich  in  den  Punkt:  x^  =  a^^  2/i  =  ^i 
also  in  ihren  Pol  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt. 

Die  Berührungstransformation,  welche  durch  die  Gleichung: 
(x  —  x^)x^  +  (y  —  y,)y,  ==  0 

definirt  ist,  verwandelt  jeden  Punkt:  x  =  a,  y  =  h  in  einen  Kreis, 
welcher  durch  den  betreffenden  Punkt  und  durch  den  Coordinaten- 
anfang  geht  und  die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  zum  Durch- 
messer hat.  Jede  Gerade  führt  sie  in  einen  Punkt  über,  nämlich  in 
den  Fusspunht  des  Lothes,  welches  man  vom  Coordinatenanfang  auf 
sie  fällt. 

Wir  fügen  hier  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen  an. 
Definirt  die  Gleichung: 

Sl(x,  y,  x^,  y,)  =  0 
eine  Berührungstransformation,  so  geht  jede  Curve:  P^[x,  y,  a^,  h^)  =  0 
bei   dieser  Berührungstransformation  in   den  Punkt    x^^  ==  a^,    y^  =  h^ 
über;  das  sahen  wir  oben. 

Wünscht  man  andererseits  zu  wissen,  ob  eine  vorgelegte  Gleichung 
von  der  Form: 

Sl{x,  y,  X,,  «/i)  =  0, 

eine   Berührungstransformation  bestimmt,    so    hat    man  nach   S.  9   zu 

untersuchen,  ob  sich  die  beiden  Gleichungen: 

aß 

(22)  Sl{x,  y,  X,,  y,)  =  0,        y' =  —  -/^ 

dy 
nach  x^  und  y^  auflösen  lassen  oder  ob  sie  eine  Relation: 

y{oc,  y,  y)  =  0 

zwischen  allen  Curven  der  Ebene  ein  Entsprechen  herstellt,  welches  solchen  Curven, 
die  sich  in  einem  Punkte  berühren,  Curven  von  derselben  Beschaffenheit  zuordnet. 
Man  braucht  in  der  That  zu  Plücker's  Ausführungen  nur  wenig  hinzuzufügen,  um 
den  Ausgangspunkt  für  die  geometrische  Theorie  der  Berührungstransformationen 
einer  Ebene  zu  gewinnen;  dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  genau  dasselbe  auch 
von  Lagrange's,  Untersuchungen  über  singulare  Lösungen  gesagt  werden  kann. 
Lagrange  war  dem  Begriff  Berührungstransformation  der  Ebene  fast  ebenso  nahe 
wie  Plücker.     (Vgl.  Lagrange's  Le9ons  sur  le  calcul  des  fonctions.) 
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zwischen  x^  y,  y'  allein  liefern.  Nur  im  ersten  Falle  bestimmt  <ß  =  0 
eine  Berührungstransformation. 

Nun  definiren  die  Gleichungen  (22),  wenn  man  in  ihnen  den  Grössen 
x^  und  2/i  die  festen  Werthe  x^  =  a-^j  2/i  =  i^i  ertheilt,  die  Linienelemente 
einer  Curve,  welche  der  Curvenschaar:  Sl{Xy  y,  %,  \)  =  0  angehört. 
Verbinden  wir  diese  Bemerkung  mit  dem  oben  Gesagten,  so  erhalten 
wir  den 

Satz  6.  Ist  die  Curvenschaar  Sl(Xy  y,  a^,  h-^  =  0  mit  den  Para- 
metern a^y  h-^  so  beschaffen,  dass  die  Linienelemente  x,  y,  y'  aller  Ciirven 
der  Schaar  Jceine  Relation:  V{x,  y,  t/)  ==  0  hefriedigen,  so  gieU  es  eine 
und  nur  eine  Berührungstransformation: 

^1  ==  ^(^, !/;  y'),    Vi  =  i^(^;  y,  y)y     yl  =  ^(^;  yy  y)> 

welche  jede  Curve:  Sl(x,  y,  a^^,  b^)  =  0  in  den  Funld:  x^  =  a^,  ^i  ==  ^i 
überführt;  die  Gleichungen  dieser  Berührungstransformation  erhält  man 
durch  Auflösung  der  Gleichungen: 

^(^,  y,  ^i,yi)  =  o,      —  +  y^  =  o,      ^  +  y^  ^-  =  0 

nach  x^,  y^,  y^. 

Genügen  die  Linienelemente  x,  y,  y'  aller  Curven  der  Schaar: 
Sl(x,  y,  a,  b)  ==  0  einer  Relation:  V(x,  y,  y')  =  0,  so  sind  alle 
Curven  dieser  Schaar  Integralcurven  der  Differentialgleichung  erster 
Ordnung: 


r{x,  y,  fl)  =  0, 


und  da  diese  DiiBferentialgleichung  nur  oo^  Integralcurven  besitzt,  so 
enthält  auch  die  Schaar:  Sl{x,  y,  a,  b)  =  0  nicht,  wie  es  den  x4n- 
schein  hat,  oo^  verschiedene  Curven,  sondern  blos  oo^  Dass  die 
Linienelemente  aller  Curven  einer  Schaar  ^(x,  y^  a,  b)  =  0  keine 
Relation  von  der  Form:  F(^,  y,  y')  =  0  befriedigen,  ist  also  damit 
gleichbedeutend,  dass  die  Schaar  ^(x,  y,  a,  6)  =  0  oo^  verschiedene 
Curven  enthält.  Diese  Bemerkung  giebt  eine  Deutung  und  führt  zu 
einer  Verallgemeinerung  des  vorhin  aufgestellten  Satzes. 

Es  sei  irgend  eine  Schaar  von  oo^  verschiedenen  Curven  vorgelegt, 
etwa  die  folgende: 

W{x,  y,  a,  ß)  =  0. 

Wir  ordnen  die  Curven  dieser  Schaar  den  Punkten  der  Ebene  nach 
irgend  einem  Gesetze  so  zu,  dass  jeder  Curve  der  Schaar  ein  Punkt 
der  Ebene  und  jedem  Punkte  eine  Curve  der  Schaar  entspricht.  Ver- 
stehen wir  also  unter  a,  b  die  Coordinaten  des  Punktes,  welcher  der 
Curve  W{Xj  y,  «,  /3)  =  0  mit  den  Parametern  «,  ß  entspricht,  so 
setzen  wir: 
(23)  a  =  A{u,  ß),        h  =  B{a,  ß), 
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WO  Ä  und  B  beliebige  von  einander  unabhängige  Functionen  ihrer 
Argumente  bezeichnen. 

Lösen  wir  die  Gleichungen  (23)  nach  a  und  ß  auf: 
a  =  5r(a,  b),         ß  =  ^(a,  h) 

und  setzen  wir   die  gefundenen  Ausdrücke  für  a,  ß  in  die  Gleichung: 
W(pOj  y,  aj  ß)  ==  0  ein,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung: 
W{x,  y,  2t,  S3)  =  Sl{x,  y,  a,  h)  =  0, 

welche  genau  dieselbe  Schaar  von  oo^  Curven  der  Ebene  x,  y  dar- 
stellt. Es  giebt  daher  nach  Satz  6  eine  Berührungstransformation, 
welche  jede  Curve  ^(x,  y^  a,  h)  =  0  in  den  Punkt:  x^  =  a,  y^  =  h 
überführt. 

Damit  haben  wir  die  angekündigte  Verallgemeinerung  des  Satzes  6 
gewonnen: 

Satz  7.  Hat  man  in  der  Ebene  x,  y  irgend  eine  Schaar  von  cx)^ 
Curven:  W(x,  y^  a,  ß)  =  0  und  hat  man  diese  Curven  nach  irgend  einem 
Gesetze  den  Punkten  der  Ebene  so  zugeordnet ,  dass  jeder  Curve  der  Schaar 
ein  Funld  und  jedem  Punkte  eine  Curve  entspricht,  so  giebt  es  immer 
eine  und  nur  eine  Berührungstransformation  der  Ebene  x,  y,  welche  die 
Curven  der  Schaar  in  die  Punkte  der  Ebene  und  zwar  jede  Curve  in  den 
ihr  zugeordneten  Punkt  überführt, 

Beispiel.  Der  Inbegriff  aller  Kreise  von  gleichem  Halbmesser  r^ 
bildet  eine  zweifach  unendliche  Curvenschaar: 

(24)  (^^af  +  {y-hf==r,\ 

Ordnet  man  jedem  dieser  cxd^  Kreise  seinen  Mittelpunkt  zu,  so  ent- 
spricht jedem  Punkte  der  Ebene  einer  von  den  Kreisen,  man  hat  also 
eine  Zuordnung  von  der  in  Satz  7  beschriebenen  Beschaffenheit.  Die 
Berührungstransformation,  welche  jeden  der  oo^  Kreise  (24)  in  seinen 
Mittelpunkt  überführt,  ist  durch  die  Gleichungen: 

{x  —  x^f  +{y—  2/i)'  =  r^\        X  —  x^  +  {y  —  y,)y'  =  0, 
X  —  x^  +  (ij  ~  y^y;  =  0 
definirt,  in  aufgelöster  Form  lautet  sie: 

(25)  x^  =  x  +  -^^^       y,  =  y  —  -=^==r       y,' =  y\ 

sie  führt  also  jedes  Linienelement  in  ein  paralleles  über. 

§5. 

Wir  wollen  jetzt  die  Entwickelungen  der  beiden  letzten  Paragraphen 
dadurch  vervollständigen,  dass  wir  der  Pfaffschen  Gleichung: (?i/ — y'dx=0 
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eine  begriffliche  Deutung  geben;  auf  diese  Weise  erhalten  wir  auch 
eine  tiefere  Einsicht  in  das  Wesen  der  Element- Jf-^ . 

Es  sei  eine  beliebige  Schaar  von  <x>^  Elementen  Xj  y^  y'  der  Ebene 
vorgelegt^  etwa  in  der  Weise,  dass  x,  «/,  y'  als  Functionen  einer  unab- 
hängigen Veränderlichen  t  dargestellt  sind. 

Wir  betrachten  irgend  zwei  unendlich  benachbarte  Werthe  t^  und 
^0  +  z/^  von  t  und  setzen  nur  voraus,  dass  die  drei  Differentialquo- 
tienten -^,  -~,  -~r  nicht  sämmtlich  für  t  =  L  verschwinden.  Den 
dt^   dt^    dt  " 

Werthen  t^  und  tQ-\-  zit  entsprechen  zwei  unendlich  benachbarte  Ele- 
mente: Xq,  y^,  y^  und  x^  +  Jx,  y^  +  ziy,  y^  +  z/?/'  unsrer  Schaar. 
Die  Punkte:  Xq,  y^  und  x^  -\-  Jx^  y^  -j-  Ay  weichen  von  einander  um 
eine  Grösse  von  der  Ordnung  des  /it  ab.  Um  eine  Grösse  von  der- 
selben Ordnung  weicht  im  Allgemeinen  auch  der  Punkt  x^  +  /ix^ 
y^  -|-  Ay  von  der  Geraden: 

^  -  ^0  =  «/o'(?  —  ^o) 

des  Elementes  x^^  ^/o?  V^  ^'t  ^^"^  ^®^  Ausdruck: 

Ay  —  ij^/lx, 

welcher  als  Mass  dieser  Abweichung  aufgefasst  werden  kann,  ist  im 
Allgemeinen  von  erster  Ordnung  in  At.  Es  kann  jedoch  vorkommen, 
dass  der  Ausdruck:  Ay  —  y^  Ax  von  der  zweiten  Ordnung  in  At  wird. 
Dann  weicht  der  Punkt:  x^  -f  z/rr,  y^  +  Ay  von  der  Geraden  des  Ele- 
ments it^Q,  2/o?  2/o'  ^^^  ^^  ^^^®  Grösse  ab,  welche  unendlich  klein  ist 
im  Vergleich  zu  der  Abweichung  der  beiden  Punkte  x^^  y^  und  x^  +  AXj 
y^-\-  Ay  von  einander.  Wir  sagen  in  diesem  Falle,  dass  die  beiden 
Elemente:  x^,  y^,  y^  und  Xq  +  Ax,  y^  +  Ay,  y^  +  Ay'  unsrer  Schaar 
vereinigt  liegen. 

Diese   Definition   kann   präciser  folgendermassen   gefasst   werden: 

In  der  Schaar  der  oo^  Elemente: 

x  =  a(t),       y  =  ß{t),       y'  =  7{t) 

liegt  das  Element  t^  mit  dem  unendlich  benachbarten  Elemente  t^  -{-  At 

der  Schaar  vereinigt*),  wenn  der  Ausdruck: 

dy  ,  dx 

dt  ~  y  Hi 

für  t  =  t^^  verschwindet,  ohne  dass  -^i  ~Tti  -§r  ^^^^  ^^^^  f^^^  ^  =  ^o  ^^^ 
Werth  Ntdl  annehmen. 

Verschwindet  der  Ausdruck:  -Ji  —  V' -jt  für    alle   Werthe    von   t, 

*)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  October  1872. 
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so  bildet  die  in  Rede  stehende  Schaar  von  oo^  Elementen  eine  Ele- 
ment-ilf^;  demnach  liegt  in  einer  Element-lf^  jedes  Element  mit  dem 
unendlich  benachbarten  vereinigt.  Diese  Eigenschaft  kann  geradezu 
zur  Definition  des  Begriffes  einer  Element -Jf^  benutzt  werden. 

Dass  alle  Elemente  einer  Curve  eine  Element- Ji^  bilden,  beruht 
darauf,  dass  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte  x,  y  von  dem  un- 
endlich benachbarten  Punkte  x  +  dx,  y  +  dy  der  Curve  nur  um  eine 
Grösse  abweicht,  welche  unendlich  klein  ist  im  Vergleich  zu  der  Ab- 
weichung der  Punkte  x,  y  und  x  +  dx,  y  +  dy  von  einander.  Die 
Elemente  eines  Punktes  ic^,,  y^  bilden  eine  Element -If^,  weil  sie  alle 
denselben  Punkt  haben,  und  weil  in  Folge  dessen  der  Punkt  des  Ele- 
mentes Xqj  2/o,  2/o'  +  dyo  auf  der  Geraden  des  Elementes  x^,  «z^,  yQ 
liegt,  welchen  Werth  auch  y^    haben  mag. 

Mit  Benutzung  des  Begriffs  der  vereinigten  Lage  zweier  unendlich 
benachbarten  Elemente  kann  man  die  Berührungstransformationen  der 
Ebene  x^  y  geradezu  als  diejenigen  Elementtransformationen  dieser  Ebene 
definiren,  welche  unendlich  benachbarte^  vereinigt  liegende  Elemente  in  eben 
solche  überführen.  Da  nun  in  einer  Element- Jf^  jedes  Element  mit  dem 
unendlich  benachbarten  der  Element -üfj  vereinigt  liegt,  so  erscheint  eine 
früher  bewiesene  Eigenschaft  der  Berührungstransformationen  jetzt 
selbstverständlich,  die  Eigenschaft  nämlich,  dass  bei  einer  Berührungs- 
transformation jede  Element- ilfi  in  eine  Element -Ifi  übergeht. 

§6. 

Wir  haben  gesehen,  dass  eine  Berührungstransformation  der  Ebene 
X,  y  jede  Element- Jf^  der  Ebene  in  eine  Element-il/i  verwandelt.  Da 
sich  die  Element-  M^  auch  als  Punktgebilde  auffassen  lassen,  so  können 
wir  auch  sagen,  dass  eine  Berührungstransformation  jede  Curve  ent- 
weder in  eine  Curve  oder  in  einen  Punkt  überführt  und  jeden  Punkt 
ebenfalls  entweder  in  eine  Curve  oder  in  einen  Punkt.  Nebenbei  be- 
merkt ist  hierbei  an  und  für  sich  klar,  dass  eine  Curve  im  Allgemeinen 
wieder  in  eine  Curve  übergeht,  denn  die  Gleichung  aller  Curveu  der 
Ebene  hängt  von  einer  willkürlichen  Function  mit  einem  Argumente 
ab,  die  allgemeinen  Gleichungen  eines  Punktes  dagegen  nur  von  zwei 
willkürlichen  Farametern, 

Zwei  Curven,  die  sich  in  einem  gemeinsamen  Punkte  berühren, 
haben  als  Element -ilf^  aufgefasst  ein  Linienelement  gemein.  Nun  ver- 
wandeln sich  zwei  Element- M^  mit  einem  gemeinsamen  Linienelement  bei 
einer  Berührungstransformation  in  zwei  Element- M^,  welche  in  derselben 
Besiehung   stehen.     Folglich    erkennen  wir,    dass   zwei  sich   berührende 
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Ctirven  hei  einer  Berührungstransformation  im  Allgemeinen  ivieder  in  zwei 
sich  herührende  Curven  übergehen.  Daher  der  Name  Berührungstrans- 
formation.  Doch  Mnn  es  auch  vorliommen,  dass  sich  die  eine  der  beiden 
Curven  in  einen  FunM  verwandelt ^  dieser  liegt  dann  auf  der  Curve,  in 
welche  die  andere  übergeht. 

Ist  die  Berührungstransformation  aus  einer  Punkttransformation 
durch  Erweiterung  entstanden,  so  transformirt  sie  natürlich  die  Punkte 
und  die  Curven  der  Ebene  Xj  y  genau  so  wie  diese  Punkttransformation. 
Dazu  ist  weiter  nichts  zu  bemerken. 

Betrachten  wir  andererseits  eine  Berührungstransformation,  die 
keine  erweiterte  Punkttransformation  ist  und  sehen  wir  zu,  wie  ge- 
gebene Punkte  und  gegebene  Curven  von  derselben  transformirt  werden. 

Die  Gleichung  zwischen  x,  y,  x^j  y^,  durch  welche  unsre  Be- 
rührungstransformation bestimmt  ist,  sei: 

^(x,  y,  x^,  2/1)  =  0 

Dann  wissen  wir  schon  (vgl.  S.  17),  dass  bei  der  Berührungstrans- 
formation jeder  Punkt:  x  =  a,  y  ==b  in  die  Curve:  ^(a,  &,  %,  ?/J  =  0 
übergeht  und  jede  Curve:  ^{x,  y,  a^,  b-^  =  0  in  den  Punkt:  x^  =  a^, 
y^  =  b-^.  Wir  können  hinzufügen,  dass  die  c»^  Curven:  ^{x,  y,  %,  b^  =  0 
die  einzigen  Curven  der  Ebene  sind,  welche  in  Punkte  verwandelt  wer- 
den; das  ist  unmittelbar  klar. 

Denken  wir  uns  jetzt  eine  beliebige  Curve:  cp{x,  y)  =  0  vorgelegt, 
welche  nicht  zu  den  Curven:  Sl{x,  y,  a^,  b-^  ==  0  gehört,  welche  also 
sicher  in  eine  Curve  und  nicht  in  einen  Punkt  übergeht. 

Zu  der  Curve,  in  welche  sich  g){x,  y)  =  0  verwandelt,  können  wir 
folgendermassen  gelangen: 

Die  <x>^  Punkte  der  Curve  q)(x,  y)  =  0  gehen  in  (x>^  Curven  über, 
deren  allgemeine  Gleichung  man  erhält,  wenn  man  in 

P.ioo«,  f,  x„  y,)  =  0 

die  Grössen  x^,  y^  als  Parameter  auffasst,  welche  der  Gleichung: 
(pix^j  y^)  =  0  genügen.  Jeder  Punkt  der  Curve:  (p{Xy  y)  ==  0  hat  mit 
dieser  ein  Linienelement  gemein,  folglich  verwandelt  sich  die  Curve: 
g)(Xj  y)  =  0  in  eine  Curve,  welche  mit  jeder  der  c»^  Curven: 

a(xo,  if,  x„  2/0  =  0 

ein  Linienelement  gemein  hat,  kurz  sie  verwandelt  sich  in  die  Ein- 
hüllende dieser  00^  Curven.  Um  diese  Einhüllende  zu  finden,  bildet 
man  nach  bekannten  Regeln  die  Gleichungen: 

g^  ««  +  ^y,  ay  —  <J,        g^o  ax  -t-  g^„  ay  —  u, 
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in  welchen  Sl^  und  (p^  der  Kürze  wegen  für:  5^(a;",  y^,  x^,  y^)  und  q){x^,  if) 
geschrieben  sind.     Durch  FortschafFung  von  dx^  und  dif  ergiebt  sich: 

und  wenn  man  hieraus  mit  Hülfe  von:  Sl^  =  0  und  (p^  =  0  die  Para- 
meter x^j  y^  entfernt,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 
Ein  anderer  Weg  ist  dieser:  Jede  Curve  ^{x,  y,  a,  h)  =  0,  welche 
die  Curve  (p(x,  y)  =  0  herührt,  geht  hei  der  Berührungstransformation 
in  einen  FunU  x^^  a,  y^  =  h  über,  welcher  offenbar  auf  der  gesuchten 
Curve  liegt.  Man  hat  daher  nur  die  Gleichung:  ip^üj  &)  =  0  zu  bestimmen, 
welche  zwischen  a,  h  bestehen  muss,  damit  die  Curve  (p(x^  y)  ■-=  0  von 
der  Curve:  Sl{x^  y,  a,  &)  =  0  berührt  wird;  dann  ist  tl;(x^,  y^  =  0 
ohne  Weiteres  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve.  Zur  Bestimmung 
von  ip{a,b)  =  0  gelangt  man  aber  offenbar  durch  Bildung  der  Glei- 
chungen: 5i(^^  y^  a,  b)  =  0,         ^{x,  y)  =  0 

dSl(x,  y,  g,  V)  dcp{x,  y) 

dx  dx 


da{x,  y,  a,  b)  dtpjx,  y) 

dy  dy 

und  durch  nachherige  EHmination  von  x  und  y.  Das  stimmt  mit  der 
ersten  Methode. 

Wir  können  endlich  rein  analytisch  verfahren.    Unsere  Berührungs- 
transformation ist  nach  S.  8  durch  die  Gleichungen: 

dfl_  dSl 

(26)         Slix,y,x,,y,)  =  0,     y=-^,      2// =  -  || 

dy  dy, 

definirt.  Die  Linienelemente  x,  y,  y'  der  Curve  (p{Xj  y)  =  0  sind  ge- 
geben durch: 

Wünscht  man  daher  die  Linienelemente  der  transformirten  Curve  zu 
finden,  so  hat  man  nur  Xj  y  und  y'  aus  den  fünf  Gleichungen  (26) 
und  (27)  fortzuschafi'en.  Die  Gleichung  der  transformirten  Curve  selbst 
findet  man,  wenn  man  ausserdem  noch  ?//  eliminirt. 

Die  Elimination  von  y'  und  y^'  liefert  die  schon  oben  erhaltenen 
Gleichungen: 

dSl    d<p       dSl    dcp       ^ 

aus  welchen  noch  x  und  y  fortzuschafi*en  sind.  Also  führt  die  direkte 
analytische  Methode  zu  denselben  Rechnungen  wie  die  oben  durch- 
geführten Betrachtungen. 
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Um  diese  Ergebnisse  kurz  aussprechen  zu  können^  wollen  wir  eine 
Berührungstransformation,  welche  nicht  durch  Erweiterung  einer  Punkt- 
transformation entstanden  ist,  als  eine  eigentliche  Berührungstransfor- 
mation bezeichnen.     Dann  können  wir  sagen: 

Theorem  3.  Bestimmt  eine  eigentliche  Berührungstransfor- 
mation  der  Ebene  x,  y  die  Relation  ^{x,  y,  x^,  y^)  =  0  zwischen 
den  Grössen  x,  y,  x^,  y^,  so  kann  der  Zusammenhang  zwischen 
einer  Ctirve  (p{x,  y)=0  und  der  transformirten  Curve  g)i{x^,  2/i)==0 
in  den  beiden  folgenden  Weisen  definirt  werden:  Durchläuft  der 
Punkt  x  =  a,  y^=b  die  Curve  q)  =  0,  so  umhüllt  die  zugeordnete 
Curve  Sl{a,bjXi,y^)--=0  die  transformirte  Curve  qPi  ==  0;  durch- 
läuft andererseits  der  Funkt  x^  =  «j,  y-^  =  b^  die  Curve  cp^  =  0, 
so  umhüllt  die  zugeordnete  Curve  Sl(x,  y ,  %,  b^  ==  0  die  Curve 

Beispiele.  Die  Berührungstransformation,  welche  durch  die  Glei- 
chung: y  ^y^_  ^^^^Q 

definirt  ist,  führt  nach  S.  18  jeden  Punkt  x  =  a,  y  =  b  in  seine  Polare: 
y^  —  ax^  -|-  &  =  0  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt:  2y  —  x^  =  0  über; 
demnach  verwandelt  sie  augenscheinlich  jede  Curve  in  ihre  Polarcurve 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Die  einzigen  Curven,  welche  nicht  in 
Curven  sondern  in  Punkte  übergehen  sind  die  Geraden. 

Man  sieht,  dass  diese  Berührungstransformation  mit  der  Poncelet- 
schen  Transformation  durch  reciproke  Polaren  identisch  ist. 

Die  Gleichung: 

(x  —  x^)x^  +  {y  -2/1)2/1  =  0 
definirte  eine  Berührungstransformation,  welche  jede  Gerade  in  den 
Punkt  des  Lothes  verwandelte,  welches  vom  Coordinatenanfang  auf  sie 
gefällt  werden  kann.  Eine  beliebige  Curve  wird  von  dieser  Berührungs- 
transformation in  ihre  Fusspunktcurve  in  Bezug  auf  den  Coordinaten- 
anfang übergeführt;  man  sieht  das  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dass  die 
betreffende  Bildcurve  aus  allen  den  Punkten  bestehen  muss,  in  welche 
die  Tangenten  der  ursprünglichen  Curve  übergehen. 

Auch  diese  Transformation  ist  längst  betrachtet  worden. 

Die  Gleichung: 

{x  —  x,y  +  (y  -  y^y  ==  r^^ 

endlich  definirt  eine  Berührungstransformation,  welche  jede  Curve  in 
eine  Parallelcurve  überführt. 


*)  Dieser  Satz  wurde  zum  ersten  Male  aufgestellt  in  der  Abhandlung:  Over 
en  Classe  geometriske  Transformatiouer  af  Sophus  Lie,  Verhandl.  der  Ges.  d. 
W.  zu  Christiania  1871;  vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  V,  S.  149. 
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§7. 

Bestimmen  die  Gleichungen: 

^1  =  X{^y  y,  y)y       Vi  -=  Yix,  y,  y'),       y^  =  F{x,  y,  y') 
eine  Berührungstransformation^  so  besteht  eine  Identität  von  der  Form: 
(28)  dY~  FdX  =  q{x,  y,  y)  .  {dy  -  y'dx), 

oder,  was  damit  gleichbedeutend  ist,  es  bestehen  die  drei  Identitäten: 

(29) 


dx        ^  dx  ^y'> 

dY        ^dX 

dy  cy         '^' 


\dy'  dy' 

Schafft  man   aus   diesen   die  Grössen  q  und  P  fort,   so   erkennt  man, 
dass  identisch  ist: 

dy'  \dx  "T"  y  ^dy)        dy'  Kdx'^y    dy)  —  ^' 
Mit  der  Benutzung  der  gebräuchlichen  Abkürzung: 

dF  (d^    .      rd^\        d^  idF    ,      rdF\        r^,^-, 

dV  \Jx  +  y  Jy)-  W  Kd^  +  2/  ^j  =  [^  ^] 

können  wir  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  8.     Bestimmen  die  Gleichungen: 

^1  =  ^(^;  2/;  y'),        2/i  =  Y{x,  y,  y),       yl  =  F(x,  y,  y') 
eine  Berührungsformation  j  so  besteht  zwischen  den  Functionen  X  und  Y 
die  Identität:  [X  J]  eee  0. 

Es  seien  andererseits  zwei  unabhängige  Functionen  X  und  T 
vorgelegt,  welche  in  der  Beziehung  [X  Y]  ee  0  stehen.  Dann  sind  die 
Gleichungen  (29)  offenbar  mit  einander  verträglich;  sie  bestimmen 
überdies  q  und  F  in  eindeutiger  Weise. 

In  der  That  durch  Fortschaffung  von  q  ergeben  sich  aus  (29)  die 
beiden  mit  einander  verträglichen  Gleichungen: 

— -1-«'^— pf— 4-    '^'1  =  0 

g^  T"  j    ^y  \dx     *    ^    dyJ 

dy  cy 

Diese  würden  jedenfalls  nur  dann  die  Grösse  P  nicht  bestimmen,  wenn 
die  beiden  Ausdrücke: 

dX    d_X  ,dX 

dy'^   dx     '~  y    dy 

identisch   verschwänden,   wenn  also  X  von   allen   drei  Veränderlichen 
Xy  y,  y'  frei  wäre;   das  aber  ist  ausgeschlossen.     Demnach  ist  P  ein- 
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deutig  bestimmt;  eine  analoge  Betrachtung  zeigt,  dass  P  nicht  iden- 
tisch verschwindet.     Die  Grösse  q  ist  eindeutig  bestimmt  durch 

dy  dx        ^ 

und  offenbar  kann  q  nicht  identisch  verschwinden;  denn  aus: 

dx  dx         dy  cy        dy'  dy' 

würde  in  der  bekannten  Weise  (vgl.  S.  6)  folgen,  dass  X  und  Y  nicht 
von  einander  unabhängig  wären. 

Sind  P  und  q  so  bestimmt,  dass  die  Gleichungen  (29)  zu  Identi- 
täten werden,  so  ist  auch  die  Gleichung: 

clY  —  FdX  =Q{dy  —  ydx) 
identisch  befriedigt  und  die  Gleichungen: 

x^  =  X(x,  y,  y),       2/i  =  'Y{x,  y,  y'),       y^  =  P{x,  y,  y') 

stellen  daher  eine  Berührungstransformation  dar,  wenn  nur  die  drei 
Functionen  X,  Y,  P  von  einander  unabhängig  sind.  Das  sind  sie  aber; 
wäre  nämlich  P==5i(XF),   so   Hesse  sich  dY —  FdX  auf  die  Form 

V(XY)dU{XY)    bringen;    es    wäre    also    dy  —  ydx=-dU,wsiS 

nicht  der  Fall  ist. 

Damit  haben  wir  das 

Theorem  4.  Stehen  zwei  von  einander  unabhängige  Functionen 
Xund  Y  der  Veränderlichen  x,y,  y'  in  der  Beziehung:  [XY]^0, 
so  ist  es  immer,  aber  nur  in  einer  einzigen  Weise  möglich^  eine 
solche  Function  F  von  x^  y,  y'  anzugehen,  dass  die  Gleichungen: 

^1  =  ^(^;  y,  y')^     yi  =  ^(^;  y,  yl>     yi  =  p(^^  y^  y) 

eine  Berührungstransformation  der  Ebene  xy  darstellen.  Ist 
andererseits  eine  Berührungstransformation  durch  die  Glei- 
chungen: x^  =  X,  2/i  =  ^1  yi  =  ^  bestimmt^  so  ist   [XFJ^^O.*) 

Betrachtet  man  zwei  beliebige  Gleichungen: 
(30)  x^  =  Ä{x,  y,  y),         y^  ==  B(x,  y,  y'), 

indem  man  unter  A  und  B  unabhängige  Functionen  ihrer  Argumente  ver- 
steht, so  erkennt  man  leicht,  dass  dieselben  jeder  Curve:  y  —  f{3c)  =  0  der 
Ebene  in  gewissem  Sinne  eine  andere  Curve  dieser  Ebene  zuordnen.  In 
der  That,  jedem  Linienelement  ic,  «/,  y'  der  Curve  y  —  f(x)  ==  0  entspricht 
vermöge  der  Gleichungen  (30)  ein  gewisser  Punkt  oci,  y^-  die  Punkte,  welche 


*)  Lie,  Kurzes  Resume  mehrerer  neuen  Theorien,  Verh.  d.  Ges.  d.W.  zu  Chri- 
stiania,  April  1871  und  Zur  analytischen  Theorie  der  Berührungstransformationen, 
dieselben  Verhandlungen,  Juni  1873. 
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auf  diese  Weise  den  oo*  Linienelementen  unserer  Curve  entsprechen,  bilden 
im  Allgemeinen  eine  Curve,  welche  der  Curve:  y  —  f{x)  =  0  durch  die 
Gleichungen   (30)  zugeordnet  ist. 

Wenn  die  von  einander  unabhängigen  Functionen  Ä  und  B  insbesondere 
in  der  Beziehung  [ÄB\nEO  stehen,  so  giebt  es  nach  Theorem  4  stets  eine 
und  nur  eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt: 

^1  =  ^(^:  2/,  /y'),        2/i  =  ^(^',  ^,  y'),       Vi  =  C(x,  y,  y'). 
Es  leuchtet  ein,  dass  diese  Berührungstransformation  die  Curve:  y  —  f{pc)  =  0 
gerade  in  die  Curve  überführt,    welche   ihr   nach    dem  Vorstehenden   schon 
durch  die  beiden  Gleichungen  (30)  zugeordnet  ist. 

Wir  kehren  zu  dem  Falle  zurück,  dass  die  Gleichungen  (30)  ganz  be- 
liebig sind  und  wollen  zunächst  angeben,  in  welcher  Weise  man  zu  einer 
vorgelegten  Curve:  y  —  f{x)  =  0  die  von  den  Gleichungen  (30)  zugeordnete 
Curve  findet. 

Die  Oü*  Linienelemente  der  Curve:  y  —  f{x)  =  0  werden  nach  S.  12 
durch  die  Gleichungen: 

y-^f{x)  =  0,  y'-f\x)  =  0 

dargestellt.     Der  Ort  der  oo^  Punkte  iCj,  «/i,   welche  vermöge  (30)  diesen 
oo^  Linienelementen  entsprechen,  ist  die  gesuchte  Curve;  die  Gleichung  dieser 
Curve  erhalten  wir  daher,  wenn  wir  x  aus  den  beiden  Gleichungen: 
(31)  X,  =  A{x,  f{a),  f\x)),         y,  =  B{x,  f{x),  f\x)) 

fortschaffen.  Im  Allgemeinen  wird  sich  die  betreffende  Gleichung  auf  die 
Form:  y^  —  f^(x^)  =  0  bringen  lassen. 

Jedem  Werthe  von  x  entspricht  in  Folge  der  Gleichungen  (31)  ein  ge- 
wisser Punkt  der  Curve:  y-^  —  /i(%)  =  0.  In  diesem  Punkte  hat  der  Diffe- 
rentialquotient: 

den  Werth: 

dB^         ^^_X_    rdB  „  dB^ 

f^9^  0.  ^—'^^    —    a^  "^  ^    dy  "^  ^     dy' 

dx  'dx  ~^  ^^    ^2/  dy' 

wo  y"  für  -j—  geschrieben  ist  und  wo  man  sich  rechter  Hand  die  Sub- 
stitution: 

y  =  f(x),       y'  =  f{^).       y"  =  f{^) 

ausgeführt  zu  denken  hat. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  ?//  im  Allgemeinen  keine  Function  von  ic,  ?/,  y' 
allein  ist,  sondern  dass  es  auch  von  der  Grösse  y"  abhängt.  Geometrisch 
betrachtet  kommt  das  darauf  hinaus:  wenn  zwei  Curven:  y  —  f(pc)  =  0  und 
y  —  9^(^)  =  0  sich  in  einem  gemeinsamen  Punkte  x^  y  berühren,  wenn  sie 
also  ein  Linienelement  x^  y^  y'  gemein  haben,  so  haben  die  beiden  Curven: 
y^  —  fiix-^  =  0  und  y^  —  9^i(^i)  =  0?  welche  ihnen  vermöge  (30)  ent- 
sprechen, zwar  den  Punkt: 

x^  =  .4(5,  y,  y'),       y^  =  B{x,  y,  y) 
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gemein,  aber  sie  haben  in  diesem  Punkte  im  Allgemeinen  verschiedene 
Tangenten.  Nur  dann,  wenn  die  beiden  Curven:  y  —  f{x)^=0^  ?/  — 9)(:r)  =  0 
sich  im  Punkte:  i,  y  osculiren,  ist  es  von  vornherein  sicher,  dass  die  entspre- 
chenden Curven:  y^  —  fii^i)  =  0,  y^~  g^ife)  =  0  einander  im  Punkte: 
^n  Vi   berühren. 

Wie  müssen  nun  die  Functionen  A  und  B  beschaffen  sein,  damit  die 
Gleichungen : 

(30)  x^  =  A{x,  y,  y),         y^  =  B(x,  y,  y') 

zwei  solchen  Curven,  die  sich  einfach  berühren,  jedenfalls  im  Allgemeinen 
zwei  sich  berührende  Curven  zuordnen?  anders  ausgesprochen;  unter  welchen 
Umständen  wird  der  Ausdruck  (31)  für  y^  eine  Function  von  o?,  ^,  y'  allein 
und  von  y"  frei?  Nothwendig  und  hinreichend  ist  offenbar,  dass  A  und  B 
der  Gleichung: 

dB_  ,dB  dB^ 

dx  ~^  ^    dy    _   dy' 

dx  ~^  ^    dy  dy' 

oder  der  äquivalenten: 

identisch  genügen.  Also  tritt  der  betreffende  Fall  dann  und  nur  dann  ein, 
wenn  die  Gleichungen  (30)  sich  durch  Hinzufügung  einer  Gleichung  von 
der  Form: 

2//=  C{x,  y,  y') 

zu  einer  Berühruugstransformation  vervollständigen  lassen.     ^ 

Dieses  Ergebniss  sprechen  wir  aus,  wie  folgt: 

Satz  9.    Sind  A  und  B  unabhängige  Functionen  von  x^  y^  y\  so  ordnen 
die  Gleichungen: 

(30)  X,  =  A{x,  y,  y),         y^  =  B(x,  y,  y') 

den  oo^  Linienelementen  einer  Curve  im  Allgemeinen  oo^  PunUe  x^^  y^  zu, 
welche  eine  neue  Curve  bilden  und  es  entspricht  auf  diese  Weise  jeder  Curve 
der  Ebene  eine  neue  Curve.  Berühren  sich  zwei  gegebene  Curven,  so  berühren 
sich  die  beiden  ihnen  entsprechenden  Curven  im  Allgemeinen  nicht;  sie  be- 
rühren sich  dann  und  nur  dann  immer,  wenn  der  Ausdruck  [AB]  identisch 
verschwindet;  in  diesem  Falle  werden  alle  Curven  der  Ebene  in  die  ihnen  ver- 
möge (30)  zugeordneten  durch   eine  Berührungstransformation  übergeführt. 

Zwischen   den   Functionen   X,    Y  und   P  einer  Berührungstrans- 
formation : 

(33)     X,  =  X{x,  y,  y'),     y,  =  Y{x,  y,  y),     y,'  =  P(x,  y,  y) 

der   Ebene   xy   besteht   ausser   der  Identität:    [X,  FJ  =  0    noch   eine 
andere  ähnliche  Identität,  die  wir  leicht  finden  können. 
Pa  (33)  eine  Berührungstransformation  ist,  so  gilt: 
dY—  PdX=Q(x,  y,  y)  •  {dy  —  ydx). 
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NuD  aber  ist  identiscli: 

dY--FdX^d{Y—FX)-{-XdF 
also  gilt  zugleich: 

d{Y—  FX)  +  XdF^Q{x,  y,  y)  •  {dy  —  y'dx), 

das  lieisst  es  müssen  auch  die  Gleichungen: 

x,^-F,        y,==Y-FX,        y;  =  X 

eine  Berührungstransformation   der  Ebene   xy  darstellen.     Nach   dem 

obigen  Satze  8,  S.  26  ist  daher  auch: 

(34)  [F,Y-FX]=0. 

Ein  paar  Anwendungen  werden  die  Fruchtbarkeit  dieser  Bemerkung 
erkennen  lassen. 

Man  kann  nach  allen  Berührungstransformationen  fragen,  welche  die 
Sichtung  eines  jeden  Elements  ungeändert  lassen. 

Die  betreffenden  Transformationen  haben  offenbar  die  Form: 

x^  =  X{x,  y,  y),        y^  =  Y{x,  y,  y),        y^  =  y. 

Aus  der  Identität  (34)  folgt  nun,  dass  Y  —  FX  der  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

vm  =  wn  ==  0 

in  den  drei  Veränderlichen  x,  ?/,  y'  genügt;  da  aber  von  dieser  Differential- 
gleichung zwei  unabhängige  Lösungen  bekannt  sind,  nämhch:  y'  und  y  —  xy\ 
so  haben  wir: 

*    Y^FX  =  y^  —  y;x^  =  Sl{:y\y  —  xy). 

Setzen  wir  diesen  Werth  zusammen  mit  F  =  y'  in  die  Gleichung: 

d(Y-FX)  +  XdF=Q{dy  -ydx) 
ein,  so  bekommen  wir  durch  Nullsetzen  des  Faktors  von  dy  : 

X  =  ~-^,9.{y\,  y-xy). 
Demnach  haben  die  gesuchten  Transformationen  die  Gestalt: 

(35) 


%  =  —  jy'  ^{y\  y  —  ^y)^      yl  =  2/', 

y^  =  Sl{y\  y-xy)-y'  'j^,Sl{ij\  y-xy). 


y 

Hier  ist  die  Function  ß  vollkommen  willkürlich,  denn  vermöge  der  Gleichungen 
(35)  wird: 

dy^  —  y^dx^  =  -j-{dy  —  y'dx), 

welche  Function  seiner  Argumente  auch  das  Sl  sein  mag. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  findet  man  alle  Berührungstransformationen, 
welche  parallele  Linienelemente  in  parallele  überführen»  Ihre  allgemeine 
Form  ist: 


P^'Ajin.      tt^t^^^x^      Jk/^.A^ 


^  oj  ^  tka^  '  3  'w^'^LaA^   -u/C^  *fiiUv,' 
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^Hy\  y  —  ^y') 
y.  -  ^(y\  y  -  xy')  -  ^ .  ^si{y,  y  -  ^/), 

wo  F{y')  und  ^(^y\y  —  xy')  beliebige  Functionen  ihrer  Argumente  bedeuten. 

§  8. 

Die  im  Vorangehenden  entwickelte  Theorie  der  Berührungstrans- 
formationen einer  Ebene  ist  von  Bedeutung  für  die  Theorie  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  in  zwei  Veränderlichen. 

Zunächst  veranlasst  die  Einführung  der  Begriffe  Linienelement  und 
Element-i^fj  zu  einer  Verallgemeinerung  des  Problems  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

^v{^,  y^  yl  =  0 

zu  integriren.  Wir  können  nämlich  diese  Aufgabe  offenbar  durch  die 
folgende  etwas  allgemeinere  ersetzen:  es  sollen  alle  Element- M^^  gefunden 
werden,  deren  Linienelemente  x,  y^  y  die  Gleichung  W{x,  y,  y)  =  0 
befriedigen.  *) 

Für  diese  Auffassung  sind  nicht  blos  Curven  als  Lösungen  der 
Differentialgleichung  W=  0  zulässig;  es  gilt  vielmehr  auch  jeder  Punkt, 
dessen  Linienelemente  die  Gleichung:  W=  0  erfüllen,  als  eine  Lösung 
derselben. 

Ferner  sieht  man  leicht  ein,  dass  jede  bekannte  Berührungstrans- 
formation eine  unbegränzte  Anzahl  von  unmittelbar  integrabeln  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ordnung  aufzustellen  erlaubt. 

Eine  Berührungstransformation  ist  bestimmt  durch  zwei  unab- 
hängige Functionen:  X{x,  y,  y)  und  Y(x,y,y'),  welche  in  der 
Beziehung:  [X,  Y]  =  0  stehen.  Es  ist  nun  klar,  dass  die  Gleichungen: 
X  =  a,  Y=b  diejenigen  Linienelemente  x^  y,  y  definiren,  welche 
von  der  betreffenden  Berührungstransformation  in  Linienelemente  des 
Punktes:  x^  =  a,  ^i  ==  &  übergeführt  werden;  diese  Linienelemente 
bilden  natürlich  eine  Element -Jf^,  folglich  haben  wir  zunächst  den 

Satz  10.  Sind  X  und  Y  solche  unabhängige  Functionen  von  x,  y,  y\ 
welche  in  der  Besiehung:  [XY]=0  stehen,  so  stellen  die  beiden  Gleichungen: 
X  =  a,  Y=b  für  jedes  Werthsystem  a^  b  die  Linienelemente  einer 
Element' M^  dar. 


*)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  October  1872;   vgl.  auch  die  Verhandlungen 
der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1871  und  1874,  sowie  Math.  Ann.  Bd.  V  und  IX. 
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Es  sei  jetzt  irgend  eine  Differentialgleichung  vorgelegt,  welche  die 
Form:    Y —  Sl{X)  =  0    besitzt.     Dann  ist  offenbar  auch: 

[^-^^(X),  X]E-0; 

also  stellen  die  Gleichungen: 

Y—^{X)  =  0,  X  =  a 
für  jeden  Werth  von  a  eine  Element -_Mi  dar  und  zwar  eine,  deren 
Linienelemente  die  Gleichung  Y—  ^{X)  =  0  befriedigen.  Eliminiren 
wir  daher  aus  den  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen  die  Grösse  y\ 
so  erhalten  wir  eine  Gleichung  zwischen  x,  y  und  a,  welche  für  jeden 
Werth  der  willkürlichen  Constanten  a  eine  Integralcurve  der  Differential- 
gleichung: Y—U{X)  =  0  darstellt,  wir  erhalten  oo^  Integralcurven 
dieser  Differentialgleichung  und  damit  eine  vollständige  Lösung. 

Selbstverständlich  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  X  und  also  auch 
Y  die  Grösse  y'  enthält,  dass  also  die  Berührungstransformation: 

dY 

^1  =  ^;         Vi  =  ^'         2/i  ==  yx 

cy' 
nicht  blos  eine  erweiterte  Punkttransformation  ist.    Mit  Rücksicht  auf 
diese  Voraussetzung  können  wir  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  IL  Stehen  die  Functionen  X(x,  y,  y)  und  Y{Xj  y,  y'\  welche 
beide  y  wirklich  enthalten,  in  der  Beziehung:  [X,  r]=0,  so  ist  jede  Dif- 
ferentialgleichung von  der  Form:  F— 5^(X)  =  0  ohne  Weiteres  integrabel; 
ihre  vollständige  Lösung  wird  erhalten,  wenn  man  y'   aus  den   leiden 

Gleichungen: 

Y_5^(X)  =  0,         X  =  a 

fortschafft  und  a  als  Integrationsconstante  betrachtet. 

Der  vorstehende  Satz  hat  einen  sehr  einfachen  Sinn:  Bei  Aus- 
führung der  Berührungstransformation: 

(36)  X,  =  X,       y,=  r,       y{  =  -/^ 

dy' 

geht  die  Differentialgleichung:  F—  5i(X)  =  0  über  in  die  von  «// 
freie  Differentialgleichung:  y^  —  ^{x^)  =- 0-,  diese  letztere  definirt 
die  Schaar  der  oo^  Linienelemente,  deren  Punkte  auf  der  Curve: 
i/i  —  Sl{x^  =  0  liegen;  es  ist  daher  ohne  Weiteres  möglich  oo^  Ele- 
ment-iWi  anzugeben,  welche  der  Gleichung:  y^  —  Sl{x^)  =  0  genügen: 
jeder  Punkt  der  Curve:  2/1  —  Sl{xj)  =  0  ist  eben  eine  solche  Element- Mj. 
Indem  man  nun  die  oo^  Curven  aufsucht,  welche  bei  der  Berührungs- 
transformation  (36)    in    die    oo'   Punkte    der   Curve:    2/i  — '^(^i)  ==  ^ 
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übergehen,  findet  man  die  im  Satze  angegebenen  (x>^  Integralcurven 
der  Differentialgleichung:   Y —  Sl(X)  =  0. 

Das  Prohlem  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung:  W(Xjy,y)=0 
zu  integriren,  lässt  sich  daher  dadurch  erledigen,  dass  man  eine  Berührungs- 
transformation aufsucht j  welche  die  Gleichung:  W(x^  y^  y)  =  0  auf  die 
Form:  w(x^,  y^==0  oder,  ivenn  man  will,  auf  die  Form:  2/1  =  0  bringt 

§  9. 
Endlich    noch    eine    Anwendung    der   Berührungstransformationen 
auf  die    gewöhnlichen    Differentialgleichungen    zweiter   Ordnung   in   x 
und  y. 

Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 
y"=ti(x,  y,  y) 
hat  00^  Integralcurven: 

U{x,  y,  a,  h)  ==  0. 

Nun  wissen  wir  nach  S.  19,  Satz  6,  dass  die  Gleichung: 

U{x,  y,  x„  y,)  =-0 

eine  gewisse  Berührungstransformation  der  Ebene  xy  definirt,  welche 
durch  Auflösung  der  Gleichungen: 

/orT\    7-7/  \       A       cU    .      ,dU        ,-,        du    ,       ,  du        ^ 

(37)    TJ{x,  y,  x„  y,)  =0,     —  +  y.^  =  i),      ,  ^.  +  y,  ^  =  0 

nach  X,  y^,  yl  erhalten  wird.  Diese  Berührungstransformation  führt 
die  Curve:  JJix,  y,  a,  h)  ==0  mit  den  Parametern  a,  h  in  den  Punkt: 
^1  =  et,  Vi  =  ^    über.     Also  sehen  wir: 

Zu  jeder  gewöhnlichen  Differentialgleichung  giveiter  Ordnung: 
y"  =u(^x,  y,  y) 
lässt  sich  eine  Berührungstransformation  angeben,  welche  die  oo^  Integral- 
curven  dieser  Differentialgleichung   in   die  c»^  Punlde   der   Ebene  x,  y 
überführt. 

Aus  den  Entwickelungen  auf  S.  19  f.  geht  übrigens  hervor,  dass  es 
ausser  der  Berührungstransformation  (37)  noch  unbegränzt  viele  leicht 
angebbare  Berührungstransformationen  giebt,  welche  diese  üeberführung 
leisten. 

Ist  nun  eine  beliebige  andere  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
vorgelegt,  etwa: 

y'^  ^^{x,  y,  y') 

mit  den  oo^  Integralcurven: 

y{x,  y,  a,  b)  =  0, 

so  können  wir  sofort  eine  Berührungstransformation   angeben,    welche 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    II.  ,3 
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die  Punkte  der  Ebene  in  die  Integralcurven  von  y'  =  v(x^  y,  y)  über- 
führt, wir  finden  dieselbe,  wenn  wir  die  Gleichungen: 

(38)  F(^„  y,,  X,,  2/0  =  0,    g  +  y^  g  =  0,     ^^  +  ?//  H  =  0 

nach  x<^j  y^^  y^    auflösen. 

Wir  haben  jetzt  zwei  Berührungstransformationen,  von  denen  die 
erste  die  Integralcurven  der  Gleichung:  y"  =  u{Xj  y,  y)  in  die  Punkte 
der  Ebene  überführt,  während  die  zweite  die  Punkte  der  Ebene  in  die 
Integralcurven  von:  y"  =  v(Xj  y,  y')  verwandelt.  Wenden  wir  diese 
beiden  Berührungstransformationen  nach  einander  an,  so  erhalten  wir 
nach  S.  11  wieder  eine  Berührungstransformation  und  zwar  offenbar 
eine,  welche  die  Integralcurven  von:  y"  =  u{Xj  «/,  y')  in  die  Integral- 
curven von:  y"  =  v{x,  y,  y')  überführt.  Da  aber  jede  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  durch  ihre  oo^  Integralcurven  vollständig 
definirt  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  so  gefundene  Berührungstrans- 
formation zugleich  die  Differentialgleichung:  t/' =  u(x,  y,  y)  in  die 
Gleichung:  y"==v{x,  y,  y)  verwandelt.  Hier  kann  noch  die  Be- 
rührungstransformation (37)  durch  jede  andere  Berührungstransfor- 
mation ersetzt  werden,  welche  die  Integralcurven  der  Differential- 
gleichung:   ij"  ==  u{x,  y,  y')    in  die  Punkte  der  Ebene  überführt. 

Die  Gleichungen  der  besprochenen  Berührungstrausformation^ 
welche  die  Differentialgleichung:  y"  ==u{x,y,y')  in  die:  y"  =  v{x,y,y') 
überführt,  ergeben  sich  natürlich,  wenn  man  x^,  ^/i?  Vi  ^^^  (^'^)  ^^^ 
(38)  eliminirt  und  die  erhaltenen  Gleichungen  nach  x^,  y^^  ?//  auflöst. 

Da  die  beiden  Differentialgleichungen:  y"  = '^{pc ,  y ^  y')  und 
y"  =  v{x,  y,  y')  vollständig  beliebig  sind,  so  haben  wir  das  folgende 
wichtige 

Theorem  5.  Jede  gewöhnliehe  Differentialgleichung  meiter  Ordnung: 
y"  ^  fp(^x,  y,  y)  =  0  der  Ebene  lässt  sich  durch  eine  Berührungs- 
transformation in  jede  andere  derartige  Gleichung  über  führen;  es  giebt 
sogar  unbegrän^t  viele  Berührungstransformationen,  welche  diese  lieber- 
führung  leisten'-^). 


*)  Vgl.  Lie,  Gott.  Nachr.  1874,  S.  538  —  539,  sowie  auch  Okt.  1872.  Nach 
den  Entwickelungen  des  Textes,  die  mit  den  soeben  citirten  Noten  im  Einklänge 
stehen,  ist  eine  Behauptung  abzuändern,  welche  in  Clehsch's  Vorlesungen  über 
Geometrie,  bearbeitet  und  herausgegeben  von  Lindemann  1876  auf  S.  1029  in  der 
Anmerkung  aufgestellt  ist.  Bei  dieser  Gelegenheit  mag  daran  erinnert  werden, 
dass  die  Ausführungen  über  Berührungstransformationen,  welche  dieses  in  vieler 
Beziehung  vortreffhche  Werk  bringt,  nicht  von  Clebsch  herrühren,  sondern  erst 
mehrere  Jahre  nach  dessen  Tod  mit  Benutzung  der  inzwischen  entstandenen 
Literatur  abgefasst  sind.  Obgleich  der  verdiente  Bearbeiter  die  Sachlage  im 
Wesentlichen  richtig  dargestellt  hat,  sind  doch  durch  den  nicht  zutreffenden  Titel 
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Hierin  liegt,  dass  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  keine  Eigenschaft  besitzt,  welche  sich  allen  Berührungstrans- 
formationen gegenüber  invariant  verhält.  Dagegen  hat  jede  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  dritter  Ordnung:  if"  —  w{Xy  y,  y',  y")  ==  0 
und  auch  jede  von,  höherer  Ordnung  derartige  Eigenschaften. 


Kapitel   2. 

Einige  Definitionen  und  allgemeine  Sätze. 

Wir  stellen  in  diesem  Kapitel  einige  Definitionen  zusammeu,  von 
welchen  in  den  nachfolgenden  Untersuchungen  vielfach  Gebrauch 
gemacht  wird.  Dazu  kommen,  ohne  Beweis,  einige  bekannte  Sätze, 
welche  in  der  Lehre  von  den  Differentialgfleichuno-en  häufic^  Anwendung 

CD  CD  CD  O 

finden  und  welche  auch  im  Folgenden  fortwährend  benutzt  werden. 


§  10. 
Wenn  wir  ein  Gleich ungensystem : 

(1)  ^i(^i  •  •  •  Xn)  =  0,  •  •  •  ^q{x,  •  •  •  X,;)  =  0 

zwischen  gewissen  Veränderlichen  x^  •  -  ■  Xn  betrachten,  setzen  wir  wie 
im  ersten  Abschnitt  (vgl.  daselbst  S.  108)  jederzeit  voraus,  dass  die 
q- reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


(2) 


dx^ 


nicht  alle  vermöge  des  Gleichungensystems  (1)  verschwinden.  Genügt  ein 
Gleichungensystem  dieser  Forderung,  so  enthält  es  gerade  q  von  ein- 
ander unabhängige  Gleichungen;  wir  bezeichnen  es  daher  auch  wohl 
kurz  als  q-gliedrig.  Gleichungensysteme,  welche  unsrer  Forderung  nicht 
genügen,  schliessen  wir  im  Allgemeinen  von  der  Untersuchung  aus. 
Es  möge  zum  Beispiel  die  Determinante: 


1 


3:  dx. 


d  x^ 


nicht  vermöge  (1)  verschwinden.  Dann  können  die  Differentialgleichungen : 

des  Werkes  mehrfache  Missverständnisse  hervorgerufen  worden.  Insbesondere  ist 
es  unrichtig,  wenn  einige  Verfasser  Clebsch  den  wichtigen  Begriff  Element-Mannig- 
faltigkeit zuschreiben  (vgl.  S.  14,  die  Anmerkung). 

3* 
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nach  dx^  •  •  •  dXq  aufgelöst  werden,  und  die  Coefficienten  in  diesen  Auf- 
lösungen verhalten  sich  für  die  Werthsysteme  x-^^  •  •  -  Xn  von  (1)  im 
Allgemeinen  regulär.  Daraus  aber  folgt  bekanntlich,  dass  sich  die 
endlichen  Gleichungen  (1)  nach  den  Veränderlichen  x^  •  •  •  Xq  auflösen 
lassen.     Ist: 

diese  Auflösung,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

0,{q),  •  •  •  q)„  ic,+i  •  •  •  X,:)  =  0,  •  .  •  <P,((3Pj  •  •  •  g)„  a;,+i  •  •  •  ä^„)  =  0 

identisch  für  alle  Werthe  von  rzj^+i  •  •  •  a;„. 
Wird  ein  Gleichungensystem: 

von  allen  Werthsystemen  x^  ■  •  -  Xn  befriedigt,  welche  dem  g-güedrigen 
Gleichungensysteme  ^i  =  0,  ■  ■  -  Q,^  =  0  genügen,  so  sagen  wir,  dass 
es  vermöge  dieses  letzteren  Gleichungensystems  besteht  oder  auch  dass 
es  eine  Folge  desselben  ist. 

Zwei  g-gliedrige  Gleichungensysteme:  C^^  =  0,  •  •  •  ^^  =  0  und 
?ffi  =  0,  ••■'^Fq  =  0  heissen  äquivalent,  wenn  jedes  Werthsystem 
x^-  ■  ■  Xn,  welches  dem  einen  genügt,  auch  das  andere  befriedigt,  wenn 
also  jedes  der  beiden  Gleichungensysteme  eine  Folge  des  andern  ist. 
Zur  Aequivalenz  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  eine  Auflösung: 
x^  =  (p^^  ...Xq=(pq  des  ersten  Gleichungensystems  das  zweite  identisch 
befriedigt;  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  befriedigt  überhaupt  jede 
Auflösung  eines  jeden  der  beiden  Systeme  auch  das  andere  identisch; 
man  kann  daher  von  zwei  äquivalenten  Gleichungensystemen  das  eine 
durch  das  andere  ersetzen. 

Genügt  ein  vorgelegtes  Gleichungensystem: 

(1)  0,(X,  ■  ■  •  Xn)  =  0,    .  •   •     0q(x,  ■  •  .  Xn)   =  0 

in  den  w Veränderlichen  x^---Xn  der  Forderung,  dass  nicht  alle  g- reihigen 
Determinanten  der  zugehörigen  Matrix  (2)  vermöge  desselben  verschwin- 
den sollen,  so  ist  auch  das  erweiterte  Gleichungensystem: 

^iK  -'■Xn)  =  0,    •  •  •     0q{x,  •  •  •  X,:)  =  0 
1  *  1 

in  den  2  »^  Veränderlichen  x^  ■  -  ■  Xn,  dx^-  -  ■  dXn  so  beschaffen,  dass  ver- 
möge desselben  nicht  alle  2g -reihigen  Determinanten  der  zugehörigen 
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Matrix  verschwinden;  unter  diesen  2g' -reihigen  Determinanten  befinden 
sich  ja  die  Quadrate  der  g- reihigen  Determinanten  der  Matrix  (2). 

Sind  die  beiden  Gleichungensysteme :  ^^  =  0,  •••02==öund  'jP\  =  0, 
.  • .  ff^  =  0  in  den  Veränderlichen  x^-'-Xn  äquivalent,  so  sind  auch  die 
erweiterten  Gleichungensysteme : 

(3)  O,  =  0,  .  •  .  a>,  =  0,  ^^Uclx,  =  0,   • .  •  ^j^dx,  =  0 
und: 

(3-)    '1^  =  0,  .  . .  'F,=  0,  ^'j^dx,  =  0,   •  •  •  ^g^rf*,  =  0 

1  '  1  * 

m  c?m  2 n  Veränderlichen:  x^  •  ■  •  Xn,  dx^  •  •  •  dxn  mit  einander  äquivalent; 
mit  andern  Worten:  unter  der  gemachten  Voraussetzung  lef riedigt  jedes 
Werthsystem:  x^-  •  •  Xn,  dx^  -  •  ■  dXnj  welches  (3)  erfüllt  auch  (3')  und 
umgekehrt. 

Wird  daher  das  Gleichungensystem  (3)  nach  Ausführung  der 
Substitution: 

(4)  dx^  =  ^^{x^  ■  ■  '  Xn)  •  dt,  •  •  •  dXn  =  ^«(^1  •  •  •  Xn)  '  dt 

von  allen  Werthsystemen  x^  -  ■  •  Xn  befriedigt,  welche  die  Gleichungen: 
0^  =  0,  ■0q  =  O  erfüllen,  so  wird  das  Gleichungensystem  (3')  seiner- 
seits nach  Ausführung  der  Substitution  (4)  von  allen  Werthsystemen 
x^-'  •  Xn  befriedigt,  welche  ^^  =  0,  •  •  •  «F^  =  0  erfüllen.  Das  können 
wir  auch  so  ausdrücken: 

Satz  1.  Si7id  die  beiden  q-gliedrigen  Gleichungensijsteme:  ^^  =  0, 
.  .  .  0^  ==  0  und:  W^  =  0,  .  •  .  ff^  =  0  in  den  Veränderlichen  x^-  •  •  Xn 
mit  einander  äquivalent  und  bestehen  die  q  Gleichungen: 

n 

sämmtlich  vermöge:  ^^=^0,  • 

1 
sämmtlich  vermöge:  "^F^  =  0. 

Von  diesem  selbstverständlichen  Satze  werden  wir  im  Folgenden 
wichtige  Anwendungen  machen,  doch  wollen  wir  zu  grösserer  Bequem- 
lichkeit den  Satz  noch  in  eine  andere  Form  kleiden.  Dazu  gelangen 
wir  durch  Einführung   des  Ausdrucks:  „infinitesimale  Transformation^'. 

Wir  sagen  (ebenso  wie  im  ersten  Abschnitt  S.  53  ff.),  dass  n Glei- 
chungen von  der  Form: 

dx^  ==  §i(^i  '  •  '  Xn)  '  dt,    •  •  •  dXn  =  ln{0C^  '  •  '  Xn)  '  dt, 


=  0 

(X  =  1 . 

••5) 

•^.  =  0, 

60  bestehen  auch  die  q 

Gleichungen: 

=  0 

(x^l. 

•.q) 

•  •  •  'i\  = 

=  0. 
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in  denen  dt  irgend  eine  unendlich  Meine  Grösse  bezeichnet^  eine  infinitesi- 
male Transformation  der  Veränderlichen  x^--  -  Xn  lestimmen. 

Wir  machen  dabei  ausdrücklich  darauf  aufmerksam,  dass  wir  in 
dieser  ersten  Abtheilung  des  vorliegenden  Abschnitts  den  ÄusdrncJc 
„infinitesimale  Transformation"  nur  zur  Abkürzung  der  Sprache  benutzen. 
Der  Zusammenhang  des  Begriffes  ,, infinitesimale  Transformation'^  mit 
dem  im  ersten  Abschnitte  eingeführten  Begriffe  der  eingliedrigen  Gruppe 
wird  erst  in  der  dritten  Abtheilung  dieses  Abschnitts  als  bekannt  vor- 
ausgesetzt. 

Ferner  sagen  wir  (in  Uebereinstimmung  mit  dem  ersten  Abschnitt): 
Das  q-gliedrige  Gleichungensystem: 

^lix^  "  •  Xn)  =0,  •  ■  •  S\{x^  .  . .  :r„)  ==  0 
gestattet  die  infinitesimale  Transformation: 

dx^  =   ^l(^l  •  •  •  Xn)  .  dt,    '  '  '  dXn  =  in(Xi  •  •  ■  X„)  .  dt, 

wenn  es  so  beschaffest  ist,  dass  die  q  Gleichungen 

^l(^l  •  •      ^n)j^  -\ h   in(x,  .  .  .  Xn)j^  =  0 

sämmtlich  vermöge:  Sl^  =  0,  •••i^^==0  bestehen.  Für  gestatten  brauchen 
wir  auch  wohl  das  Wort:  zidassen. 

Bei  Benutzung  dieser  Ausdrucksweisen  lässt  sich  der  oben  an- 
gegebene Satz  folgendermassen  aussprechen: 

Satz  2.  Gestattet  ein  q-gliedriges  Gleichungensystem:  5i^  =  0, 
'  '  '  Slq  =  0  in  den  Veränderlichen  x^-  -  -  Xn  die  infinitesimale  Trans- 
formation: 

dx^  =  ll(^l  -  ■  '  Xn)  .dt,    "  '  dXn  =  i>n{x^  "  '  X^  .  dt, 

so  gestattet  auch  jedes  äquivalente  Gleichungensystem:  0^  =  0,  ...0,^  =  0 
diese  infinitesimale  Transformation. 

In  vielen  Fällen  wäre  es  umständlich,  die  n  Gleichungen: 

(4)  dx^   =   1^{X^  '  .  •  Xn)  .dt,    •  •  •  dXn  =  ln{x^  '  '  ■  Xn)  .  dt, 

durch  welche  eine  infinitesimale  Transformation  bestimmt  ist,  wirklich 
hinzuschreiben.  Diese  Unbequemlichkeit  vermeiden  wir  wie  in  Abschnitt  I. 
dadurch,  dass  wir  für  die  infinitesimale  Transformation  (4)  ein  Symbol 
einführen. 

Verstehen  wir  nämlich  unter  f  eine  willkürliche  Function  von 
x^-  •  •  Xnj  so  können  wir  aus  dem  Ausdruck: 

ll(^l  •  •  •  Xn)-^—  H h  Inix^  ■  •  •  ^n)^^  =   Xf 

die   n  Functionen    li  •  •  •  |„   ohne  Weiteres   ablesen,   so   dass   der   eine 
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Ausdruck  Xf  die  n  Gleichungen  (4)  vollständig  bestimmt  und  in  Folge 
dessen  auch  vollständig  ersetzt.  Deshalb  führen  wir  wie  in  Abschnitt  I. 
den  Ausdruck  Xf  als  Symbol  für  die  infinitesimale  Transformation  (4) 
ein  und  reden  geradezu  von  der  infinitesimalen  Transformation:  Xf. 
Jetzt  können  wir  sagen:  Bas  q-glieärige  Gleichung ensy stem :  ^^  =  0, 
...^^  =  0  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Xf,  wenn  die  q  Äus- 
drücke:  X^^,  ■  •  •  Xilq  vermöge:  5^l  ==  0,  .  •  •  5^,  =  0  verschwinden. 

Wir  wollen  zur  Erläuterung  des  eben  Gesagten  den  Fall  n  ==  3 
etwas  näher  betrachten. 

Deuten  wir  x^^  x^,  x^  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  dreifach 
ausgedehnten  Raumes,  so  ordnet  die  infinitesimale  Transformation: 
(5)  dx,  =  U^^,  X,,  X,)  .  dt        ii  =  U  2, 3) 

jedem  PmiJcte  x^,  x^,  x.^,  für  welchen  J^,  Igj  fc  ^^^"^^^^  sämmÜich  verschwinden, 
eine  ganz  hestimmte  Richtung:   dx^ :  dx2  :  dx-^   m. 

Gestattet  nun  die  Gleichung:  ^{x^,  x^,  x^)  =  0  die  infinitesimale 
Transformation  (5),  so  verschwinden  entiveder  l^,  l^,  I3  sämmtlich  für 
alle  FunUe  der  Fläche:  Sl{x^,  x.,,  x^  =  0  oder  diese  Fläche  wird  in 
jedem  ihrer  Tunkte  von  der  Richtung:  dx^  :  dx.^  :  dx^  herilhrt,  tvelche  die 
infinitesimale  Transformation  (5)  dem  betreffenden  Punkte  mordnet  In 
dieser  geometrischen  Beutung  des  Umstandes,  dass  die  Gleichung:  5^  =  0 
die  infinitesimale  Transformation  (5)  gestattet,  liegt  zugleich  der  ohige  Satz, 
dass  auch  jede  mit  Sl  =  0  äquivalente  Gleichung  die  infinitesimale  Trans- 
formation (5)  zulässt. 

Gestattet  ein  zweigliedriges  Gleichungensystem: 

Sl^{x^,  x^,  x^)  =  0,         Sl.,(x^,  x.„  ^3)  =  0 

die  infinitesimale  Transformation  (5),  so  verschwinden  entweder  g^,  1^;  h 
für  alle  Punkte  der  Curve:  Sl^  =  0,  ^^  =  0  oder  die  Richtungen: 
dx^:dx.^:dx^,  welche  die  infinitesimale  Transformation  (5)  den  Punkten 
der  Curve:  ^^  =  0,  !^^  =  0  zuordnen,  fallen  stets  mit  den  zugehörigen 
Tangenten  der  Curve  zusammen. 

Gestattet  endlich  ein  dreigliedriges  Gleichungensystem: 

x^  =  a^,         x^  =  «2?         ^3  =  % 
die  infinitesimale  Transformation  (5),  so  verschwinden  J^,  ^2»  h  ^^^^  ^^n 
Punkt:   x^  =  a^,    x^  =  a^,    x.^  ==  a^    sämmtlich. 

§11. 
Eine  Gleichung  von  der  Form: 

(6)  a^{Xi  •  •  •  Xr,)dx^  H h  an(x^  •  •  •  Xn)dXn  =  0 
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nennen  wir  eine  Ffaffsclie  Gleichung ^  ihre  linke  Seite  bezeichnen  wir 
als  einen  Ffaffschen  Ausdruck. 

Führt   man   in   die  PfaiFsche  Gleichung  (6)   vermöge   einer  Trans- 
formation: 

Xi    =  fi  (^1   •  •  •  Xn)  (i  =  1  •  •  .  71). 

an  Stelle  der  x  die  neuen  Veränderlichen  x'  ein,  so  erhält  man  in  den 
x'  eine  neue  Pfaffsche  Gleichung: 

äi{x[  '  ■  '  Xn)  dx[  -{-   •      •  -\-  CCn{xi  •  ■  •  x'n)  dx'n  =  0. 

Es  kann  vorkommen,  dass  diese  Gleichung  dieselbe  Form  besitzt  wie 
die  ursprüngliche,  indem  sie  sich  von  der  Gleichung: 

CCi{Xi  '  ■  '  Xn)  dx'i  -{- 1-  ttnipc'i  ■  ■  ■  x'n)  dXn  =  0 

nur  durch  einen  Faktor  unterscheidet,  der  eine  Function  von  x[  •  -  -  x'n 
ist.  In  diesem  Falle  sagen  wir,  dass  die  Pfaffsche  Gleichung  (6)  bei 
der  betreffenden  Transformation  invariant  bleibt,  dass  sie  diese  Trans- 
formation gestattet  oder  Bulässt. 

Nothwendige   und   hinreichende   Bedingung   für  die  Invarianz   der 
Pfaffschen  Gleichung  (6)  bei  der  Transformation: 

^1  ^^  /l;    *  '  *    ^n  =  In 

ist  daher,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form: 

X/  ^'(^1  ■  •  •  x'n)  dxl  =  ^^T  ai{x^  '  "  Xr)  dXi 
1  1 

identisch  besteht,  in  welcher  q  eine  Function  von  x^-  ^  -  Xn  bezeichnet. 
Soll  insbesondere  der  Pfaffsche  Ausdruck:  Eaidxi  invariant  bleiben,  so 
muss  die  Function  q  den  speciellen  Werth  1  haben. 

Wird  die  Pfaffsche  Gleichung: 

(6)  «i(^i  ...Xr)dx^'\ (-  an(x^  '  '  ■  x„)  dXn  =  0 

von  allen  Werthsystemen  x^---  Xn,  dx^---  dXn  befriedigt,  welche  sowohl 
dem  Gleichungensystem: 

genügen  als  auch  dem  daraus  durch  Differentiation  entstandenen: 

i         '  1         * 

besteht  also  mit  andern  Worten  die  Pfaffsche  Gleichung  (6)  vermöge 
der  vereinigten  Gleichungen  (7)  und  (7'),  so  sagen  wir,  dass  das  Glei- 
chungensystem: ^1  =  0,  •  •  •  ^3  =  0  die  Pfaffsche  Gleichung  (6)  erfüllt 
oder  auch  dass  es  dieselbe  befriedigt,  dass  es  ihr  genügt. 
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In  dieser  Definition  liegt,  dass  auch  jedes  mit  (7)  äquivalente 
Gleichungensystem  die  Pfaffsche  Gleichung  (6)  erfüllt,  sobald  das  Glei- 
chungensjstem  (7)  dies  thut.     Ist  daher: 

irgend  eine  aufgelöste  Form  von  (7),  so  wird  (7)  der  Pfaffschen  Glei- 
chung (6)  dann  und  nur  dann  genügen,  wenn  der  Ausdruck: 

a^{x^  ■  •  '  Xn)  dXj^  -\-  ■  ■  ■  -\-  an{x^  •  -  -  oCj)  dXn 
bei  der  Substitution: 

x^  =  ^^,  '"  x^  =  (fq,      dx,  =  ^-^  ^^^y.,  '  •  •  dXq  =  ^-Ti^^'- 

2+1       ^  'i+i 

für  alle  Werthe  von  Xqj^i  •  •  -  Xn^  dXq-^i  •  •  •  dXn  identisch  verschwindet. 

Ferner  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  der  folgende  Satz  gilt: 

Führt  man  in  ein  GleicJmngensystem :  ^^  =  0,  •  •  •  ^^  =  0,  welches 

die  Pfaffsche  Gleichung:  a^dx^  _|_  .  .  .  -|_  andXn  =  0  erfüllt^  an  Stelle  von 

x^-  •  •  Xn  neue   Veränderliche  xi  ■  -  •  x^  ein,   so   befriedigt  das  entstehende 

Gleichimgensystem  in  x[  ■  •  -  Xn  diejenige  Pfaffsche  Gleichung,  welche  aus: 

a^dx^  _}-...  _j_  andXn  =  0  durch  Einführung  der  neuen   Veränderlichen 

erhalten  wird. 

Erfüllt  das  Gleichungensystem:  ^^  =  0,  •  •  •  O^  =  0  die  Pfaffsche 
Gleichung:  a^dx^  _[_...  _j_  andXn  =  0,  so  gehören  zu  jedem  Werth- 
system  x^  ■  -  ■  Xn,  weiches  ^^  =  0,  •  •  •  ^^  =  0  befriedigt,  q  solche 
Zahlen  A^  •  •  •  A^,  dass  für  das  betreffende  Werthsystem  x^^  ■  ■  ■  Xn  die 
Gleichung : 

>  cci{x)dxi  =  h  21y^  ^^^i  +  "-  +  h  2^-^.  (^^i 
1  1        '  1        ' 

erfüllt  ist,  welche  Werthe  man  auch  den  dx^  •  •  •  dXn  ertheilen  mag.  Die 
eben  geschriebene  Gleichung  zerfällt  offenbar  in  die  folgenden  n: 

eliminirt  man  aus  diesen  die  q  Grössen  A^  •  •  •  Xq,  so  erhält  man  lauter 
Gleichungen,  die  für  alle  Werthsysteme  x^  •  ■  ■  Xn  erfüllt  sind,  welche: 
0^  =  0,  •  •  •  ^5  =  0  befriedigen,  also  lauter  Gleichungen,  die  aus  dem 
Gleichungensystem:  0^  =  0,  •  •  •  ^^  =  0  folgen. 

Die  n  -{-  s  Veränderlichen:  x^  -  •  -  Xny  2/i  '  *  '  2/«  seien  durch  m  -\-  q 
unabhängige  Relationen  verknüpft,  welche  nach  gerade  m  von  den  y 
auflösbar    sind    und   welche    daher    gerade   q  unabhängige   Relationen 
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zwischen  den  x  allein  liefern,  so  dass  die  betreffenden  m  +  ([  Relationen 
auf  die  Form  gebracht  werden  können: 


Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  auch  die  n  -\-  s  Differentiale: 
dx^  .  •  .  dXjiy  dy^  •  •  •  dys  gerade  durch  m  +  g_  unabhängige  Relationen 
verknüpft,  welche  sich  in  der  folgenden  Form  darstellen  lassen: 

dy^  —  i^^i  =  ^j  •  •  •  dym  —  dco,n  =  0 

(8')  l^^^i  ^^^a 

1         '  1         ' 

also  aufgelöst  nach  m  von  den  dy,  während  q  unabhängige  unter  ihnen 
von  den  dy  frei  sind  und  nur  die  dx  enthalten. 

Erfüllt  nun  das  Gleichungensystem  (8)  irgend  eine  von  den  dy 
freie  Pfaffsche  Gleichung: 

(9)      «i(^i  '"Xn,    yi-"ys)dX^-\ h   an(x^  •-'  Xn,    2/l  •  •  •  ys)  dXn  =  0, 

so  besteht  nach  dem  Früheren  die  Gleichung  (9)  vermöge  der  ver- 
einigten Gleichungen  (8)  und  (8').  In  unserem  Falle  muss  aber  (9) 
augenscheinlich  schon  vermöge  der  vereinigten  Gleichungen  (8)  und 

1         *  1         ' 

bestehen.  Folglich  müssen  zu  jedem  Werthsysteme  x^^  •  •  -  Xn,  yi  •  •  •  ys, 
welches  das  Gleichungensystem  (8)  befriedigt,  q  solche  Zahlen  /t^  •  .  •  /Ij 
gehören,  dass  die  Gleichung 

2j  cci(x,  y)dxi  ;=  Ai ^^  ^—  dxi  H \-  h  2] -^,  ^^i 

1  1         '  1         * 

für  das  betreffende  Werthsystem  erfüllt  ist,  welche  Werthe  man  auch 

den  dx  ertheilen  mag. 

Die  letzte  Gleichung  zerfällt  offenbar  in  die  n  folgenden: 

aß  aß„ 

Eliminirt  man  aus  diesen  die  Grössen  A^  •  •  •  A<^,  so  muss  man  lauter 
Gleichungen  erhalten  ^  die  für  alle  Werthsysteme  x^-  •  -  x^  2/i  '  * '  2/^  ^^" 
friedigt  sind,  welche  (8)  genügen,  also  lauter  Gleichungen,  die  eine  Folge 
des  Gleichungensystems  (8)  sind. 

Es  ist  nun  leicht  zu  erkennen,  dass  jedes  Gleichungensystem  in  den 
Veränderlichen  x^  •  -  ■  Xn,  2/i  '  *  '  2/*>  welches  die  Pfaffsche  Gleichung: 
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(9)  a,  (x\  "-Xn,  2/1  ••  •  y^äx^  -\ \-  cc„{x^  ■  - '  Xn,  Vi'-'  y.)dxn  =  0 

hefriedigt,  entweder  die  n  Gleichungen: 

(10)  a,{x,  y)  =  0,  •  .  •  an{x,  y)  =  0 

umfasst  oder  eine  Relation  zwischen  x^  ■  -  •  Xn  allein  liefert.  Ergiebt 
uämlich  das  betreffende  Gleichungensystem  keine  Relation  zwischen 
x^'  •  '  Xn  allein,  so  sind  auch  die  Differentiale:  dx^  •  •  •  dXn  unter  einander 
durch  keine  Relation  verknüpft;  das  Gleichungensystem  kann  daher  die 
Pfaffsche  Gleichung  (9)  nur  dann  befriedigen,  wenn  die  n  Functionen: 
a^(Xf  y)  ■  ■  ■  ccn(Xj  y)  vermöge  desselben  verschwinden.  Das  kann  natür- 
lich nur  dann  eintreten,  wenn  es  überhaupt  Werthsysteme  x,  y  giebt, 
welche  alle  n  Functionen  a  zum  Verschwinden  bringen. 

Fügt  man  zu  den  Gleichungen  (10)  beliebige  weitere  Gleichungen: 
W^{x,  y)  =  0,  W^{Xj  y)  =  0,  •  •  •  hinzu,  die  unter  einander  und  mit 
den  Gleichungen  (10)  verträglich  sind,  so  erhält  man  immer  ein  Glei- 
chungensystem : 

a,==0,  '"  a,,  =  0,        W,=0,        W,  =  0,-", 
welches  die  Pfaffsche  Gleichung  (9)  erfüllt. 

Wählt  man  andrerseits  q  gans  heliehige  unabhängige  Gleichungen 
zwischen  den  x: 

(11)  Sl,{x, .  .  .  o;,)  =  0,  .  .  •  Sl,(x,  •..Xn)  =  0 

und  fügt  man  zu  diesen  die  aus 


(12)  a,{x,  2/)  =  A,^  +  .-.  +  A,,   ' 


durch  Fortschaffung  der  X  entstehenden  unabhängigen  Gleichungen: 
U,{x,  2/)  =  0,  •••  U,{x,  y)  =  0, 

SO  bekommt  man  jedesmal^  ivenn  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  mit  einander 

verträglich  sind,  ein  Gleichungensystem 

(13)  ß,  =  0,  .  • .  ß,  =  0,       ü,  =  0,  '"  Ui  =  0, 

welches  die  Pfaffsche  Gleichung  (9)  erfüllt.  Zu  bemerken  ist  dabei,  dass 
das  Gleichungensystem  (13)  keineswegs  immer  n  unabhängige  Glei- 
chungen enthält,  und  dass  andererseits  die  Gleichungen:  f7^  ^  0,  ••• 
JJi  =  0  sehr  gut  neue  Relationen  zwischen  den  x  allein  nach  sich 
ziehen  können. 

Fügt  man  endlich  zu  den  Gleichungen  (11)  beliebig  viele  weitere 
Gleichungen:  V-^{x,y)  =  0,  V^iXyy)  =  0,  -  •  •  hinzu,  die  unter  einander 
und  mit  (13)  verträglich  sind,  so  erfüllt  das  entstehende  Gleichungen- 
system: 
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Sl,  =  0,  "•  Sl,  =  0,      u,  =  o,  ••■  U,  =  0,      V,==0,      V,=0,-" 
wiederum  die  PfafiFsche  Gleichung  (9). 

Es  wäre  leicht  nachzuweisen,  dass  auf  dem  angegebenen  Wege  alle 
Gleich ungensysteme  erhalten  werden,  welche  die  PfafFsche  Gleichung  (9) 
erfüllen.  Jedoch  ist  wohl  zu  beachten,  dass  es  im  Allgemeinen  nicht  mög- 
lich ist,  ohne  Integration  alle  Jdcinsten  Gleichungensysteme  dieser  Art  aus- 
zuscheiden. Wendet  man  z.  B.  das  geschilderte  Verfahren  auf  die  allgemeine 
Pfaffsche  Gleichung: 

■^1(^1  '  ■  '  Xn)dX^   -j- 1-   Xn(Xj^  '  "  Xn)  dXn  =  0 

an,  so  haben  die  Gleichungensysteme,  welche  man  findet,    im  Allgemeinen 
die  triviale  Form: 

x^  ==  Const.,  •  •  •  Xn  =  Const. 


Kapitel  3. 

Die  Berührungstransformationen  des  gewöhnlichen  Baumes. 

Um  zu  den  Berührungstransformationen  des  gewöhnlichen  Raumes 
zu  gelangen,  verfahren  wir  ganz  ähnlich  wie  in  Kapitel  1,  bei  den  Be- 
rührungstransformationen der  Ebene. 

§12. 
In  der  Transformation: 

(1)        x^  =  X(x,  y,  z),      y,  =  Y(x,  y,  £),      s,  =  Z(x,  y,  z) 

deuten  wir  die  Grössen  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines 
Punktes  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes,  die  Grössen  iCj,  «/i,  ^i  als 
rechtwinklige  Coordinaten  eines  zweiten  Punktes,  und  zwar  benutzen 
wir  beide  Male  dasselbe  Coordinatensystem. 

Für  diese  Auffassung  erscheint  die  Transformation  (1)  als  eine 
Operation,  welche  jedem  Punkte  des  Raumes  eine  neue  Lage  ertheilt: 
den  Punkt  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z  führt  sie  in  den  Punkt  über, 
welcher  die  Coordinaten  x^^  ^/u  ^i  besitzt. 

Die  Punkte  einer  Fläche:  z  —  9(0;,  2/)  =  0  gehen  bei  der  Trans- 
formation (1)  in  Punkte  über,  welche  ihrerseits  eine  Fläche  bilden; 
wir  können  daher  sagen,  dass  unsere  Transformation  jede  Fläche: 
z  —  9)(ic,  2/)  =  ^  i^^  ßiiie  iieue  Fläche  überführt.  Die  Gleichung  dieser 
neuen  Fläche  ergiebt  sich,  wenn  man  a?,  y,  z  mit  Hülfe  von  (1)  aus: 
z  —  ^>(x,  y)  =  0  fortschafft;  sie  kann  offenbar  im  Allgemeinen  —  auf 
diesen  Fall  beschränken  wir  uns  hier  —  die  analoge  Form: 

erhalten. 
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Zu  jedem  Punkte  x^  y,  z  der  Fläche:  z  —  ^){Xj  v)  =  ^  gehören 
gewisse  Werthe  der  partiellen  Differentialquotienten: 

dz  dz  

dx~^'       dy~~^''> 

zu  dem  entsprechenden  Punkte:  x^  =  X,  y^=  Y,  z^  =  Z  der  trans- 
formirten  Fläche:  z^  —  qpi(^i;  ^i)  =  0  gehören  ebenso  gewisse  Werthe 
der  Differentialquotienten: 

dz^ dz^  

Wir  werden  den  analytischen  Zusammenhang  zwischen  den  Grössen 
^1,  ^1  und  p,  2  entwickeln. 

Verstehen  wir  unter  x  +  dx^  y  +  dy,  z  ~\-  dz  einen  beliebigen, 
dem  Punkte  x,y,  z  unendlich  benachbarten  Punkt  der  Fläche:  z  —  qp  =  0, 
so  gilt  die  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  ==  0,  und  für  den  entsprechen- 
den Punkt:  Xj^  -\-  dx-^^  y^  +  dy^^  z^  +  dz^  der  Fläche:  z^  —  9i  =  ^ 
haben  wir  ebenso:  dz^  — p^dx^  - — g,idy^=0.  Drücken  wir  hierin 
^i>  2/ii  ^i  vermöge  (1)  durch  x,  y,  z  aus,  so  ergiebt  sich: 

dZ-~p,dX~q^dY=0 
oder  ausführlicher: 

/dZ  dX  dY\   -j      ,    (dZ  dX  ^A   7      , 

{d7.-P^  II  -  '^^  J^)  ^^  +{-dy-P^  dy  -  ^^  dy)  '^^  + 

+  (a.-^^  dz-^^'dz)'^'  =  ^- 

Nun  aber  sollte  x  +  dx^  y  +  dy^  z  -\-  dz  ein  beliebiger  dem  Punkte 
Xj  yy  z  unendlich  benachbarter  Punkt  der  Fläche:  z  —  (p  ^  0  sein;  es 
sind  also  dx^  dy,  dz  nur  der  Bedingung:  dz  —pdx  —  qdy  =  0  unter- 
worfen, sonst  aber  vollständig  willkürlich.  Folglich  muss  die  eben  ge- 
fundene Relation  zwischen  dx,  dy,  dz  die  Form:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0 
erhalten  können,  dass  heisst,  es  muss  eine  Grösse  q  geben  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  die  Gleichung: 

dZ  —  PidX  —  q^dY=  Q  {dz  — pdx  —  qdy) 

für  alle  Werthe  von  dx,  dy,  dz  besteht. 

Vergleichen  wir  hier  die  Coefficienten  von  dx,  dy,  dz  auf  beiden 
Seiten,  so  erhalten  wir: 


(2) 


dz 

dz   " 

dX 
P^dz 

dY 

dZ  _ 
dx 

dX 
-^P^dx 

dY 
^1  dx^ 

dj  _ 

dX 
~^^dy 

dY  ■ 

QP 
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mithin  durch  Elimination  von  q: 


(3) 


dz 

dz 


/dX    .       dX\     .        /dY    .       dY\ 


dZ  dZ 

Wy  ~^^  öz 


Hier  kann  die  Determinante: 


dX    ,       dX 


dx 
dX 


dY   ,       dY 


dx 


dy  '^  ^  dz 


dX    dY 


dy 


+  q 


dz 
dJY 

dz 


nur  für  specielle  Flächen:  0  —  q)(Xf  y)  =  0  den  Werth  Null  haben; 
verschwände  sie  nämlich  für  jede  Fläche:  0  —  g)  ==  0,  so  müsste  sie 
überhaupt  für  alle  Werthe  von  x,  y,  z,  p^  q  verschwinden-,  das  aber 
ist  unmöglich,   da   sonst   alle   zweireihigen  Determinanten   der  Matrix: 

'  ax  ^   ax 

dx  dy  dz 
dY  dY  dY^ 
dx     dy     dz 

identisch  null  wären  und  also  die  Gleichungen  (1)  gar  keine  Trans- 
formation darstellten.  Somit  bestimmen  die  Gleichungen  (3)  die  Grössen 
p^  und  q^  als  Functionen  von  x,  y,  0,  p  und  q: 

Pi  =  I\^,  y,  ^;  Jö,  q),       qi  =  Q{x,  y,  z,  p,  q)-, 
zugleich  wird  wegen  (2)  auch  q  eine  Function  von  x^  y,  0,  p,  q.    Be- 
achten wir  jetzt  noch,  dass  die  Gleichungen:  p^^=  P,  q^  =  Q  nach  J9 
und  q  auflösbar  sind  —  man  erkennt  das  sofort  an  den  äquivalenten 
Gleichungen  (2)  — ,  so  sehen  wir,  dass  die  fünf  Gleichungen: 

^1  =  ^(^;  2/;  ^),      2/1  =  Y{x,  y,  z),     z^  =  Z{x,  y,  z) 

Pi  =  P(^,  y^  ^y  p,  a),     ^1  =  Ö(^;  y,  ^,  p,  q) 

zusammengenommen  eine  Transformation  in  den  fünf  Veränderlichen 
^;  2/r  ^;  P7  q  darstellen. 

Die  Transformation  (1)  transformirt  demnach  zugleich  mit  x,  ?/,  z 
auch  noch  die  Grössen  Pj  q  und  zwar  so,  wie  es  die  Transformation  (4) 
angiebt.  Wir  sagen  deshalb,  dass  die  Transformation  (4)  in  den  Ver- 
änderlichen Xj  y,  z,  p,  q  aus  der  Transformation  (1)  durch  Erweiterung 
entstanden  ist,  und  wir  bezeichnen  (4)  einfach  als  die  zu  (1)  gehörige 
erweiterte  Transformation. 

Ihrer  Herleitung  zufolge  ist  die  erweiterte   Transformation  (4)   so 
beschaffen^  dass  eine  Identität  von  der  Form: 
(5)  dZ  —  PdX  -QdY=Q{dz- pdx  —  qdy) 


(4) 
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besteht y  wo  q  eine  ganz  bestimmte  Function  von  x,  y,  0,  p,  q  ist; 
(4)  lässt  also  die  PfafFsche  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0  invariant. 
Ausserdem  zeigen  unsere  obigen  Entwickelungen,  dass  bei  gegebenen 
X,  r,  Z  die  Functionen  q,  P,  Q  durch  die  Identität  (5)  eindeutig 
bestimmt  sind.     Also  können  v^ir  sagen: 

Die  m   (1)  gehörige  erweiterte   Transformation   (4)   ist  die   einzige 
Transformation  von  der  Form: 

x^  =--  X{x,  y,  z),     y^  =  Y(x,  y,  z),     z^  =  Z{x,  y,  z) 


•       i)i  =  n(x,  y,  z,  p,  q)y     q^  =  K(x,  y^  z,  p,  q) 

welche  die  Ff  äff  sehe  Gleichung:    dz — pdx  —  qdy  =  0    invariant  lässt. 
Die   zum   Punkte   x,  y,  z   gehörige   Tangentialebene    der   Fläche: 
z  —  (p(pc,  y)  =  0    ist   durch   die  Werthe  von    x,  y,  z,  p,  q    bestimmt, 
welche  diesem  Punkte  entsprechen-,  ihre  Gleichung  ist  ja: 

(7)  i  —  z  ==p{i  -x)  +  q(\f-  y). 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  an  die  transformirte  Fläche: 
^1  —  9^1  (^ij  Vi)  =  0    im   Punkte:    x^  =  X,    y^  =  Y,   z^  =  Z  lautet: 

wo  p^y  q^  aus  den  Gleichungen  (4)  zu  berechnen  sind-,  mithin  ist  auch 
sie  vollkommen  bestimmt,  wenn  man  die  Grössen  x,  y,  z,  p,  q  kennt. 
Hieraus  folgt,  dass  alle  Flächen,  ivelche  mit  der  Fläche:  z  —  (p  =  0  den 
PunM  X,  y,  z  und  in  diesem  Pimhte  die  Tangentialebene  gemein  haben, 
bei  der  Transformation  (1)  in  Flächen  übergehen,  ivelche  die  Fläche '. 
z^  —  fpi==  0  im  Punkte:  x^  =  ^;  ^1  =  ^?  z^^  ==  Z  berühren.  Also 
führt  die  Transformation  (1)  solche  Flächen,  die  sich  in  einem  geinein- 
samen Punkte  berühren,  stets  in  Flächen  über,  welche  sich  in  einem 
gemeinsamen  Punkte  berühren. 

Das  Werthsystem  x,  y,  z  wird  durch  einen  Punkt  des  Raumes 
dargestellt;  das  Werthsystem  x,  y,  z,  p,  q  ordnet  nach  dem  Vorher- 
gehenden diesem.  Punkte  eine  gewisse  hindurchgehende  Ebene  zu, 
nämlich  die  folgende: 

(7)  s  —  ^  -  iKi  —  ^)  +  ^(^  -  y)' 

Es  liegt  daher  nahe  den  Punkt  x,  y,  z  im  Verein  mit  dieser  Ebene 
durch  ihn  als  das  geometrische  Bild  des  Werthsystems:  x,  y,  z,  p,  q 
aufzufassen.  Die  so  definirte  Figur  —  also  den  Inbegriff  des  Punktes 
X,  y,  z  und  der  hindurchgehenden  Ebene  (7)  bezeichnen  wir  als  ein 
Flächenelement  oder  kurz  als  ein  Element  des  Raumes  x,  y,  z.  Die 
Grössen  oc,  y,  z,  p,  q  betrachten  wir  als  die  Coordinaten  dieses  Elements. 
Nunmehr   erscheint   die  Transformation  (4)   im  Gegensatz   zu  der 


48  Kapitel  3,  §§  12,  18. 

PimMransformation(l)  als  eine  E^emen^ransformation.  Den  Zusammen- 
hang aber,  der  zwischen  beiden  Transformationen  besteht,  können  wir 
folgendermassen  kennzeichnen: 

Satz  1.     Eine  jede  Punkt transformation: 

(1)  X,  =  X(x,  y,  2),     y^  =  Y{x,  y,  z),     z,  =  Z{x,  y,  z) 

des  Baumes  xyz  bestimmt  zugleich  eine  Transformation  der  Flächen- 
elemente Xj  y,  Zy  py  q;  der  analytische  Ausdruck  dieser  Elementtrans- 
formation ist  die  zu  (1)  gehörige  erweiterte  Transformation: 

1     ih  =  ^(^,  y,  ^;  p,  q),    Qi  ==  ö(^,  y,  ^,  p,  q), 

welche  dadurch  charaMerisirt  ist,  dass  sie  die  Ff  äff  sehe  Gleichung: 
dz  —  pdx  —  qdy  ==  0   invariant  lässt. 

Die  aus  Punkttransformationen  durch  Erweiterung  entstandenen 
Transformationen  (4)  bilden  unter  den  Elementtransformationen  des 
Raumes  eine  besondere  Klasse,  welche  offenbar  durch  die  folgenden 
beiden  Eigenschaften  definirt  ist: 

Erstens  verwandelt  jede  Transformation  der  betreffenden  Klasse 
solche  Flächenelemente,  welche  den  Punkt  gemein  haben,  stets  wieder 
in  Flächenelemente  mit  gemeinsamem  Punkt. 

Zweitens  lassen  alle  derartigen  Transformationen  die  Pfaffsche 
Gleichung:    dz  —  pdx  —  qdy  =  0    invariant. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  Elementtransformationen  existiren, 
welche  zwar  die  erste,  nicht  aber  die  zweite  dieser  beiden  Eigenschaften 
besitzen;  doch  spielen  derartige  Transformationen  im  Folgenden  keine 
Rolle.  Nicht  so  selbstverständlich  ist  es,  dass  Elementtransformationen 
vorhanden  sind,  denen  die  erste  Eigenschaft  fehlt,  während  sie  die 
zweite  besitzen.  Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  es  solcher  Transfor- 
mationen eine  unbegränzte  Anzahl  giebt,  und  werden  sie  alle  bestimmen. 
Dieselben  bilden  mit  den  oben  definirten  Transformationen  (4)  zusammen 
eine  wichtige  Klasse  von  Elementtransformationen  des  Raumes,  nämlich 
die  Klasse  aller  Elementtransformationen,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dz  —  pdx  —  qdy  ^=  0  invariant  lassen.  Wir  wollen  alle  Transfor- 
mationen, welche  diese  Eigenschaft  besitzen,  kurz  als  Berührungstram- 
formationen*) des  Raumes  bezeichnen  und  stellen  daher  die  folgende 
Definition  auf: 

Die  Elementtransformation: 


*)  Lie,  Verliaüdlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1870  nnd  1871;  Math. 
Ann.  Bd.  V  und  VllI;  Göttinger  Nachrichten  1870  und  1872. 
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(8) 


X, 


^{^yVy^yPyO),  Vi^  Y{x ,  ij ,  z, p,  q),  ^i  =  Z{x ,  y ,  0 , p,  q) 
p,  =  P(x,y,z,p,q),  qi==Q{x,y,2,p,q) 

des  Raumes  x,  y,  z  ist  dann  eine  Berührungstransformation  dieses 
Baumes^  wenn  sie  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz — pdx  —  qdy  =  0  in- 
variant lässt. 

Demzufolge  ist  die  Transformation  (8)  eine  Berührungstransformation 
dann  und  nur  dann,  wenn  eine  Identität  von  der  Form: 
(9)  dZ—  PdX  —  QdY=  Q{dz  —  pdx  —  qdy) 

besteht j  in  welcher  q  eine  gewisse  Function  von   x^  y,  Zj  p,  q   bezeichnet. 


§  13. 

Unsere  Aufgabe  ist  es  jetzt,  alle  Berührungstransformationen  des 
Raumes  x,  y,  z  zu  bestimmen;  dabei  müssen  wir  natürlich  insbesondere 
die  Transformationen  (4)  wieder  finden. 

Die  Transformation  (8)  sei  eine  Berühruugstransformation,  es 
bestehe  also  eine  Identität  von  der  Form  (9). 

Vor  allen  Dingen  bemerken  wir,  dass  die  Function  q  nicht  identisch 
null  sein  kann.     Wäre   sie   es  nämlich,  so   zerlegte   sich   die  Identität: 

dZ  —  PdX—QdY=0 
in  fünf  verschiedene,  aus  denen  folgte,  dass  alle  dreireihigen  Determi- 
nanten der  Matrix: 

dZ_    dZ_    dZ_     dZ_    d^ 
dx     dy      dz      dp      dq 

dX    dX    dX    cX    cX 
dx     dy      dz      dp      dq 

dY    dY    dY    dY    dY_ 
dx     dy      dz      dp      dq 

identisch  verschwänden;  das  aber  ist  ausgeschlossen,  da  das  Gleichungen- 
system (8)  eine  Transformation  und  mithin  nach  x,  y^  z,  p^  q  auf- 
lösbar sein  soll. 

Wir  denken  uns  ferner  die  vier  Grössen  p^,  qi,  p,  q  aus  den  fünf 
Gleichungen  (8)  eliminirt.  Da  muss  sich  mindestens  eine  Relation 
zwischen  Xj  y,  z,  x^,  tj^,  z^  allein  ergeben;  es  können  aber  auch  zwei, 
unter  Umständen  sogar  drei  unabhängige  Relationen  dieser  Art  hervor- 
gehen, niemals  jedoch  mehr  als  drei.  Liefern  nun  die  Gleichungen  (8) 
gerade  drei  unabhängige  Relationen  zwischen  x^  y,  Zy  x^y  y^,  z^  allein, 
so  sind  die  Functionen  X,  T,  Z  nothwendig  von  p  und  q  frei;  die 
Transformation  (8)  ist  daher  nichts  anderes  als  eine  erweiterte  Punkt- 
transformation des  Raumes  x,  y,  z  und  gehört  zu  der  oben  besprochenen 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    11.  4 


50  Kapitel  3,  §  13. 

Klasse  der  Transformationen  (4).  Folglich  muss  jede  Berührungstrans- 
formation (8),  welche  nicht  blos  eine  erweiterte  Punkttransformation 
ist,  entweder  eine  oder  zwei  Relationen  zwischen  x,  y,  z,  x^,  y^,  0^ 
ergeben. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  aus  (8)  blos  eine  Relation: 
Sl{x,  y,  z,  x^,  y^,  z^  =  0 
zwischen   Xj  y,  z^  x^,  y^,  z^    allein  folgt. 

In  diesem  Falle  sind  offenbar  auch  die  sechs  Differentiale 
dXy  dy^  dz,  dx^,  dy^,  dz^  nur  durch  eine  Relation  verknüpft,  nämlich 
durch: 

(10)  ^Jx  +  -^dy  +  ^^^-^dz  +  j^^dx,  +  .^y^dy,  +  ^^^1  =  0. 

Andererseits  wissen  wir  aber  aus  der  Identität  (9),  dass  zwischen  diesen 
Differentialen  die  Relation: 

(11)  dz^  —  p^dx^  —  0.1^^1)1  —  Q{dz  —  pdx  —  g[dy)  =  0 
besteht.     Drücken    wir    daher    mit    Hülfe    von    (8)    die    vier    Grössen 
Pj  Q.7  Pif  Q.1    durch   x,  y,  z,  x^,  y^,  %    aus,   was  in   dem  vorliegenden 
Falle   sicher  möglich   ist,  und   setzen  wir  die  betreffenden  Werthe  in 

(11)  ein,  so  müssen  wir  bis  auf  einen  Faktor  genau  die  Gleichung  (10) 
erhalten.     Wir  sehen  also,  dass  vermöge  (8)  die  fünf  Gleichungen: 

dSl  d^  d^  dSl  c^  dSl 

(12)  dzj^    ox^    dy^   dz    dx    dy 

1      ~~'—p,~—qi~—Q~~     QP     ~     qq 

bestehen.  Wir  erkennen  überdies,  dass  die  sechs  Differentialquotienten 
der  Function  Sl  alle  von  Null  verschieden  sein  müssen. 

Aus  (12)  schaffen  wir  q  fort  und  fügen  zu  den  gewonnenen  vier 
Gleichungen  noch  5i  =  0  hinzu;  so  erhalten  wir  die  fünf  Gleichungen: 


(13) 


^^^'  aß  aß 

dx  '   dy 


dz  dz 

Dieselben  bestehen  vermöge  (8);  sie  sind  ausserdem  offenbar  von  ein- 
ander unabhängig;  mithin  ersetzen  sie  die  Gleichungen  (8)  vollständig. 
Hiermit  ist  bewiesen,  dass  jede  Berührungstransformation  (8), 
welche  nur  eine  Relation  zwischen  x,  y,  z,  x^,  y^,  z-^  liefert,  auf  die 
Form  (13)  gebracht  werden  kann. 
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Es  sei  jetzt  umgekehrt  ß  irgend  eine  Function  von  x,  y,  0,  x^,  y^,  s^, 
nur  so  beschaffen,  dass  die  fünf  Gleichungen  (13)  sowohl  nach  x^^,  ?/,, 
^ij  PiJ  Q.1  ^^s  nach  x,  y,  z,  p,  q  auflösbar  sind  und  in^Folge  dessen 
eine  Elementtransformation  des  Raumes  x,  y,  z  darstellen.  Dann  lässt 
sich  die  Gleichung:    dSl  =  0    offenbar  schreiben: 

aß 

dz^  — l\dx^  —  q^dy^  +  -.^{dz  —  'pdx  —  qdy)  =  0 . 

dz, 

Hier  aber  können  wir  den  Faktor  von  dz — pdx  —  qdy  durch  x,  y, 
Zj  p^  q  ausdrücken;  wir  sehen  also,  dass  die  Transformation  (13)  die 
Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  ihIx  —  qdy  =  0  invariant  lässt,  dass  sie 
eine  Berührungstransformation  des  Raumes    x,  y,  z    ist. 

Giebt  es  denn  aber  Functionen  Sl  von  der  eben  vorausgesetzten 
Beschaffenheit? 

Die  Gleichungen  (13)  sind  dann  und  nur  dann  nach  x^^  y^,  z^, 
p^,  q^    auflösbar,  wenn  die  Gleichungen: 


(14)  ß  =  0,       p 


sich  nach  x-^,  y^,  z^  auflösen  lassen.  Hierzu  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  eine  gewisse  Determinante,  die  man  nach  bekannten 
Regeln  bilden  kann,  nicht  vermöge  Sl  =  0  verschwindet.  Da  nun 
diese  Determinante  nicht  für  jedes  ^  identisch  null  ist,  wie  man  sich 
leicht  überzeugt,  so  sind  die  Gleichungen  (13)  im  Allgemeinen  sicher 
nach  x^,  y^,  z^,  2h >  Qi  auflösbar.  In  derselben  Weise  erkennt  man, 
dass  sie  im  Allgemeinen  auch  nach    x^  y,  z,  p,  q    auflösbar  sind. 

Später  bei  den  entsprechenden  Untersuchungen  für  beliebig  viele 
Veränderliche  werden  wir  auf  die  Frage  nach  der  Auflösbarkeit  der 
Gleichungen  (13)  genauer  eingehen  und  werden  ähnlich  wie  in  der 
Ebene  (vgl.  S.  8  f.)  zeigen,  dass  Gleichungen  von  der  Form  (13),  welche 
nach  x^,  y^,  z^,  p^,  g^  auflösbar  sind,  auch  nach  x^  y,  z,  p,  q  auf- 
gelöst werden  können. 

Jedenfalls  haben  wir  den 

Satz  2.  Es  giebt  eine  unbegränzte  Anzahl  von  Berührungstrans- 
formationen : 

^1  =  ^(^,    ?/;    ^,  JP;    5);  Vi  =   Y,         Z,  =  Z,         p,  =  P,         q^  =  Q 

des  Raumes  x^  y,  Zy   aus  deren  Gleichungen  nur  eine  Belation  Sl  =  0 

zwischen    x,  y,  z^  x^,  y^,  z^    allein  folgt.     Alle  diese   Berührungstrans- 

4* 


da 

?jSI 

dx 

dy 

cä' 

<l  = 

dsi 

'dz 

'dz 
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formationen  lassen  sich  auf  die  Form  (13)  bringen,  wo  Sl  eine  gewisse 
Function  von   x,  y,  z,  x^,  y^^  z^    bezeichnet 

Beispiele.     Ist  ^  =  z  -{-  z^-{-  xx^  +  Wu  so  erhält  man  aus  (13) 
die  Transformation: 

welche  Legendre  zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  der 
Minimalflächen  benutzte. 

Ebenso    liefert:    i^  =  (rr  —  x^)x^  +  {y  —  y^yi  +  (^  ~  ^i)-^i    die 
Berührungstransformation : 


(IG) 


s  —  xp  —  yq 

__    X  4-  2pz^  __    y  +  2qz, 


Dass  übrigens  nicht  jede  Function  ß  auflösbare  Gleichungen  (13) 
liefert,  ist  leicht  zu  sehen;  ist  zum  Beispiel  ii  von  x^  frei,  so  kommt 
x-^^  in  den  Gleichungen  (13)  überhaupt  gar  nicht  vor  und  dieselben 
können  daher  jedenfalls  nicht  nach  x^,  y^,  z^  p^,  q^  aufgelöst  werden. 

Nunmehr  wenden  wir  uns  zur  Bestimmung  aller  Berührungstrans- 
formationen (8),  aus  deren  Gleichungen  gerade  zwei  unabhängige 
Relationen: 

^i(^;  y,  ^>  ^u  yiy  ^i)  =  0,         ^^{x,  y,  Z,  X,,  y,,  ^i)  =  0 
zwischen    x,  y,  z,  x^,  y^,  z^    allein  hergeleitet  werden  können. 

In  diesem  Falle  sind  die  sechs  Differentiale  dx,  dy^  dz,  dx^,  dy^^  dz^ 
durch  gerade  zwei  unabhängige  Relationen  verknüpft,  nämlich  durch 
die  beiden: 


(17) 


^dx  +  ^^dy  +  ^-.fd^  +  ^^dx,  +  ^fdy,  +  g^rf^,  =  0 


daher  muss  es  möglich  sein  drei  Grössen  q,  A^  und  /lg  derart  als 
Functionen  von  x,  y,  z,  p,  q  zu  bestimmen,  dass  die  Coefficienten 
entsprechender  Differentiale  in  den  beiden  Gleichungen: 

^^©'^-  +  --)  +  ^^&^-  +  ---)  =  o 

und: 

dz^  — Ä^^i  —  Qi^yi  —  Q(ß'^  — p^^  —  d^y)  =  ^ 

vermöge  (8)  einander  proportional  werden.    Das  giebt  fünf  Gleichungen, 
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aus  denen  wir  q  fortschaffen  können:  fügen  wir  dann  noch  die  beiden: 
Slj^  =  0   und   SI2  ^^  ^   hinzu,  so  erhalten  wir: 

3  aß,    ,    ^ß,  ds\  cSl, 

(18) 

^    ^ ^  ex  '^    '^  ox  ^  oy    ~^    '^  dy 

ein  Gleichungensystem,  welches  durch  Elimination  des  Quotienten  -^ 
in  ein  mit  (8)  äquivalentes  übergeht. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  jede  Berührungstransformation  (8)  von 
der  hier  untersuchten  Art  sich  in  der  Form  (18)  darstellen  lässt. 

Umgekehrt  leuchtet  ein:  sind  zwei  unabhängige  Functionen  ii^ 
und  1^2   so   beschaffen,  dass   die  Gleichungen    (18)   sich  sowohl  nach 

"T"?  ^1?  2/1?  ^1;  i^iJ  Ö'i  ^Is  ^2iQh  — ,  ÄJ,  y,  ^,  jp,  g  auflösen  lassen,  so 
stellen  die  durch  Auflösung  erhaltenen  Gleichungen  eine  Berührungs- 
transformation dar;  vermöge  (18)  erhält  ja  die  Gleichung: 

^.(S<^-  +  ---)+^^(S'^-  +  ---)  =  o 

die  charakteristische  Form: 

dz^  —p^dXi  —  q^dpi  —  Q{iU  —  pdx  —  qdy)  =  0, 
wo  Q  den  Werth  hat: 


Q  == 


-  aßi  ,  .  aß« 

Nicht  jedes  Paar  von  unabhängigen  Functionen  Sl^j  Sl.^  liefert 
auflösbare  Gleichungen  (18),  denn  sind  zum  Beispiel  Sl^  und  Sl^  beide 
von  Xi  frei,  so  kommt  Xj^  in  den  Gleichungen,  welche  man  aus  (18) 

durch  Elimination  von  y-   erhält,  gar  nicht  vor  und  eine  Auflösung 

nach  x^j  2/1?  ^d  Pi>  Q.i  ist  daher  nicht  möglich. 

Andrerseits  kann  man  aber  auch  Functionenpaare  iß^,  ißg  angeben, 
welche  in  (18)  eingesetzt  wirklich  Berührungstransformationen  liefern. 
Später  werden  wir  zeigen,  dass  dies  auf  unbegränzt  viele  Weisen 
möglich  ist;  hier  genüge  ein  Beispiel: 

Setzt  man  ^i^  =  ^  +  ^1  +  xx-^ ,  ^2  =  y  —  y^,  so  erhält  man  aus  (18) 
die  schon  von  Eider  und  später  von  Ärnpere  betrachtete  Transformation: 
(19)    Xi=—i),     ^1  =  2/;     Zi  =  xp-0,     p^  =  -x,    q^=  —  q. 
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Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  3.     Jede  Berühnmgstransformation: 
x^  =  X(x,  y,  z,  p,  q),      y,=  Y,      z^  =  Z,     p,  =  I',      Qi  =  Q 
des  Hamms  x,  y,  z,  aus  deren  Gleichungen  gerade  zwei  unabhängige  Rela- 
tionen: >^i  =  0  und  ^2  =  0  ziüischen  x,  y,  z,  x^^  y^,  z^  allein  folgen,  Jcann 

dadurch  erhalten  werden,  dass  man  aus  den  Gleichungen  (18)  die  Grosse  ^ 

eliminirt  und  die  entstandenen  Gleichungen  nach  oc^,  y^  z^,  p^,  q^  auflöst. 
Endlich  können  wir  nach  S.  49  hinzufügen: 
Satz  4.     Jede  Berührungstransformation : 

^1  =  ^C^';   Vy   ^;  P,    (Z),         Vi  =    i";      ^i  =  Z,         P,  =  P,         q^  =  Q 

des  Baumes  x,  y,  z,   aus   deren   Gleichungen  gerade   drei  unabhängige 
Belationen  zwischen  x,  y,  z,  x^,  y^,  z^  allein  folgen,  ist  aus  einer  FimJct- 
transformation  des  Baumes  x,  y,  z  durch  Enveiterung  entstanden. 
Durch  Zusammenfassung  der  Sätze  2,  3,  4  erhalten  wir  das 
Theorem  6.     Es  giebt   drei   verschiedene   Arten   von  Berüh- 
rung stransfor  mationen: 

^1  ==  ^(^^  y,  ^;  P;  Q),  Vi  =  Y,  z^  =  Z,  Pi  =  P,  qi  =  Q 
des  Baumes  x,  y,  z,  erstens  solche,  aus  deren  Gleichungen  drei 
unabhängige  Belationen  zivischen  x,  y,  z,  x^,  y^,  z^  allein  folgen, 
dieselben  tverden  aus  den  Punhttr ans for mationen  des  Baumes 
X,  y,  z  durch  Enveiterung  erhalten,  zweitens  solche,  'welche  ge- 
rade zivei  unabhängige  Belationen  und  drittens  solche,  welche 
nur  eine  Belation  zwischen  x,  y,  z,  x^,  y^,  z^  allein  liefernd) 

§  14. 

Bei  Untersuchung  der  Berührungstransformationen  in  der  Ebene 
erwies  es  sich  als  zweckmässig  den  allgemeinen  Begriff  Elementmannig- 
faltigkeit einzuführen;  wir  bezeichneten  mit  diesem  Namen  jede  Schaar 
von  Linienelementen,  welche  entweder  aus  allen  Elementen  eines  Punktes 
oder  aus  allen  Elementen  einer  Curve  bestand.  Dadurch  wurden  wir 
der  Nothwendigkeit  überhoben  in  der  Ebene  zwischen  den  beiden 
Arten  von  Punktmannigfaltigkeiten,  den  Punkten  und  den  Curven  einen 
Unterschied  machen  zu  müssen:  Punkte  und  Curven  erschienen  nur 
als  die  beiden  Specialfälle  des  allgemeinen  Begriffs  Elementmannig- 
faltigkeit. 

Aehnliches  gilt  im  gewöhnlichen  Räume.    Auch  liier  ist  es  zweck- 


*)  Lie,  VerhandluDgen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1870  und  1871;  Math. 
Ann.  Bd.  V. 


Die  Berührungstransformationen  des  gewöhnlichen  Raumes.  55 

massig  den  Begriff  Elementmaniiigfaltigkeit  einzuführen.  Die  drei  Arten 
von  Punktmannigfaltigkeiten  des  Raumes:  Punkte,  Curven  und  Flächen 
sind  besondere  Fälle  dieses  allgemeinen  Begriffs. 

Eine  continuirlicJie  Schaar  von  Flächenelementen  des  getvöJmlichen 
Baumes  heisst  eine  Elementmannigfaltigheit,  wenn  das  GleicJmngenr 
System  zwischen  x,  y,  Zj  p,  q^  durch  welches  die  Schaar  dargestellt  wird^ 
der  Ffaff sehen  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  ==  Q  genügt  Enthält  die 
betreffende  Schaar  gerade  oo'i  verschiedene  Flächeuelemente,  so  reden 
wir  wohl  auch  kurz  von  einer  Element-Mq.*) 

Was  giebt  es  nun  für  verschiedene  Arten  von  Elementmaunig- 
faltigkeiten  ? 

Ein  Gleichungensystem:  W^{x,  y,  z,  p,  q)  ==  0,  W^  =  0,  ■  -  -, 
welches  der  Pfaffschen  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0  genügt,  muss 
mindestens  eine  Relation  zwischen  x,  y,  z  allein  liefern  (vgl.  Seite  42  f.). 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  dass  aus:  IFj  =  0,  •  •  •  nur  eine 
Relation:  0{Xj  y,  z)  =-  0  zwischen  x,  y,  z  allein  folgt.  Hier  sind 
dx,  dy,  dz  nur  durch  die  eine  Relation: 

i^dx  +  ^^dy  +  p  -  dz  =  0 

verknüpft;  diese  Relation  muss  daher  für  alle  Werthsysteme  ^,  y/,  ^, 
2),  g,  welche  IF^  =  0,  •  •  •  befriedigen,  mit  der  Pfaffscheu  Gleichung: 
dz  —  pdx  —  qdy  =  0  äquivalent  sein,  das  heisst  es  müssen  vermöge: 
1^^  =  0,  •  •  •  die  Gleichungen: 

d^         d^         c^ 

dz    dx  c ij 

1^  ~~  1?  q 

bestehen,  welche  wir  auch  schreiben  können: 

d^  d^ 

(20)  P--§,      .=--11; 

dz  'dz 

es  ist  ja  nämlich  einleuchtend,  dass  0  nicht  von  z  frei  sein  kann. 
Nun  aber  kann  das  System:  W^  =  0,  •  "  in  uusrem  Falle  höchstens 
drei  von  einander  unabhängige  Gleichungen  enthalten,  es  muss  daher 
mit  den  vereinigten  Gleichungen:  0  =  0  und  (20)  äquivalent  sein-, 
wirklich  bilden  ^  =  0  und  (20)  zusammengenommen  ein  Gleichungen- 
system, welches  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  pdx--  qdy  =  0  erfüllt, 


*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1871  und  1874;  Math. 
Ann.  Bd.  V  und  IX;  Göttinger  Nachrichten  1872. 
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und  zwar  thun  sie  das,  welche  Function  von  x,  y,  z  man  auch  für  ^ 
einsetzen  mag;  nur  darf  ^  nicht  von  z  frei  sein. 

Die  Elementmannigfaltigkeit,  welche  durch  die  vereinigten  Glei- 
chungen: 0  =  0  und  (20)  dargestellt  wird,  besteht  aus  den  oo'^^  Ele- 
menten X,  y,  z,  p^  g,  deren  Punkte  auf  der  Fläche  0  =  0  liegen, 
während  ihre  Ebenen: 

die  zugehörigen  Tangentialebenen  dieser  Fläche  sind,  sie  besteht,  so 
können  wir  uns  kürzer  ausdrücken,  aus  allen  Elementen  der  Fläche 
^  =  ^-  Diese  Ausdrucksweise  entspricht  vollständig  derjenigen,  welche 
wir  in  der  Ebene  benutzten,  als  wir  von  den  Linienelementen  einer 
Curve  sprachen  (vgl.  S.  12). 

Demnach  gilt  der 

Satz  5.  Ergehen  die  Gleichungen  einer  Elementmannigfaltigheit  des 
Baumes  x,  y,  z  nur  eine  Belation:  0{x,  y,z)  =  0  zwischen  x,  y,  z  allein, 
so  Iwnnen  sie  die  Form  erhalten: 

(21)  H-,y,^)  =  0,       i.=  -||,      S  =  -§; 

dz  CZ 

die  betreffende  Elementmannigfaltigheit  besteht  aus  den  oo^  Elementen  der 
Fläche:  0  =  0. 

Die  Gleichungen  (21)  werden,  wie  oben  bemerkt,  unbrauchbar,  wenn 
die  Function  O  von  z  frei  ist;  also  bleiben  unter  den  Flächen  des 
Raumes  x,  y,  z  alle  Cylinder  ausgeschlossen,  deren  Erzeugende  zur 
Z'Axe  parallel  sind.  Es  hat  das  seinen  Grund  in  der  Beschaffenheit 
der  hier  benutzten  Elementcoordinaten  x,  «/,  z,  p,  q-,  dieselben  werden 
nämlich  für  alle  Elemente,  deren  Ebenen  zur  ^-Axe  parallel  sind,  un- 
brauchbar. Später  werden  Elementcoordinaten  eingeführt,  denen  dieser 
Mangel  nicht  anhaftet. 

Jetzt  zur  Bestimmung  aller  Elementmannigfaltigkeiten,  aus  deren 
Gleichungen  sich  gerade  zwei  unabhängige  Relationen  zwischen  x,  y,  z 
allein  ergeben. 

Befriedigt  das  Gleichungensystem:  W^  =  0,  W^  =  0  •  -  ■  die 
Pfaffsche  Gleichung:  dz—pdx  —  qdy  =  0  und  liefert  es  zwischen 
X,  y,  z  gerade  zwei  unabhängige  Relationen,  etwa: 

^i(^>  y,  ^)  =  0,  U^,(x,  y,  z)  =  0,   ' 

so   sind   dx,  dy,  dz  auch   durch   gerade   zwei  unabhängige  Relationen 
verknüpft,  nämlich  durch: 
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'dx  +  -7^  dl)  +  -7^  dz  =  0 


-?^dx  + 


w. 


dy  + 


dz 


^?/     «^    '     öz 

Diese  beiden  GleichuDgen  müssen  in  Verbindung  mit:  W^=Oj  Wg  =  0,  •  •  • 
die  Pfa£Fsehe  Gleichung:  ds  — pdx  —  qdij  =  0  nach  sich  ziehen-,  also 
muss  das  Gleichungensystem:  Tf^  =  0,  TTg  =  0,  •  •  •  ausser:  0^  =  0, 
0  jedenfalls  noch  diejenigen  Gleichungen  umfassen,  welche  sich  aus: 


O. 


(22) 


P 


67X 


dx 


—  1 


durch  Fortschaffung  von  A^  und  Ag  ergeben  (vgl.  S.  41). 

Es  seien  nun  umgekehrt  zwei   beliebige   unabhängige  Relationen: 

zwischen  ^,  -?/,  ^  allein  ecegeben.     Sind  dann  die  Gleichuno^en: 


(22-) 


1      ^^1        I       1 


^O; 


dx 


^  cy      '      ^  c^ 


a^, 


-1  =  A,^+A, 


^^2 


unter  einander  und  mit:  0^  =  0,  ^2  =  ^  verträglich,  so  ergiebt  sich 
aus:  ^1  =  0,  ^2  =  0  ^^^  (22')  durch  Fortschaffung  der  A  sicher  ein 
Gleichungensystem,  welches  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  pdx  —  (j[dy  =  0 
befriedigt  (vgl.  S.  43). 

Wenn  die  Determinante: 


dx 


nicht  vermöge 


Aehn- 


C^i  =  0,  02  =  ^  verschwindet,  so  lassen  sich  die  Glei- 
chungen: ^1  ==  0,  ^2  =  ^  ^^^  (22')  offenbar  nach  z,  x,  l^y  l^  und  ^ 
auflösen  und  sind  daher  jedenfalls  mit  einander  verträglich, 
liches  gilt,  wenn  die  Determinante: 

I   a^i 

I     dy 

nicht  vermöge:  ^^  ==  0,  ^2  =  0  verschwindet.  In  beiden  Fällen  er- 
giebt sich  aus:  ^^  =  0,  ^2  =  0  und  (22')  durch  Fortschaffung  der  A 
ein  dreigliedriges  Gleichungensystem: 


a^ 
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(22") 


\     P  ^  —  1 

^^1  d^^  d^^ 

D(x,  y,  3,  py  q)  =  \~Jx  Ty  "ä7 

I    d^,  d^,  g^a 

I     dx  dy  dz 


0, 


welches  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0  befriedigt.  Das- 
selbe liefert  augenscheinlich  zwischen  x,  y,  0  allein  nur  die  beiden 
unabhängigen  Relationen :  ^^  =  0,    ^2  =  0. 

Wenn  dagegen  z/^  und  z/^  beide  vermöge:  ^^  =  0,  0^  =  0  ver- 
schwinden, so  gilt  dasselbe  auch  von  -^-^  und  -^-^  und   die  letzte  der 

CS  V  Z 

Gleichungen  (22')  erhält  die  sinnlose  Form:  1=0;  in  diesem  Falle 
giebt  es  daher  kein  Gleichungensystem,  welches  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dz  —  pdx  —  qdy  =  0  befriedigt  und  zwischen  x,  y,  z  blos  die  beiden 
Relationen:  0^  =  0,    ^.^  =  0  liefert. 

Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich  Folgendes:  Jedes  Gleichungen- 
system, welches  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz — pdx  —  qdy  =  0  be- 
friedigt und  zwischen  x^  y,  z  nur  zwei  unabhängige  Relationen  liefert, 
enthält  drei  unabhängige  Relationen  von  der  Form  (22").  Darin  be- 
zeichnen 0j  und  0.,  ganz  beliebige  Functionen  ihrer  Argumente,  nur 
müssen  die  Gleichungen:  0^  =  0,  ^^  =  0  entweder  nach  z  und  x 
oder  nach  z  und  y  auflösbar  sein.  Enthält  nun  das  betreffende  Glei- 
chungensystem gerade  drei  unabhängige  Relationen,  so  lässt  es  sich 
auf  die  Form  (22")  bringen,  enthält  es  dagegen  deren  vier  —  eine 
grössere  Zahl  ist  von  vornherein  ausgeschlossen  —  so  kann  es  die 
Form: 

01  ==  0,       a>,  =  0,       B  =  0,       U(x,  y,  z,  p,q)  =  0 

erhalten,  wo  die  Function  TJ  nur  der  einen  Beschränkung  unterworfen 
ist,  dass  die  beiden  Gleichungen:  z:/ =  0,  U=0  nach  p  und  q  auf- 
lösbar sein  müssen. 

Das  Gleichungensystem:  0^  =  0,  CD^  =  0,  D  =  0  stellt  eine 
Element-ilfg  dar.  Jedes  Element  a;,  y,  z,  p,  q  derselben  hat  seinen 
Punkt  x,  yj  z  auf  der  Curve:  ^^  =  0,  ^c,  =  0,  seine  Ebene  aber  geht 
durch  die  zugehörige  Tangente  dieser  Curve;  denn  die  Gleichung  D  =  0 
sagt  aus,  dass  die  Ebene: 

mit  der  Curve:  O^  =  0,  ^^  =  ^  ^^^  beiden  unendlich  benachbarten 
Punkte:  x^  yj  z  und  x  -\-  dx,  y  -\-  dy,  z  -\-  dz  gemein  hat.  Unsere 
Element -iffg  enthält  überdies  alle  Elemente,  welche  zu  der  Curve: 
^1  =  0,    ^2  =  0    in    der    eben    geschilderten    Beziehung    stehen;    das 
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drücken  wir  kürzer  so  aus:  die  Element -M^:  C^^  =  0,  ^^^  =  0,  D  =  0 
besteht  aus  den  cx)'^  Elementen  der  Ctirve:    0^=0,    C^g  =  ö» 

Das  Gleichungensystem:  ^^  =  0,  0^  =  0,  B  =  0,  U  ==  0  stellt 
eine  Element-Mi  dar,  welche  von  den  oo^  Elementen  der  Curve  blos 
oo^  enthält  und  zwar  gehört  zu  jedem  Punkte  der  Curve  eines  dieser 
oo^  Elemente.    Ein  derartiges  Gebilde  nennen  wir  einen  Elementstreifen. 

Nunmehr  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Satz  6.  Ergehen  die  Gleichungen  einer  Elementmannigfaltiglieit  des 
Raumes  x^  y^  z  gerade  zwei  unabhängige  Relationen:  ^^  =  0,  O^  =  0 
zwischen  x,  y,  z  allein,  so  können  sie  entweder  die  Form  erhalten: 


(23)     0,{x,y,z)  =  O,     0,(x,y,z)==O,    D 


p 

g. 

—  1 

dx 

dy 

dz 

ex 

dy 

dz 

=  0 


oder  die  Form: 

^1  =  0,      a>,  =  0,       D  =  0,       U{x,  y,  z,p,  q)  =  0, 

ivo  U  nur  der  Beschränkung  untenvorfen  ist,  dass  die  beiden  Gleichungen : 
D  =  0,  U  =  0  nach  p  und  g  auflösbar  sein  müssen.  Im  ersten  Falle 
hat  man  es  mit  einer  Element -M2  zu  thun,  ivelche  von  den  00^^  Elementen 
der  Curve:  O^==0,  ^.^  =  0  gebildet  wird,  im  ziveiten  Falle  mit  einer 
Element-M^  und  zivar  mit  einem  sogenannten  Elementstreifen.  Bas  zivei- 
gliedrige  Gleichungensystem  ^^==^0,  0.^  =  0  miiss  z  enthalten,  ist  aber 
sonst  keiner  Beschränkung  untenvorfen. 

Noch  sind  alle  Elementmannigfaltigkeiten  zu  bestimmen,  aus  deren 
Gleichungen  drei  unabhängige  Relationen: 
(24)  X  =  a,        y  =  b,         z  =  c 

zwischen  x,  y,  z  allein  folgen. 

Das  Gleichungensystem  (24)  ergiebt:  dx  =  dy  =^  dz  =  0,  es  be- 
friedigt also  an  und  für  sich  schon  die  Pfaffsche  Gleichung.  Dasselbe 
gilt  von  dem  Gleichungensystem: 

x  =  a,         y  =  b,         z  =  c,         V{p,q)  =  0, 
welche  Function  von  p  und  q  auch  das  V  sein  mag.     Dieses  Ergebniss 
drücken  wir  so  aus: 

Satz  7.  Ergeben  die  Gleichungen  einer  Elementmannigfaltigkeit  des 
Raumes  x,y,  z  gerade  drei  unabhängige  Relationen:  x  =  a,  y  =  b,  z  =  c 
Zwischen  x,  y,  z  allein,  so  können  sie  entweder  die  Form: 


y 


=  b,         z  =  c 


erhalten  oder  die  Form: 

x  =  a,         y  =  b,         z  =  c,         V(p,q)=-0 
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WO  die  Function  V  (janz  Miebig  ist.  Im  ersten  Falle  hat  man  es  7mt 
einer  Element -M^  zu  thun,  tvelehe  von  den  oo^  Elementen  des  FunJdes: 
00  =  a,  tj  =  h,  z  =  e  gebildet  wird^  im  zweiten  Falle  mit  einer  Ele- 
ment-M^^  welehe  aus  oo^  von  den  oo^  Elementen  dieses  FunUes  besteht. 

Uns  werden  hier  meistens  nur  die  Element-ilig  des  Raumes  x,  ?/,  z 
beschäftigen,  deshalb  stellen  wir  jetzt  noch  einmal  besonders  zusammen, 
was  wir  über  dieselben  gefunden  haben: 

Theorem  7.  Im  gewöhnlichen  Baume  giebt  es  drei  verschie- 
dene Arten  von  Element-M^,  jede  Element-M^  der  ersten  Art  be- 
steht aus  allen  Elementen  einer  Fläche^  jede  von  der  zweiten 
aus  allen  Elementen  einer  Curve,  jede  von  der  dritten  aus  allen 
Elementen  eines  Funhtes^) 

Es  ist  für  später  von  Wichtigkeit  zu  wissen,  ob  es  ausser: 
dz  —pdx  —  qdy  =  0  noch  eine  andere  Pfaffsche  Gleichung  giebt,  welche 
von  allen  Element-ilfg  des  Raumes  x,  y,  z  befriedigt  wird. 

Wird  die  PfafPsche  Gleichung: 

(25)  a(x,  g,  z,p,  q)dx  +  hdy  +  zdz  +  ^dp  +  ^{x,  y,  z,p,  q)dq  =  0 
von  allen  Element -itfg  erfüllt,  so  genügen  ihr  insbesondere  alle  Glei- 
chungensysteme von  der  Form: 

(26)  ._F(.,y)  =  0,        i>-g  =  0,        2-f  =  0, 

welche  Function  von  x  und  y  auch  das  F  sein  mag.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Gleichung  (25)  bei  beliebig  gewähltem  F  vermöge  der  ver- 
einigten Gleichungen  {2Q)  und 

besteht,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  die  Gleichung: 
(a  +  p:  +  pg  +  qg;)c?^  + 

+  (^  +  2^  +  ^S^  +  n5)'^y  =  o 

für  alle  Zahlenwerthe  der  Grössen: 

d^F        d^F        d'F      -, 
^.  y,  ^,  Ih  Q,     ä^,     ^-^^,     -^-^,  dx,  dy 

identisch  erfüllt  ist.     Demnach  erhalten  wir: 

P  =  0,      q  =  0,      a+pc  =  0,      b -f  gc  =  0 

*)  Lie,   Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1871  und  1874;   Göt- 
tinger Nachrichten  1872;  Math.  Ann.  Bd.  V  und  IX. 
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und  erkennen,  dass  die  Pfaffsche  Gleichung  (25)  mit  der  Gleichung: 
ds  —  pdx  —  qdy  =  0  äquivalent  ist.     In  Worten: 

Satz  8.  Die  Gleichung:  d^  —  pdx  —  qdy  =^  0  ist  die  einzige  Ff  äff  sehe 
Gleichung,  welche  von  allen  Element-M^  des  Baumes  x,  y,  z  befriedigt 
wird,  sie  ist  sogar  die  einzige  Pfaffsche  Gleichung,  welcher  alle  Element-M^ 
von  der  besonderen  Form: 

z  -  Fix,  y)  =  0,       p  -  t^  =  0,       q-^J^  =  0 
genügen. 

§  15. 
Führen   wir  auf  eine  Element -il/g   eine  Berührungstransformation 
aus,  so  erhalten  wir  stets  wieder  eine  Element-ilifg. 

In  der  That,  es  mögen  die  Gleichungen: 
(27)  ^{x,  y,  z,  p,  q)  =  0,       X  =  0,       'F  =  0 

eine  Element -J/g  bestimmen,  es  befriedige  also  das  Gleichungensystem 

(27)  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0.  Wird  auf  (27) 
eine  Berührungstransformation  ausgeführt,  so  ergiebt  sich  ein  neues 
Gleichungensystem : 

(27')  0,(x,,  y,,  z„  p„  q,)  =  0,       X,  =  0,       ^^  ==  0, 

während  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0,  wie  wir 
wissen,  die  Form  erhält:  dz^  —  p^dx^  —  q^dy^  =  0.  Nach  S.  41  be- 
friedigt nun  (27')  die  transformirte  Pfaffsche  Gleichung,  also  stellt  (27') 
wiederum    eine  Element-ilifa   dar.     Das    aber  war  unsere   Behauptung. 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  die  oo^  Elemente  einer  Fläche  bei  einer 
Berührungstransformation  entweder  in  die  cx)^  Elemente  einer  Fläche 
übergehen  oder  in  die  Elemente  einer  Curve  oder  in  die  eines  Punktes, 
mit  anderen  Worten:  bei  einer  Berührungstransformation  verwandelt  sich 
eine  Fläche  entweder  wieder  in  eine  Fläche  oder  in  eine  Curve  oder  in 
einen  Punkt.  Dementsprechend  wird  eine  Curve  oder  ein  Punkt  bei  einer 
Berührungstransformation  entweder  zu  einer  Fläche  oder  zu  einer  Curve 
oder  zu  einem  Punkte. 

Dass  auch  jede  Element -itfj  bei  Berührungstransformation  sich 
wieder  in  eine  Element- Jf^  verwandelt,  liegt  auf  der  Hand;  es  genügt 
daher  die  Thatsache  zu  erwähnen. 

Es  liege  jetzt  umgekehrt  irgend  eine  Elementtransformation: 

(28)  X,  =  ;b;(x,  y,  z,  p,  q),     y,  =  H,     z^  =  Z,     p^  =  77,     q,  =  K 

des  Raumes  x,  y,  z  vor,  welche  jede  Element -Jlfa  i»  eine  Element -illfg 
überführt.  Wir  werden  nachweisen,  dass  dieselbe  eine  ßerührungs- 
transformation  ist. 
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Die  Transformation  (28)  verwandelt  insbesondere  jede  Element -Jf^ 
von  der  Form: 

(26)  z-F{x,y)=0,      ;,-g=0,       5-U=0 

in  eine  Element-illg;  führen  wir  daher  in  (2G)  vermöge  (28)  die  neuen 
Veränderlichen  x^,  y^j  ^i>  JPi?  (Zi  ^i^?  so  erhalten  wir  ein  Gleichungen - 
System: 

TJ^{x^,  y„  ^1,  p„  q,)  =  0,        U.,  =0,       U,  =  0, 

welches  die  Pfaifsche  Gleichung:  ^^j  —  p^dx^  —  Qidy^  =  0  befriedigt; 
das  gilt  ganz  unabhängig  von  der  Beschaffenheit  der  Function  F(x,  y). 
Ersetzen  wir  daher  in:  d^^^ — p^dx^^  —  3'if^?/i  =ö  die  neuen  Veränder- 
lichen wieder  durch  die  alten,  so  bekommen  wir  (vgl.  S.  41)  eine 
Pfaffsche  Gleichung: 

dZj^—pj^dXj^  —  g[idy^  =  a{x,  y,  s,  p,  q)dx-{-  hdy-\-cd0-{-  )()dp-\-c\dq  =  0, 
welcher  alle  Gleichungensysteme  von  der  Form  (26)  genügen.  Nun 
ist  nach  Satz  8,  S.  61  die  Gleichung  d0 — pdx  —  qdy  =  0  die  einzige 
Pfaffsche  Gleichung  von  dieser  Beschaffenheit,  also  muss  vermöge  (28) 
eine  Relation  von  der  Form: 

d^^  —p^dx^  —  Qidy^  =  q{x,  y,  z,  p,  q)  .  (dz  — pdx  —  qdy) 
bestehen,  das  heisst,  die  Gleichungen  (28)  stellen  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  wirklich  eine  Berührungstransformation  dar. 

Aus  alledem  geht  hervor,  dass  die  Eigenschaft,  Element -ilfg  i^^ 
Element- Jfg  zu  verwandeln,  für  die  Berührungstransformationen  des 
Baumes  x,  y,  z  charakteristisch  ist.     Also: 

Theorem  8.  Die  Berührungstransformationen  des  Ramnes 
Xj  y,  z  lassen  sich  auch  definiren  als  diejenigen  Elementtrans- 
formationen dieses  Raumes^  welche  jede  Element-M^  tvieder  in 
eine  Element-M^  verwandeln.^) 

Ergeben  die  Gleichungen: 

(29)  x^  =  X{x,y,z,p,q),    y^=Y,    z,  =  Z,   p,==P,    qi=Q 
einer  Berührungstransformation  blos  eine  Relation: 

Sl{x,  y,  z,  x^,  ?/i,  z,)  =  0 
zwischen  x,  y,  z,  x^j  y^,  z^  allein,  so  führt  die  betreffende  Berührungs- 
transformation die  oo^  Flächenelemente   des  Punktes:   x  =  a,   y  ==  h, 
2  =  c  m  oo^  Flächenelemente  über,  deren  Punkte  x^y  y^,  z^  die  Fläche: 

(30)  Sl{a,  h,  c,  X,,  y,,  z,)  --=  0 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1873;  Math.  Ann. 
Bd.  VlII. 
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erfüllen;  da  nun  die  so  erhaltenen  Flächenelemente  nach  Theorem  8 
eine  Element -iltfg  bilden,  so  sind  sie  (Satz  5,  S.  56)  die  Elemente  der 
eben  geschriebenen  Fläche;  wir  sehen  also,  dass  unsre  Berührungs- 
transformation den  Punkt:  x  ==  a,  y  =  h,  z  =  c  in  die  Fläche  (30) 
überführt.     Dementsprechend  gehen  die  Elemente  der  Fläche: 

Sl{x,  y,  3,  0,,  \,  q)  =0 
in  die  Elemente  des  Punktes:    x^  =  a^,    y^  =  ^i?    ^i  ^  ^i    über. 

Liefert  andererseits  die  Berührungstransformation  (29)  gerade  zwei 
unabhängige  Relationen: 

a^{x,  y,  z,  x^,  y^,  ^i)  =  0,         Sl^(x,  y,  0,  x^,  y^,  s^)  =  0 
zwischen  x,  y,  z,  x^,  y-^^  ^^   allein,  so  führt  sie  die  oo^  Elemente  des 
Punktes:    x  ==  a^    y  =  hy    z  =  c    in  c»^  Elemente  über,  deren  Punkte 
die  Curve: 

^i(a,  b,  c,  x^,  y^,  z^)  ==  0,         ^.,(a,  h,  c,  x^,  y^,  z^)  =  0 
erfüllen,  also,  da  diese  00'^  Elemente  eine  Element -ilfg  bilden,  in  die 
00^   Elemente   der   eben   geschriebenen  Curve.     Dementsprechend   ver- 
wandeln sich   bei   der  betreffenden  Berührungstransformation  die  00'"^ 
Elemente  der  Curve: 

^i(^;  y,  ^,  «1,  h,  Ci)  =  0,         Sl,(x,  y,  z,  a^,  h^,  Ci)  =  0 
in  die  00^  Elemente  des  Punktes:    x^  =  a^,   y^  =  7;^,    ^i  =  c^- 

Erinnern  wir  uns  jetzt,  dass  im  ersten  Falle  die  Gleichung  5i  =  0 
die  betreffende  Berührungstransformation  vollständig  bestimmt  und 
dass  im  zweiten  Falle  die  beiden  Gleichungen:  Sl^  ==  0,  P^^  =  0  das- 
selbe leisten  (vgl.  Satz  2,  S.  51  und  Satz  3,  S.  54),  so  können  wir  sagen: 
Satz  9.  Ist  eine  Berührungstransformation  des  Baumes  x,  y,  z 
durch  die  eine  Gleichung: 

i^(a;,  y,  z,  x^,  y^,  z^)  =  0 
definirty  so  führt  sie  den  Punld:   x  =  a,    y  =  h,    z  =  c   in  die  Fläche: 
*ß(a,  h,  c,  x^,  y^,  ^i)  =  0  üler  und  die  Fläche:  .^(.t,  y,  z,  a^,  h^,  c^)  =  0 
in  den  Bunht:  x^  =  a^y.  y^  =  ^i?  ^1  =  ^^u"  ^^^  sie  dagegen  durch  die  beiden 
Gleichungen: 

Sl^{x,  y,  z,  x^,  ?/i,  z^)  =  0,         Sl.^{x,  y,  z,  x^,  y,,  z^)  ==  0 
definirtf  so  verwandelt  sie  den  PunJct:  x  =  a,  y  =  bj  z  =  c  in  die  Curve: 

P^{a,  b,  c,  x^,  ?/i,  z^)  =-  0,         a,{a,  b,  c,  x^,  y„  z,)  =  0 
und  die  Curve: 

Sl^(x,  y,  z,  «1,  b^,  cj  =  0,         5^2(^,  y,  z,  a^,  b^,  cj  =  0 
in  den  Funkt:   x^  =  a^,   y^  =  b^f   ^i  =  ^i- 
Beispiele.     Die  Gleichung: 

fl  =  z  +  z^-\r  XX,  +  yy,  =  0 
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definirt,  wie  wir  auf  S.  52  gesehen  haben,  eine  Berührungstransformation. 
Bei  dieser  Transformation  verwandeln  sich  die  Elemente  des  Punktes: 
X  =  a^   y  =  h,   z  =  c   in  die  Elemente  der  Ebene: 

(31)  z^  +  c  +  ax^  +  hy,  =  0 

oder  kürzer,  der  Punkt:  x  =  a^  y  =  ^,  ^  =  c  verwandelt  sich  in  diese 
Ebene.     Andererseits  geht  die  Ebene: 

(32)  ^  +  c,  +  a,x  +  \y  =  0 
in  den  Punkt:    x^  =  ein    ?/i  =  ?>i,    ^i  ==  q    über. 

Bedenkt    man,    dass    (31)    die    Polarebene    des    Punktes:    x  =  a^ 
y  =  b,   z  =  c   in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiten  Grades: 

2z  +  x^  +  y''  ==0 
ist  und  dass  die  Ebene  (32)  in  Bezug  auf  diese  Fläche  den  Punkt: 
^1  =  ^1?  y\  =  \y  ^1  =  ^1  zum  Pole  hat,  so  kann  man  einfach  sagen: 
hei  der  besprochenen  Berührung stransformation  verwandelt  sich  jcdefr  Punld 
in  seine  Folarebene  tmd  jede  Ebene  in  ihren  Pol  in  Bezug  auf  die  FUiche 
zweiten  Grades:    2z  -{-  x^  -\-  ?/  =  0. 


Ferner  definiren  nach  S.  53  auch  die  beiden  Gleichungen: 

z-\-  z^  +  xx^^  0,         y  —  y^  =  0 

eine  Berührungstransformation.     Bei  derselben  geht  der  Punkt:  x  =  a, 
y  =  b,    z  =  c   in  die  Gerade : 

^i  +  c  +  ax^  ==  0,         ?/i  —  h  =  0 
über.     Diese   Gerade   ist   der   Schnitt   der    Ebene,   welche   durch   den 
Punkt:    x  =  aj    y  =  ^,   z  =  c   parallel  zur  ^o;- Ebene  gelegt  werden 
kann,    mit   der   Polarebene   des   PunUes    in   Bezug    auf  den   Cylinder 
zweiten  Grades: 

2z  +  x^  =  0. 

Andererseits  geht  die  Gerade: 

3  +  c^  +  «1^  =  0,  y  —  a^  =  0 

in  den  Punkt:  x^  =  a^,  .Vi  =  ^?  '^'1=^1  über,  es  verwandelt  sich  also 

jede  zur  zx -Ebene  parallele  Gerade  in  einen  Punkt. 

§  16. 
Die  Entwickelungen  der  beiden   letzten  Paragraphen  wollen   wir 
dadurch  vervollständigen,  dass  wir  der  Pfaffschen  Gleichung: 

dz  —  pdx  —  qdy  =^  0 
eine    begriffliche   Deutung   geben.      Damit   erhalten   wir   zugleich   eine 
anschauliche   Vorstellung   von   dem   Wesen   der   Elementmannigfaltig- 
keiten. 


Die  Berührungstransformationen  des  gewöhnlichen  Raumes.  65 

Es  sei  eine  Schaar  von  oo'^  Elementen  des  Raumes  x,  y^  z  vor- 
gelegt, etwa  in  der  Weise,  dass  x,  ij^  z^  Pj  Ci  als  Functionen  einer 
unabhängigen  Veränderlichen  t  dargestellt  sind. 

Betrachten  wir  irgend  zwei  unendlich  benachbarte  Werthe  t^  und 
Iq  -\-  ^t  von  t  und  setzen  wir  nur  voraus,   dass   die  fünf  Differential- 

quotienteu   ^,    ^,    ^-f,    ^|,    g   für   t  =  t,   nicht    sämmtlich    ver- 

schwinden.  Den  Werthen  t^  und  t^^  -\-  ^t  entsprechen  zwei  unendlich 
benachbarte  Elemente:  x^y  y^^  Zq,  p^,  q^  und  x^  -f  z/.t,  •  •  •  q^ -{-  z^g, 
unsrer  Schaar.  Die  Punkte  dieser  beiden  Elemente  weichen  von  ein- 
ander um  eine  Grösse  von  der  Ordnung  des  /it  ab.  Um  eine  Grösse 
von  derselben  Ordnung  weicht  im  Allgemeinen  auch  der  Punkt 
Xq  +  ^x,    I/o  +  zJyj   Zq  -f-  zJlz    von  der  Ebene: 

S  —  ^0  =  i^ofe  —  ^o)  +  ^0(9  —  ^0) 
des  Elements    ä;^,  y^^  z^,  p^,  q^    ab;   denn  der  Ausdruck: 

^z~p^^x-q^^y, 

welcher  als  Mass  dieser  Abweichung  aufgefasst  werden  kann,  ist  im 
Allgemeinen  von  erster  Ordnung  in  z/^.  Es  kann  jedoch  vorkommen, 
dass  der  Ausdruck:  /Iz  —  p^/ix  —  q^^dy  von  der  zweiten  Ordnung  in 
Zit  wird.  Dann  weicht  der  Punkt  x^  +  /Ix,  y^  +  Jy,  z^  +  Zlz  von 
der  Ebene  des  Elements  x^,  y^,  z^,  p^,  q^  nur  um  eine  Grösse  ab, 
welche  unendlich  klein  ist  im  Vergleich  zu  der  Abweichung  der  beiden 
Punkte  Xq,  y^,  z^  und  x^^  +  zJx,  y^^  -f  zly,  z^  +  zJz  von  einander. 
Wir  sagen  in  diesem  Falle,  dass  die  beiden  Elemente  x^^J  y^,  Zq,  Pq,  q^ 
und  X(^  +  zix,  •  •  •    unsrer  Schaar  vereinigt  liegen. 

Diese  Definition  kann  die  folgende  schärfere  Fassung  erhalten: 

In  der  Schaar  der  00^  Elemente: 

x  =  cc{t),     y==ß(t),     z-=y(t),    p  =  7t(t),     q  =  %{t) 

liegt  das  Element  t^  mit  dem  unendlich  benachbarten  Elemente  t^^  -{-  zJt 
der  Schaar  vereinigt,  wenn  der  Ausdruck: 

dz  dx  dy 

~di        ^~di        ^  dt 

für  t=t,  verschwindet,  ohne  dass  ^,    ^,    ^,    "^ ,    ^i  alle  ßnf  für 

t  =  t^   den  Werth  Null  erhalten. 

Verschwindet   der   Ausdruck    ^^j—p-^  —  q-J~    für   alle   Werthe 

von  t,  so  bildet  die  in  Rede  stehende  Schaar  von  00 ^  Elementen  eine 
Element -i^f^;  demnach  liegt  in  einer  Element -TJfj  jedes  Element  mit 
dem  unendlich  benachbarten  vereinigt. 

Lie,   Theorie  der  Transformationsgruppen.    II.  5 
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Haben  wir  andrerseits  eine  Element- Tlf^^  so  bildet  jede  in  der- 
selben enthaltene  Schaar  von  cx)^  Elementen  eine  Element -ilfi  und  in 
dieser  liegt  jedes  Element  mit  dem  unendlich  benachbarten  vereinigt; 
wir  können  uns  daher  kürzer  auch  so  ausdrücken:  in  einer  Element- Jf^ 
liegt  jedes  Element  mit  jedem  unendlich  benachbarten  vereinigt. 

Dass  alle  Elemente  einer  Fläche  eine  Element-ilfg  bilden,  beruht 
darauf,  dass  von  der  Tangentialebene  dieser  Fläche  im  Punkte  x^  y,  z 
jeder  unendlich  benachbarter  Punkt  x  -{-  dx ,  y  +  dy ,  ^  +  ^^  der 
Fläche  nur  um  eine  Grösse  abweicht,  welche  unendlich  klein  ist  im 
Vergleich  zu  der  Abweichung  der  beiden  Punkte  ic,  y^  z  und  x  +  dx^ 
y-\-dyj  z -\- dz  von  einander.  Aehnliches  gilt,  wenn  die  Element- Jfg 
aus  allen  Elementen  einer  Curve  oder  eines  Punktes  besteht. 

Mit  Benutzung  des  Begriffs  der  vereinigten  Lage  zweier  unendlich 
benachbarter  Elemente  können  wir  die  Berührungstransformationen  des 
Raumes  x^y,  z  geradezu  definiren  als  diejenigen  Elementtransformationen ^ 
welche  unendlich  benachbarte  vereinigt  liegende  Elemente  in  ebensolche  über- 
führen,  ferner  eine  Elementmannigfaltigheit  als  eine  .solche  Schaar  von 
Elementeny  in  welcher  jedes  Element  mit  jedem  unendlich  benachbarten 
Elemente  der  Schaar  vereinigt  liegt. 

Der  früher  abgeleitete  Satz,  dass  eine  Berührungstransformation 
jede  Elementmannigfaltigkeit  in  eine  Elementmannigfaltigkeit  ver- 
wandelt, erscheint  als  selbstverständlich,  wenn  die  soeben  aufgestellten 
Definitionen  zu  Grunde  gelegt  werden. 

§  17. 

Haben  zwei  Element- ilfg  ®i^  "^^  ^^^^  ^^^  Element  gemein,  so  sind 
die  ihnen  entsprechenden  Punktgebilde  entweder  zwei  Flächen,  die  sich 
in  einem  Punkte  berühren,  oder  eine  Fläche  und  eine  Curve  von  der- 
selben Beschaffenheit  oder  eine  Fläche  und  ein  Punkt  auf  ihr  oder 
endlich  zwei  sich  schneidende  Curven.  Haben  dagegen  die  beiden 
Element -Jfg  gerade  c»^  Elemente  gemein,  so  entsprechen  ihnen  ent- 
weder zwei  Flächen,  welche  sich  längs  einer  Curve  berühren,  oder 
eine  Fläche  und  eine  auf  ihr  liegende  Curve,  (oder  eine  Fläche  mit 
einem  ihrer  Doppelpunkte)  oder  zwei  Curven,  die  sich  in  einem  Punkte 
berühren,  oder  endlich  eine  Curve  und  ein  Punkt  auf  ihr;  die  gemein- 
samen cx)^  Elemente  bilden   in  jedem   dieser  Fälle   eine  Element -Jf^. 

Führen  wir  nun  eine  Berührungstransformation  aus,  so  gehen 
zwei  Element-Jfg,  welche  ein  Element  oder  c»^  solche  gemein  haben, 
in  zwei  Element- ilif^  über,  die  in  derselben  Beziehung  stehen.  Folglich 
verwandelt  jede  Ber Öhrungstransformation  zwei  Flächen,  die  sich  in 
einem    Punkte   berühren,    entweder    in    zwei    Flächen    von   llerselben 
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Beschaffenheit  oder  in  eine  Fläche  und  eine  Curve,  die  sich  in  einem 
Punkte  berühren,  oder  in  eine  Fläche  und  einen  Punkt  darauf  oder 
in  zwei  sich  schneidende  Curven.  Dagegen  führt  sie  zwei  Flächen, 
die  sich  .längs  einer  Curve  berühren,  entweder  in  zwei  ebensolche 
Flächen  über  oder  in  eine  Fläche  mit  einer  Curve  darauf  oder  u.  s.  w. 

Jetzt  können  wir  uns  rein  geometrisch  klar  machen,  in  welcher 
Weise  eine  vorgelegte  Berührungstransformation  die  Punhtmsinmg- 
faltigkeiten  des  Raumes  transformirt. 

Zunächst  wollen   wir   annehmen,   dass   sich   aus   den  Gleichungen 
der  Berührungstransformation  nur  eine  Relation: 
Sl{x,  ij,  z,  x^,  y^,  s,)  =  0 
zwischen    x,  y,  z,  x^,  ?/i,  0^    allein  ableiten  lässt, 

Ertheilen  wir  x,  y,  z  die  festen  Werthe:  x^ ,  y^,  z^\  betrachten 
wir  also  die  00^  Elemente  x,  y^  z,p,  q  des  Punktes:  x  =  x^,  y  =  y^, 
z  =  z^,  so  erhalten  wir  als  Ort  der  entsprechenden  Elemente:  x^,  y^, 
^1)  Pi7  Qi    diö  Fläche: 

5^(^^  /,  ^«,  x^,  ?/i,  ^1)  =  0. 
Unsere  Berührungstransformation  verwandelt  demnaeli  den  FnnM  x^,  y*^,  z^ 
in  die  Fläche   ^(x^,  y\  z^,  x^,  y^,  ^,)  ==  0.     Umgekehrt  venvandelt  sie 
die  Fläche: 

^{x,  y,  z,  x^\  y,',  z,')  =  0 

in  den  PunJct:   x^  =  x^,   y^  =  y^,   z^  =  z^. 

Das  bemerkten  wir  ja  schon  in  Satz  9,  S.  63. 

Wollen  wir  zu  einer  beliebigen  Fläche:  (p{Xj  y^  z)  =  0  die  Punkt- 
mannigfaltigkeit ^)i{x^,  y\y  ^i)  =  ^j  '"  finden,  in  welche  sie  von  unsrer 
Berührungstransformation  übergeführt  wird,  so  können  wir  in  ver- 
schiedenen Weisen  verfahren. 

Ist  x^,  tfj  z^  irgend  ein  Punkt  der  Fläche  g?  =  0,  so  berührt  die 
Bildfläche:  ^{x^^  y^ ,  z^ ,  x^,  y^,  z^)  =  0  desselben  die  gesuchte  Punkt- 
mannigfaltigkeit 9Pi(^i,  ^1,  ^i)  =  0,  •••;  also  ist  die  letztere  nichts 
anderes  als  die  Umhüllungsfigur  der  c»^  Flächen: 

Sl{x',  y\  z\  x^,  y,,  ^i)==0, 
wo  die  drei  Parameter  x^y  y^,  z^   an  die  Bedingung:   q)(xPj  y'\  z^)  -=  0 
gebunden  sind.     Man  erhält  daher  die  gesuchte  Punktmannigfaltigkeit 
9)^  =  0,  •  •  •,    wenn   man   alle   zweireihigen  Determinanten   der   beiden 
Gleichungen: 

ga(xo ■....)  dsi  da    .  _ 


aß(a;«  ••• 

K) 

dx^ 

d^>{x\y\ 

z') 

68  Kapitel  3,  §  17. 

der  Null  gleich  setzt  und  aus  den  so  gefundenen  Relationen: 

dSl  cSl 

dy"  _  Wz^ 

d(p  d  cp 

a.^°                  dy"  dz^ 

mit  Hülfe  von  (p(x^,  y^^  z^)  =  0  und  5i(ic^  •  •  •  ^J  =  0  die  Grössen 
.T«,  ?/«,  ^^  fortschafft. 

Ein  anderes  Verfahren  ist  das  folgende: 

Die  gegebene  Fläche  (pix,  y^  z)  =  0  wird  von  gewissen  der  Flächen 
il{x,  y,  B,  x,o,  y,\  z,')  =  0 

berührt  und  diese  Flächen  gehen  bei  unsrer  Berührungstransformation 
in  die  Punkte  der  gesuchten  Bildmannigfaltigkeit  von  (p  =  0  über. 
Folglich  sind  die  Relationen,  welche  zwischen  x-^,  y^,  z^  bestehen 
müssen,  damit  die  Fläche  Sl{x  •  -  •  2^^^=^  die  Fläche  9  =  0  berührt, 
eben  die  Gleichungen  der  gesuchten  Punktmannigfaltigkeit.  Man  findet 
diese  Relationen,  wenn  man  x^  y,  z  aus  den  Gleichungen: 

d9A^'^j_z^  d_9^  aß 

dx  dy    dz 

dq>{x,  y,  z)  dcp  dcp  -* 

dx  dy  dz 

mit  Hülfe  von  cp{x,  y,  z)  =  0  und  ^(x  •  •  •  z^^)  =  0  eliminirt.  Das 
Ergebniss  ist  natürlich  dasselbe  wie  vorhin. 

Wir  können  endlich  rein  analytisch  zu  Werke  gehen. 

die 


0 


Unsre     Berührungstransformation     wird     dargestellt 

dur 

Gleichungen : 

(33) 

== 

da  ,      da      ,.      da  ,      da      „ 

Die  00^  Elemente  der  Fläche    9)  =  0    sind  definirt  durch: 

(34)     . 

p{x,y,,)  =  0,        ^l+p^l=0,        gl  +  q.Z- 

=  0 

Eliminirt  man  nun  aus  (33)  und  (34)  die  Grössen  ic,  ?y,  ^,  j9,  q,  so  erhält 
man  die  Gleichungen  der  Element -iltfg,  in  welche  die  Element- ilfg  iß^) 
übergeht.  Eliminirt  man  endlich  noch  p^  und  q^^  so  ergeben  sich  die 
Gleichungen  der  Punktmannigfaltigkeit,  in  welche  sich  die  Fläche 
(p  =  0  verwandelt.  Man  sieht  sofort,  dass  diese  Methode  auf  dieselben 
Rechnungen  führt,  wie  die  beiden  ersten. 

Ist  endlich  eine  Curve  vorgelegt,  so  findet  man  die  Punktmannig- 
faltigkeit, in  welche  sie  übergeht,  folgendermassen: 

Die  Curve  hat  mit  jedem  ihrer  oo^  Punkte  gerade  c»^  Elemente 
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gemein;  ihre  oo^  Punkte  verwandeln  sich  aber  in  cx)^  FUichen  der 
Schaar:  Sl(x^j  y^,  0^,  x^,  y^,  ^1)  =  0,  also  geht  die  Curve  über  in  die 
Umhüllungsfigur  dieser  c»^  Flächen. 

Umgekehrt  verwandelt  sich  die  Umhüllungsfigur  von  irgend  cjo^ 
Flächen  der  Schaar:   ^(x,  y^  s,  x^^  y^^  z^^  =  0   stets  in  eine  Curve. 

Beispiele.  Die  Berührungstransformation,  welche  durch  die 
Gleichung: 

Sl  =  z  -{■  z^'\-xx^-\-  yy^  =  0 

definirt  ist,  verwandelt,  wie  auf  S.  64  gezeigt  wurde,  jeden  Punkt 
X,  y,  3  in  seine  Polarebene  in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiten  Grades: 

2z  +  x'-\-y''  =  0. 
Infolgedessen  verwandelt  sie  überhaupt  jede  Punktfigur  in  ihre  Polar- 
figur in  Bezug  auf  diese  Fläche.  Im  Allgemeinen  geht  eine  Fläche 
wieder  in  eine  Fläche  über,  nur  die  abwickelbaren  Flächen  verwandeln 
sich  in  Curven,  die  Ebenen  insbesondere  in  Punkte.  Curven  gehen 
im  Allgemeinen  in  abwickelbare  Flächen  über,  nur  die  Geraden  ver- 
wandeln sich  in  Curven,  nämlich  wieder  in  Gerade. 

Man  sieht,  dass  die  betreffende  Berührungstransformation  nichts 
anderes  ist,  als  die  Ponceletsche  Transformation  durch  reciproke  Polaren, 
welche  übrigens   schon  vor  Foncelet  von  Legendre  benutzt  worden  ist. 

Auch  die  auf  S.  52  angegebene  Berührungstransformatiou  (16), 
welche  durch  die  Gleichung: 

(x  —  x^)x^  +  {y  —  yi)yi  +  (^  —  ^1)^1  =  0 

definirt  war,  ist  eine  sehr  bekannte  Transformation,  sie  verwandelt 
nämlich  jede  Fläche:  (p(x,  y,  0)  =  0  in  ihre  FusspunMfläche  in  Bezug 
auf  den  Coordinatenanfang. 

Untersuchen  wir  jetzt  eine  Berührungstransformation,  aus  deren 
Gleichungen  sich  gerade  zwei  unabhängige  Relationen 

Sl,(x,  y,  0,  x^,  y,,  0,)  =  0,         Sl^{x,  y,  0,  x,,  y,,  z^)  =  0 

zwischen  Xj  y^  0  und  x^,  y^,  z^  allein  ableiten  lassen. 

Den  Elementen  durch  den  Punkt  x^,  y^,  0^  ordnet  diese  Be- 
rührungstransformation  nach   Satz  9,  S.  63   die   Elemente    der   Curve: 

^,{x\  f,  .0«,  x„  y,,  0,)  =  0,        Sl,{x'  ...^0  =  0 

zu,  sie  verwandelt  also  den  PunJct  x^,  y^y  0^  in  die  soeben  genannte 
Curve;  dementsprechend  führt  sie  die  Curve: 

a,{x,  y,  B,  x,\  y,\  «,«)  =  0,         £l,ix  •  •  •  ^.»)  =  0 
in  den  Punkt  mit  den  Coordinaten  x^^\  y^^,  0^  über. 
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Die  oo'^  Punkte  x^,  if,  8^  einer  vorgelegten  Fläche  (pix,  y,  8)  =  0 
gehen  bei  unsrer  Berührungstransformation  in  oo^  Curven  über,  deren 
analytischer  Ausdruck  die  beiden  Gleichungen: 

ß,  ix",  f,  b\  x„y„  ^,)  =  0,         il.ix"--.  e,)  =  0 

sind,  in  welchen  zwischen  den  drei  Parametern  x^^  y^j  z^  die  Relation 
(p(a;^,  y^y  z^)  =  0  besteht.  Jede  dieser  c»^  Curven  berührt  die  Punkt- 
mannigfaltigkeit, in  welche  die  Fläche  g?  =  0  bei  der  Berühruugstrans- 
formation  verwandelt  wird,  folglich  liaben  unsre  oo^  Curven  eine  Um- 
hiillungsfigur  (Fläche,  Curve  oder  Funkt),  eben  die  Figur,  in  welche  die 
Fläche  9?  =  0  übergeht 

Man  kann  aber  auch  so  verfahren:  Unter  den  Curven  der  Schaar: 

il,{x,  y,  z,  x,",  y,\  .-,»)  =  0,         il,(x  ■  ■  ■  s,«)  =  0 

giebt  es  gewisse,  welche  die  Fläche  <p  =  0  berühren ;  dieselben  werden 
durch  Relationen  zwischen  den  Parametern  x^^,  y^,  z^^  definirt-,  bei 
der  Berührungstransformation  verwandeln  sich  die  betreffenden  Curven 
in  die  Punkte  derjenigen  Punktmannigfaltigkeit,  in  welche  die  Fläche 
qp  =  0  übergeht,  also  sind  die  eben  definirten  Relationen  zwischen 
x^,  y^,  z^  die  Gleichungen  dieser  Punktmannigfaltigkeit. 

Endlich  sei  eine  Curve  gegeben.  Dieselbe  hat  mit  jedem  ihrer 
cx)^  Punkte  c»^  Elemente  gemein,  die  Punktmannigfaltigkeit,  in  welche 
sie  übergeht,  ist  daher  die  Umhüllungsfigur  derjenigen  oo^  Curven,  in 
welche  sich  ihre  oo^  Punkte  verwandeln.  Oder  auch  so:  die  vorgelegte 
Curve  wird  von  gewissen  unter  den  Curven: 

(A)  il,{x,  y,  B,  x,\  y^\  «,»)  =  0,        il,{x  ■  ■  ■  g,")  =  0 

geschnitten;  diese  Curven  gehen  in  die  Punkte  der  Bildmannigfaltigkeit 
über,  man  erhält  also  die  Gleichungen  dieser  Mannigfaltigkeit,  wenn 
man  diejenigen  Relationen  zwischen  x^^\  y^^,  z^^  aufstellt,  welche  be- 
stehen müssen,  damit  die  Curve  (A)  die  vorgelegte  Curve  schneidet. 
Beispiel.  Die  Berührungstransformation,  welche  durch  die  beiden 
Gleichungen: 

Z  +  Z,+XX,=0,  y  —  y^=0 

definirt  wird  (vgl.  S.  53  und  S.  64),  führt  jeden  Punkt  in  eine  Gerade 
über;  eine  Curve  verwandelt  sie  im  Allgemeinen  in  eine  geradlinige 
Fläche,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  der  ^a;- Ebene  enthält; 
endlich  geht  eine  Fläche  in  die  Brennfigur  eines  gewissen  Strahlen- 
systems über,  also  im  Allgemeinen  wieder  in  eine  Fläche;  man  kann 
insbesondere  diejenigen  Flächen,  welche  in  Curven  übergehen,  sehr 
leicht  angeben. 
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Beinerkenswerth  ist  die  eben  besprochene  Berührungstransformation 
u.  A.  deswegen,  weil  sie  ein  -  eindeutig  ist. 

§  18.      , 
Zur  Vorbereitung  auf  die  Entwickelungen  des  nächsten  Kapitels 
wollen   wir   hier    einige   Bemerkungen    anfügen,   welche    sich   auf  das 
Problem    der    Integration    der    partiellen    Differentialgleichung    erster 
Ordnung: 

(35)  ^{x,y,,,     %,     |i)  =  0 

beziehen. 

Setzt  man,  wie  es  üblich  ist: 

dz  dz 

so  erhält  die  partielle  Differentialgleichung  (35)  die  Form 
(350  '  ^(x,y,  0,  p,  q)^0, 

und  das  FroUem  ihrer  Integration ^  wie  es  gewöhnlich  aufgefasst  wird, 
kommt  darauf  hinaus,  alle  Gleichungensysteme  von  der  Form: 

(36)  ,-F[x,y)  =  0,    ^-g  =  0,    'i  -  |f '  =  0 

ZU  bestimmen,  welche  die  Gleichung  (35')  umfassen.  Ist  ein  derartiges 
Gleichungensystem  gefunden,  so  wird  die  Gleichung  (35')  bei  der  Sub- 
stitution : 

identisch  erfüllt;  bei  derselben  Substitution  wird  aber  auch  die  Pfaff'sche 
Gleichung  d0  — pdx  —  qdy  ==  0  identisch  befriedigt. 

Das  Integrationsproblem  einer  Gleichung  (35)  kann  daher  durch 
das  allgemeinere  Problem  ersetzt  werden:  man  soll  alle  dreUjliedr'ujen 
Gleichungensysteme : 

^i(^';  2/;  ^;  P^  O)  =  0,      ^.,{x,  y,  0,  p,  q)  =  0,      0,{x,  y,  ß,  p,  q)=^0 

finden,  welche  die  Ff  äff  sehe  Gleichung:  ds — pdx  —  qdy  =  0  befriedigen 
und  dabei  die  Gleichung  (35')  umfassen;  geometrisch  ausgesprochen: 
Unter  den  oo^  Flächenelementen  x,  y,  z,  p,  q  des  Baumes  x,  y,  z  ist 
durch  die  Gleichung:  ^{x,yy  ZjPyq)  =  0  eine  Schaar  von  oo^  Elementen 
definirt;  man  soll  alle  Element- M2  finden,  deren  Elemente  dieser  Schaar 
von  00*  Eleinenten  angehören,  kürzer:  man  soll  alle  Element- M^  der 
Gleichung  (35')  finden. 

Um  den  Unterschied  zwischen  dieser  Formulirung  des  Integrations- 
problems und  der  gewöhnlichen  klar  zu  machen,  entwickeln  wir  zunächst 
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die  lutegrationstheorie  einer  linearen  partiellen  Differentialgleicliimg 
erster  Ordnung: 

(37)  X{x,  y,  z),p+  Y{x,  y,  z).q  —  Z{x,  y,  b)  =  0 

in  ihren  Hauptzügen. 

Unter  den  oo^  Elementen  rr,  y,  s^p,  q,  welche  die  Gleichung  (37) 
definirt,  betrachten  wir  die  oo^,  welche  einen  und  denselben  Punkt: 
X,  2/;  ^   haben.     Die  oo^  Ebenen: 

P(l  —  ^)  +  ^(l)  —  !/)  —  (S  —  ^)  =  0 
dieser  <x>^  Elemente  bilden  ein  Büschel,  dessen  Axe  die  Gerade: 

£  —  -^'      ^      ^  —  y     ^      h  —  ^  _ 

X{x,  y,  z)  Y{x,  y,  z)  Z{x,  y,  z) 

ist.  Denken  wir  uns  nun  jedem  Punkte  x,  y^  z  des  Raumes  die 
Axe  des  zugehörigen  Büschels  als  Fortschreitungsrichtung  zugeordnet, 
so  erhalten  wir  als  analytische  Definition  der  betreffenden  Fort- 
schreitun gsrichtungen  ein  simultanes  System  von  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen, nämlich  das  folgende: 

/t>o.  <^^ ^^       _dy dz 

^""^-^  X(a;,  2/,  z)         'Y{x;y,  z)  Z{x,  y,  z)  ' 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  jedes  Flächenelement  x,  y,  2,  p^  q  einer 
jeden  Integralcurve  dieses  simultanen  Systems  der  Gleichung  (37) 
genügt;  folglich  sind  die  c»^  Integralcurven  des  Systems  (38),  als  Ele- 
mentmannigfaltigheiten  aiifgefasst,  Element- M^  der  Gleichung  (37). 

Greift  man  unter  den  oo^  Integralcurven  von  (38)  nach  irgend 
einem  analytischen  Gesetz  oo  ^  verschiedene  heraus,  so  genügen  offenbar 
auch  alle  Elemente  der  von  diesen  c»^  Curven  gebildeten  Fläche 
wiederum  der  Gleichung  (37);  die  betreffende  Fläche  ist  daher  eine 
Element-lf2  der  Gleichung  (37). 

Das  stimmt  mit  dem  von  Lagrange  herrührenden  Satze,  dass  jede 
Fläche,  welche  von  oo^  Integralcurven  des  Systems  (38)  erzeugt  ist, 
eine  Integralfläche  der  partiellen  Differentialgleichung  (37)  ist.  Es 
wäre  jetzt  leicht  noch  den  ebenfalls  von  Lagrange  herrührenden  Satz 
zu  beweisen,  dass  man  in  dieser  Weise  alle  Integralflächen  von  (37) 
findet;  doch  wollen  wir  darauf  nicht  näher  eingehen. 

Wir  haben  gesehen,  dass  es  unter  den  Element- ülfg  einer  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (37)  immer  oo^  solche 
giebt,  die  als  Punktgebilde  betrachtet  Curven  sind;  es  sind  das  ja  die 
oo^  Integralcurven  des  simultanen  Systems  (38).*) 


*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1871;  Göttinger  Nach- 
richten 1872;  Math.  Ann.  Bd.  V. 
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Ist  umgekehrt  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
so  beschaffen,  dass  es  unter  ihren  Element- iltf2  ^^  Curven  giebt,  welche 
den  ganzen  Raum  erfüllen,  so  ist  diese  Differentialgleichung,  wie  man 
sich  leicht  überzeugt,  eine  lineare.  Das  Vorhandensein  von  oo^  der- 
artigen Element -üfg  ist  also  für  die  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  charakteristisch. 

Nach  Lagranges  Auffassung  gilt  eine  Gleichung  von   der  Form: 

F(x,  y,  z,  p,  q)  =  0 

nur  dann  als  eine  Differentialgleichung,  wenn  sie  wenigstens  eine  der 
beiden  Grössen:  j9,  q  enthält. 

Von  dem  Standpunkte  aus,  den  wir  hier  eingenommen  haben, 
erscheinen  die  von  p  und  q  freien  Gleichungen  mit  den  andern,  welche 
wenigstens  eine  der  beiden  Grössen  p^  q  enthalten,  vollkommen  gleich- 
berechtigt. Denn  auch  jede  Gleichung  von  der  Form:  F(x^  y,  8)  =  0 
bestimmt  unter  den  <x>^  Elementen  des  Raumes  eine  Schaar  von  oo'^, 
nämlich  die  Schaar  aller  Elemente,  deren  Punkte  auf  der  Flüche: 
F{Xy  y,  2)  =  0  liegen.  Aber  allerdings  sind  die  Gleichungen  von  der 
Form:  F(x,  y,  ^)  =  0  insofern  ausgezeichnet,  als  man  für  jede  solche 
Gleichung  ohne  Weiteres  alle  ihre  Element- ilig  angeben  kann.  Eine 
Element- Jfg  der  Gleichung  F{x,  y,  £)  =  0  ist  nämlich  erstens  die 
Fläche:  F{Xj  y,  z)  =  0,  ziveitens  jeder  Punkt  auf  dieser  Fläche  und 
drittens  jede  Curve  dieser  Fläche.  Es  leuchtet  ein,  dass  damit  alle 
Element -il[£j  der  Gleichung   F{x,  y,  z)  ==0   angegeben  sind. 

Endlich  noch   einige  Bemerkungen   über   Systeme  von  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  im  gewöhnlichen  Räume. 
Ist  ein  zweigliedriges  Gleichungensystem  von  der  Form: 

(39)  F,(x,  y,  0,  p,  q)  =  0,      F,{x,  y,  z,  p,  q)  =  0 

vorgelegt,  so  sind  drei  Fälle  möglich:  entweder  ist  das  Gleichungen- 
system nach  p  und  q  auflösbar  oder  es  ist  zwar  nicht  danach  auf- 
lösbar, aber  es  enthält  doch  wenigstens  eine  der  beiden  Grössen  p^  q, 
oder  endlich  es  ist  überhaupt  von  p  und  q  frei. 

Betrachten  wir  zunächst  den  ersten  Fall  und  denken  wir  uns  die 
Auflösung  nach  p  und  q  ausgeführt: 

(40)  p  =  n{x,  y,  £),-       q  =  K{x,  y,  z). 

Diese  Gleichungen  definiren  oo^  Flächenelemente,  unter  denen  jedem 
Punkte  eines  zugeordnet  ist.  Wenn  nun  die  totale  Differential- 
gleichung: 

(41)  dz  —  Udx  —  Kdy  =  0 
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unbeschränkt  integrabel   ist,   so   besteht   eine  Identität   von  der  Form: 
dz  —  Tldx  —  Kdy  =  q{x,  y,  s)  .  d(p(x,  y,  2) 

und  die  Elemente  einer  jeden  der  oo^  Flächen:  (p(Xj  y,  0)  =  const.  er- 
füllen die  beiden  Gleichungen  (40);  anders  ausgesprochen:  die  oo^  Ele- 
mente, welche  durch  das  Gleichungensystem  (40)  bestimmt  sind,  ordnen 
sich  zu  00 1  Element-ilfg  zusammen.  Wenn  dagegen  die  totale  DifiFe- 
rentialgleichung  (41)  nicht  unbeschränkt  integrabel  ist,  so  lassen  sich 
die  besprocheneu  00^  Elemente  nicht  zu  00 ^  Element-ilfg  zusammen- 
ordnen. 

Wir  kommen  jetzt  zum  zweiten  Fall,  in  welchem  das  Gleichungen- 
system (39)  sich  auf  die  Form: 

(42)  ^{x,  y,  z)  =  0,       ^{x,  y,  z,  p,q)  =  0 

bringen  lässt,  wo  das  Sl  jedenfalls  eine  der  beiden  Grössen  j),  q  ent- 
hält. Die  Gleichungen  (42)  definiren  00^  Elemente,  deren  Punkte  die 
Fläche:  ^  =  0  erfüllen  und  zwar  gehen  durch  jeden  Punkt  der  Fläche 
00^  derartige  Elemente.  Bilden  nun  die  Ebenen  dieser  00^  Elemente 
jedesmal  ein  Büschel,  dessen  Axe  die  Fläche:  0  =  0  berührt,  so  giebt 
es  auf  der  Fläche:  ^  =  0  00^  Curven,  welche  in  jedem  ihrer  Punkte 
die  Axe  des  zu  dem  Punkte  gehörigen  Büschels  von  Elementen  zur 
Tangente  haben.  Die  so  definirten  00  ^  Cwrven  sind  dann  00^  Element -illfg, 
deren  Elemente  die  beiden  Gleichungen  (42)  erfüllen;  zugleich  ist  offen- 
bar die  Fläche:  0  =  0  selbst  eine  Element -Jfa  von  dieser  Beschaffen- 
heit, umgekehrt:  wenn  die  00^  durch  (42)  definirten  Elemente  sich 
zu  00^  Element -illfg  zusammenordnen,  so  sind  diese  Element -ilfg  noth- 
wendig  Curven,  welche  auf  der  Fläche  ^  =  0  liegen,  und  es  ordnen 
sich  in  Folge  dessen  die  00'^  besprochenen  Elemente  in  cx)^  Büschel, 
deren  Axen  die  Fläche:  0  =  0  berühren. 

Uebrig  bleibt  der  dritte  Fall,  in  welchem  das  Gleichungensystem  (39) 
p  und  q  gar  nicht  enthält  und  daher  die  Form  besitzt: 

(43)  F, {x,  y,  z)  =  0,      F,{x,  y,  £)  =  0. 

Die  oo^  Elemente,  welche  durch  (Jiese  Gleichungen  bestimmt  sind,  lassen 
sich  auch  definiren  als  diejenigen  cx)^  Elemente,  deren  Punkte  auf  der 
Curve:  F^  =  0,  F^^O  liegen.  Sie  ordnen  sich  immer  in  oo^  Ele- 
ment-Jfg  zusammen,  nämlich  die  cx)^  Punkte  dieser  Curve  sind  sämmt- 
lich  Element-Jfg,  welche  den  Gleichungen  (43)  genügen;  eine  solche 
Element -Jf2  ist  übrigens  auch  die  Curve:    F^  =  0,    F.;,  =  0    selbst. 

Endlich  bestimmt  ein  dreigliedriges  Gleichungensystem  von  der  Form : 
F^{x,  y,  z,  p,  q)  =  0,  F^{x,  y,  z,  p,  q)  =  0,  F^{x,  y,  z,  p,q)  =  0 
gerade  oo^  Elemente,  welche  natürlich  nur  bei  besonderer  Beschaffen- 
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heit  düi-  Functionen  F^,  F.,,  F^  eine  Element-Mg   bilden.     Diese  Ele- 
ment il^  ist  dann  entweder  eine  Fläche,  oder  eine  Curve  oder  ein  Punkt. 

§  19. 
Die  Gleichungen: 
(44)    x^  =  X(ix,  y,  0,  p,  q),    y,  =  Y,    z,  =  Z,    p,  =-  F,    q,  -  Q 
mögen  eine  Berührungstransformation  darstellen. 

Verstehen  wir  unter  a,  6,  c  irgend  welche  Constanten,  so  bestimmen 
die  Gleichungen: 

X(x,  y,  0,p,  q)=^a,       Y=h,       Z --=  c, 
diejenigen  oo^Flächenelemente,  welche  bei  der  Berührungstransformation 
(44)  in  die  oo^  Elemente  des  Punktes:  x^  =  a,   yi==h,    s^  =  c  über- 
gehen (vgl.  S.  62  f.),   sie  bestimmen  also  die  oo^  Elemente  einer  Ele- 
ment-illfg.     Damit  haben  wir  den 
Satz  10.     Ist: 
X,  =  X{x,  y,  3,  p,  q),     y,  =  Y,     z^==  Z,      p,  =  F,      q,  =  Q 
eine  Berührungstransformation   des  Baumes  x,  y,  0,   so  stellt  das  Glei- 
chungensystem : 

X{x,y,  z,  p,  q)  =  a,         Y=^l),        Z=c 

stets  eine  Element-M^  dieses  Baumes  dar,  tvelche  festen  Werthe  man  auch 
den  a,  &,  c  ertheilen  mag.  Diese  Flement-M^  ivird  von  der  Berilhrungs- 
transformation  in  den  PunU:  x^  =  a,   ^i  ==  &,   ^i  =  c  ilbcr geführt. 

Hiermit  haben  wir  eine  bemerkenswerthe  analytische  Darstellung 
für  die  oo^  Element -iltfg,  welche  von  der  Berührungstransformation  (44) 
in  die  oo^  Punkte  rr^,  y^,  0^  des  Raumes  übergeführt  werden.  Die 
betreffenden  00^  Element -J^g  sind  als  Punktgebilde  entweder  Flächen 
oder  Curven  oder  Punkte,  je  nach  der  Zahl  der  unabhängigen  Relationen 
zwischen  x,  y,  0,  x^,  y^,  0^  allein,  welche  aus  den  Gleichungen:  x^  =  X, 
y^=  Y,   0^  =  Z  durch  Elimination  von  p  und  q  folgen. 

Wir  zeigen  später,  dass  man  stets  eine  Berührungstransformation 
erhält,  wenn  man  c»^  Element -Jfg  des  Raumes  x,  y,  0  nimmt,  deren 
Elemente  x,  y,  0,  p,  q  keine  Relation  von  der  Form:  F(Xf  y,  0,  p^q)  =  0 
befriedigen,  und  wenn  man  diesen  00^  Element -illf^  die  oo^  Punkte 
x^y  2/i7  ^1  des  Raumes  nach  irgend  einem  analytischen  Gesetze  derart 
zuordnet,  dass  jeder  Element-iJfg  ein  Punkt  und  jedem  Punkte  eine 
Element -Mg  entspricht.  Es  giebt  dann  immer  eine  und  nur  eine  Be- 
rührungstransformation, welche  jede  der  gewählten  00^  Element- Jfg 
in  den  zugeordneten  Punkt  überführt. 

Den  Beweis  hierfür  werden  wir  später  bringen,  ebenso  die  Ableitung 
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gewisser  Differentialgleichungen,  durch  welche  die  Functionen  X,  Y,  Z, 
P,  Q  in  einer  beliebigen  Berührungstransformation  (44)  verknüpft  sind. 

§20. 

Hier  mögen  noch  einige  interessante  specielle  Theorien  angedeutet 
werden.*)     Dieselben   werden  aber  in  den  folgenden  Kapiteln  nicJit  lenutzt. 

Geht  bei  einer  Berühnmgstransformation  eine  bestimmte  Fläche  F 
wieder  in  eine  Fläche  1\  über,  so  entspricht  jedem  Punkte  von  F  ein  be- 
stimmter Punkt  von  F^,  jeder  Curve  auf  F  entspricht  also  eine  Curve  auf  F^. 
Man  kann  daher  zum  Beispiel  nach  allen  Berühruugstransformationen  fragen, 
bei  welchen  den  Haupttangentencurven  einer  Fläche  stets  die  Haupttangenten- 
curven  der  transformirten  Fläche  entsprechen. 

Bei  einer  Berührungstransformation  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
geht  jede  Gerade  g,  welche  auf  einer  Fläche  F  liegt,  in  eine  gewisse  Ele- 
ment-ilfg  01  über,  welche  die  transformirte  Fläche  F^  längs  einer  Haupt- 
tangentencurve  berührt.  Hieraus  lässt  sich  schliessen:  wenn  g^  eine  ganz 
beliebige  Fläche  (P^  längs  irgend  einer  Curve  berührt,  so  ist  diese  Curve 
eine  Haupttangentencurve  der  Fläche  O^.  Folglich  sind  die  g^  als  Punkt- 
mannigfaltigkeiten entweder  Ebenen  oder  gerade  Linien;  da  aber  den  oo'* 
Geraden  r;  oo*  verschiedene  g-^  entsprechen  müssen,  können  es  nur  gerade 
Linien  sein. 

Die  gesuchten  Berührungstransformationen  führen  also  Gerade  in  Ge- 
rade über,  und  zwar  Gerade,  die  sich  schneiden,  das  heisst,  die  ein  Element 
gemein  haben,  in  ebensolche.  Nun  hat  jede  Ebene  mit  oo^  verschiedenen 
Geraden  je  oo^  Elemente  gemein,  ebenso  jeder  Punkt;  ausser  den  Ebenen 
und  den  Punkten  aber  giebt  es  keine  Element-ilfg  von  dieser  Beschaffenheit. 
Folglich  verwandeln  die  gesuchten  Berührungstransformationen  entweder  die 
Punkte  in  Punkte  und  die  Ebenen  in  Ebenen  oder  die  Punkte  in  Ebenen 
und  die  Ebenen  in  die  Punkte,  kurz  wir  erhalten  blos  die  projectiven  und 
die  dualistischen  Transformationen: 

Satz  IL  Ordnet  eine  JBerühnmgstransformaüon  des  Baumes  x,  y,  z  den 
Haupttangentencurven  einer  jeden  Fläche,  welche  sie  wieder  in  eine  Fläche 
verwandelt^  stets  die  Haupttangentencurven  der  transformirten  Fläche  m,  so 
ist  sie  enttveder  eine  projective  oder  eine  dualistische  Transformation  dieses 
Raumes.**) 

Man  kann  weiter  nach  allen  Berührungstransformationen  fragen,  bei 
welchen  Krümmungslinien  in  Krümmungslinien  übergehen. 

*)  Vgl.  Lie,  Over  en  Classe  geometriske  Transformationer,  Verhandlungen 
der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1871  und  Ueber  Complexe  insbesondere  Linien-  und 
Kugel-Complexe,  Math.  Ann.  Bd.  V.  Diese  Abhandlungen  enthalten  eine  eingehende 
wenn  auch  kurzgefasste  geometrische  Theorie  der  Berührungstransformationen  des 
Raumes;  unter  Anderem  entwickeln  sie  die  Haupteigenschaften  einer  merkwürdigen 
Berührungstransformation,  welche  gerade  Linien  in  Kugeln  verwandelt.  Diese 
Transformation  und  die  Ponceletsche  Transformation  durch  reciproke  Polaren  sind 
die  wichtigsten  Berührungstransformationen  des  Raumes. 

**)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1871,  S.  107. 
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Zur  Beantwortung  dieser  Frage  beachte  man,  dass  auf  den  Kugeln 
jede  Curve  Krümmungslinie  ist,  und  dass  die  Kugeln  abgesehen  von  den 
Integralflächen  der  Differentialgleichung: 


+©■+(1)'=» 


die  einzigen  Flächen  sind,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen.  Da  es  nun 
keine  Curve  giebt,  welche  auf  allen  durch  sie  gehenden  Flächen  Krümmungs- 
linie ist,  und  da  andererseits  die  oo*  Kugeln  des  Raumes  keine  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  befriedigen,  so  kann  man  schliessen^ 
dass  die  gesuchten  Berührungstransformationen  jede  Kugel  in  eine  Kugel 
überführen. 

Wählt  man  die  Mittelpunktscoordinaten  a^  ß^  y  und  den  Halbmesser  r 
als  Bestimmungsstücke  einer  Kugel  und  sind  a^^  jS^,  y^,  r^  die  Bestimmungs- 
stücke  derjenigen  Kugel,  in  welche  die  Kugel  a,  j3,  7,  r  bei  einer  der  ge- 
suchten Berührungstransformationen  übergeht,  so  bestehen  Gleichungen  von 
der  Form: 

r^  ==i?(a,  ß,  y,  r). 

Da  ausserdem  beliebige  also  auch  unendlich  benachbarte  Kugeln,  welche  sich 
berühren,  in  Kugeln  von  derselben  Beschaffenheit  übergehen  sollen,  so  muss 
eine  Bedingungsgleichung  von  der  Form: 

da^^  4-  dß^^  +  dy;'  —  dr^  =  q{a,  ß,  y,  r)  .  (da^  +  dß'  +  dy^  —  dr') 

erfüllt  sein. 

Hieraus  kann  man  die  gesuchten  Berührungstransformationen  ohne 
Schwierigkeit  bestimmen,  doch  unterlassen  wir  die  weitere  Ausführung. 

Endlich  kann  man  alle  Berührungstransformationen  suchen,  welche 
Haupttangentencurven  in  Krümmungslinien  verwandeln. 

Ueber  diese  Transformationen  möge  hier  nur  bemerkt  werden,  dass  sie 
die  geraden  Linien  des  Raumes  in  die  Kugeln  überführen.  Man  erkennt 
das  sehr  leicht. 


Kapitel  4. 

Verallgemeinening  des  Problems  der  Integration  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung. 

Als  wir  von  der  Ebene  x^  y  zum  Räume  x,  y,  z  übergingen,  er- 
hielten wir  an   Stelle  der  Pfaffschen   Gleichung:    dy  —  y'dx  =  0    die 
allgemeinere:  d0  — pdx  —  qdy  ==  0.     Wir  gehen  jetzt  noch  weiter  und 
betrachten  bei  beliebigem  n  die  Pfaffsche  Gleichung: 
(1)  dz  —  PidXj^  —  •  •  •  — PndXn  ==  0. 
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§21. 

Die  erste  Aufgabe,  welche  wir  uns  stellen,  ist  die,  in  den  2n-\-l 
Veränderlichen:  ^,  rrj  •  •  •  ;r„,  Pi  •  ■  Pn  alle  Gleichungensysteme  zu  be- 
stimmen, welche  die  Pfaffsche  Gleichung  (1)  erfüllen. 

Wird  die  Pfaffsche  Gleichung  d^  —  p^dx^  _  .  .  .  _  p^dXn  =  0 
von  dem  Gleichungensysteme: 

(A)  W,{^,    X^   -"Xn,  Pi'  ••Pn)=0,        W.^  =  0,-- 

erfüllt,  so  besteht  sie  vermöge  der  vereinigten  Gleichungen: 

(B)  W,  =  0,   W,  =  0,  -•-,  dW,  =  0,  dW,  =  0,  •••. 

Möglich  ist  das  nur,  wenn  aus  (A)  mindestens  eine  Relation  zwischen 
0y  Xi-  •  •  Xn  allein  folgt,  denn  die  Coefficienten  der  Pfaffschen  Gleichung  (1) 
können  ja  nicht  sämmtlich  vermöge  (A)  verschwinden  (vgl.  S.  42  f.). 
Nehmen  wir  daher  an,  dass  aus  (A)  gerade  g  +  1  unabhängige  Re- 
lationen: 

V 

(2)  iii(^,    X^'   "Xn)  =  0,    "   ■    ^q-\-l{^,    X^"  'Xn)  =  0 

zwischen  ^,  x^  -  ■  -  Xn  allein  folgen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  umfasst  (A)  nach  S.  42  ausser  den 
Gleichungen  (2)  jedenfalls  noch  alle  die,  welche  aus: 


A,S+---  +  A,+i^^  =  -i>. 


cx.    '  '      ^^      dx. 

(/  ^  1  •  • .  «) 

durch  Fortschaffung  von  Aj  •  •  •  A,^_^i  entstehen.  Ferner  ist  das  Gleichungen- 
system: 5^1  (0,  ic)  =  0,  •  •  •  ii,^+i(^,  x)  =  0  nothwendig  nach  0  und  q  von 
den  X  auflösbar.  Enthielte  es  nämlich  0  gar  nicht  oder  nur  formell,  wäre 
es  also  mit  einem  von  0  freien  Systeme: 

0^{X^  '  "  Xn)  =  0,    •  •  •   0^+1(^1  .  .  .Xn)  =  0 

äquivalent,  so  würden  die  Gleichungen  (B)  zwischen  den  Grössen: 
Bj  x^-  '  ■  Xn,  Pi  '  •  •  Pn  und  den  Differentialen:  d^j  dx^  -  •  •  dXn  keine 
weiteren  Relationen  liefern  als  die  Gleichungen  (A)  und  die  Differential- 
gleichungen: dOy=0-"dOqj^i  =  0.  Diese  Relationen  aber  sind  von  dz 
frei  und  werden  durch  die  Substitution  Wi  =  0,dXy.=0  bei  beliebigem  dz 

erfüllt,  was  mit  der  Pfaffschen  Gleichung:  dz  — p^dx^ PndXn  =  0 

nicht  der  Fall  ist. 

Es  sei  nun  andrerseits: 

(2')  Jii(Z,   X^"-  Xn)  =  0,    .  .  •    P^,jJ^i(z,    X,   "  •  Xn)  =  0 
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ein  beliebiges  {q  +  l)-gliedriges  Gleichungensy stein,  welches  nach  z 
und  q  von  den  x^  also  etwa  nach:  z,  x^  -  ■  •  Xq  auflösbar  ist,  so  dass 
die  Determinante: 


jLj  '^   dz    dx^    "  '      dx^ 


nicht  vermöge  (2')  verschwindet.  Wir  denken  uns  (2')  wirklich  nach 
ßy  x^-  ■  '  Xq  aufgelöst  und  tragen  die  gefundenen  Werthe  in  die  n  -^  1 
Gleichungen: 


(3') 


dSl^  dSi  ,j 


ii  =  l...n) 

ein;  dann  werden  die  ^  +  1  ersten  der  so  erhaltenen  Gleichungen  nach 
Aj  •  •  •  Xq^i  auflösbar  sein,  und  zwar  werden  sie  A^  •  •  •  A^+i  als  Functionen 
von:  Xq^t---Xnj  Pi  •  ■  •  p,i  bestimmen.  Endlich  setzen  wir  die  ge- 
fundenen Werthe  von  A^  •  •  •  A,^+i  in  die  n  —  q  letzten  der  Glei- 
chungen (3')  ein  und  bekommen  auf  diese  Weise  auch  noch  Ausdrücke 
im  pq^i-  ■  '  Pny  so  dass  die  Gleichungen  (2')  (3')  nach  z,  x^  •  -  -  Xq^ 
K'-'h+T^^  Pq+i'--!Pn  aufgelöst  erscheinen.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Gleichungen  (2')  (3')  mit  einander  verträglich  sind;  sie  liefern  also 
(vgl.  S.  43)   bei  Fortschaffung  der  A  ein   Gleichungensystem,   welches 

die    Pfaffsche    Gleichung:    dz  — p^dx^ —  pndXn  =  0    befriedigt; 

zugleich  ist  klar,  dass  dieses  durch  Fortschaffung  der  A  entstehende 
Gleichungensystem  gerade  {n  -f  l)-gliedrig  sein  muss,  es  ist  ja  nach 
z,  x^  '  '  '  Xq,  2^q+i  '  •  •  Pn  auflösbar. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  ohne  Weiteres  alle  Glei- 
chungensysteme angeben,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  p^dx^  _  .  .  .  _  p^^dxn  =  0 
erfüllen. 

Soll  ein  Gleichungensystem  unsre  Pfaffsche  Gleichung  erfüllen,  so 
muss  es  jedenfalls  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  gerade  g  +  1  unabhängige 
Relationen : 

(2)  ßi(0,    X^-'-Xn)=-=0,    .  •   •    Slq^i{z,    X^'"Xn)  =  0 

zwischen  ^,  x^-  -  -  Xn  allein  liefern.  Dabei  kann  die  Zahl  q  einen  jeden 
der  n  -\-  l  Werthe:  0,  1,  2  •  •  •  w  haben  und  die  Functionen  ii^  •  •  -^q^i 
sind  keiner  anderen  Beschränkung  unterworfen,  als  dass  (2)  nach  z 
und  nach  q  von  den  x  auflösbar  sein  muss.    Ausser  den  Gleichungen  (2) 
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umfasst  das  betreffende  Gleichungensystem  jedenfalls  noch  die  n  —  q 
unabhängigen  Gleichungen : 

(4)        U^iZy  X^-"Xn,  Pr-  -Pn)  =  0,    •  •  •     Un-q{0,    X^  ■  ■  -  Xn,  Pi  '  '  -Pn)  =  0, 

welche  aus  (3)  durch  Fortschaffung  von  A^  •  •  •  kq^i  entstehen. 

Durch  Zusammenfassung  von  (2)  und  (4)  erhält  man  ein  (n  +  1)- 
gliedriges  Gleichungensystem,  welches  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  Pi  dx^  —  •  •  •  —  PndXn  =  0 
befriedigt  und  zwar  offenbar  das  einzige  (w  +  l)-gliedrige  Gleichungen- 
system dieser  Art,   welches  zwischen  z,  x^-  -  -  Xn  allein  blos  die  Glei- 
chungen (2)  liefert. 

Es  ist  ferner  klar,  dass  jedes  Gleichungensystem,  welches  (2)  und  (4) 
umfasst,  unsre  Pfaffsche  Gleichung  ebenfalls  befriedigt.  Da  andrerseits 
alle  Gleichungensysteme,  welche  diese  letztere  Eigenschaft  besitzen  und 
welche  zwischen  z^  x^  ■  -  ■  Xn  allein  nur  die  Relationen  (2)  liefern,  noth- 
wendig  (2)  und  (4)  umfassen  müssen,  so  sehen  wir,  dass  wir  alle  der- 
artigen Gleichungensysteme  erhalten,  wenn  wir  zu  (2)  und  (4)  ent- 
weder 0  oder  1,  oder  2,  •  •  •  oder  n—1  Relationen  zwischen,  z^x^-  -  -  Xny 
Pi-  '  'Pn  hinzufügen.  Diese  Relationen  sind  ganz  beliebig,  nur  müssen 
sie  unter  einander  und  mit  (2)  und  (4)  verträglich  sein  und  dürfen 
mit  (4)  zusammengenommen  keine  von  (2)  unabhängige  Relation 
zwischen  ^,  Xj^  ■  -  ■  x,^  allein  ergeben. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  1.  Will  man  in  den  2n  -\-  1  Veränderlichen  Zj  x^-  -  -  Xnj 
p^  ■  '  ' Pn  alle  Gleichungensysteme  hestimmen^  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 

(1)  dz  —  p^dx^  —  .  .  .  —  p^dXn  =  0 

befriedigen j  so  hat  man  folgendermassen  zu  verfahren:  Unter  q  verstehe 
man  eine  beliebige  der  Zahlen  0,  1  -  -  ■  n  und  unter  Sl^  •  -  ß^+i  irgend 
q  +  1  solche  Functionen  von  Zy  x^-  -  -Xn  allein^  dass  die  Gleichungen: 

(2)  5^l(^,    X^"'Xn)  =  0,    •  •  •    i^g+l(^,    X^'-  ■Xn)  =  0 

nach  z  und  nach  q  von  dm  x  auflösbar  sind.  Bann  findet  man  zunächst 
das  allgemeinste  (n  +  l)-gliedrige  Gleichungensystem  von  der  verlatigten 
BescJiaffenheit,  indem  man  zu  (2)  diejenigen  Gleichungen  hinzufügt,  welche  aus: 

(t  =  1 . .  .  n) 

durch  Fortschaffung  von  A^  •  •  •  A^+i  entstehen.  Alle  übrigen  gesuchten 
Gleichungensysteme  ergeben  sich,  ivenn  man  zu  dem  gefundenen  (n  +  1)- 
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gliedrigen  Gleichungensysteme  in  allgemeinster  Weise  solche  Belationen 
zwischen  0,  Xj^ --  •  Xn,  Pi  -  -  ■  Pn,  hinzufügt^  welche  sowohl  unter  einander  als 
mit  dem  (n  +  l)-gliedrigen  Systeme  verträglich  sind  und  tvelche  mit  diesem 
letzteren  zusammen  keine  von  (2)  unabhängige  Relation  zwischen  z,  x^-  -  -  x,, 
allein  liefern. 

Zu  einer  expliciteren  Form  der  besprochenen  Gleichungensysteme 
gelangen  wir,  wenn  wir  die  Gleichungen  (2)  in  aufgelöster  Form  zu 
Grunde  legen. 

Da  ^1  •  •  •  ^34.1  nicht  sämmtlich  von  z  frei  sind,  so  lässt  sich  das 
Gleichungensystem:  ^^  =  0,  •  •  •  i^^+i  =  0  immer  auf  die  Form  bringen: 

P  ~  ^^'^'^+'  '  '  ■  '^""^  ^  ^'       ''"'  ~  ^'  ^^"^+^  '  '  '  """")  ^  ^' 


X, 


'q  A  (^«5-1-1    •    •    •   ^a^)    —    0 


WO  a^  •  •  .  a,j  eine  gewisse  Reihenfolge  der  Zahlen  1  -  -  ■  n  bezeichnet. 
Bei  Benutzung  von  (2")  erscheinen  die  Gleichungen  (2),  (4)  in  der  Gestalt: 

(^  —  f=  0,  Xa,—f[==0,    •  •  •    Xa^  —  /;  =  0 

Demnach  können  wir  den  Satz  aussprechen: 
Satz  2.  Erfüllt  ein  Gleichungensystem  in  den  Veränderlichen  z,x^--'  x,„ 
Vi  '  '  ' P)i  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  ~  p^dx^ p,,dxa  =  0, 

50  liefert  es  mindestens  eine  Relation  zwischen  z,  x^-  -  -  x,,  allein.  Liefert 
es  gerade  g  +  1  unabhängige  Belationen  dieser  Art,  so  Jcann  man  die- 
selben stets  nach  z  und  q  von  den  x  auflösen: 

(2-)  Z  —  f(Xa^_^^  .  .  .  Xa^)  =  0,  X..  -  f\(X-a^^^^   •  •  •  X^^)   =  0 

(/=:!•    -.5). 

Das  Gleichungensystem  lässt  sich  dann  entweder  auf  die  Form: 

bringen,  wo  f,f'"  f^  beliebige  Functionen  ihrer  Argumente  bezeichnen, 
oder  es  enthält  ausser  den  Relationen  (4')  noch  gewisse  weitere  Relationen 
zwischen  z,  x^-'-x,,,  Pf-pn,  welche  vollhommen  beliebig  sind,  nur 
dass  sie  mit  einander  und  mit  (4')  verträglich  sein  müssen  und  dass 
sie  zusaynmen  mit  (4')  keine  von  (2")  unabhängigen  Relationen  zwischen 
z,  x^'  ' '  Xa  allein  ergeben  dürfen. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgrupiien.    Tl.  a 
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Die  Gleichungen  (4')  lassen  sich  in  einer  eleganten  Form  schreiben. 
Beachtet  man  nämlich^  dass  aus  (4')  die  Gleichung  folgt: 

und    bezeichnet    man    die    rechte    Seite    dieser    Gleichung    kurz    mit: 
^^^(^«5+1  •  •  •  ^-,P  P-^  '  •  '-^«J'  ^^  ^^'^'^^^  ^^')  ^'^  Gestalt: 


(5) 


^or,  Pa, 


Xa^Pa^-W{Xa^_^, 


Xui 


dW 


Xa^j 


Pu,.  = 


dW 

ex,. 


•^o 


Das  Gleichungensystem  (5)  befriedigt  demnach  die  Pfaffsche  Glei- 
chung (1),  wenn  W  eine  solche  Function  von  Xa^^^"-Xa^y  Pa^'-Pa^  ist, 
in  welcher  Pa,-  "  P^^  ^^^  linear  vorkommen.  Bemerkenswerth  ist  nun, 
dass  diese  Eigenschaft  des  Gleichungensystems  (5)  auch  dann  noch 
erhalten  bleibt,  wenn  W  eine  ganz  beliebige  Function  seiner  Argumente 
bezeichnet.     In   der  That,  wir   erhalten  aus  (5)   durch  Differentiation: 

dz  -  Pu.dXa, PaäX.     =dW+Xa,dpa,'] h  ^«^#a, 


7  W  ^  ^   ^ 

dW-j^^dp.^ 


Andererseits  aber  wird: 

also,  wenn  wir  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  abziehen: 
d0  —p^dx^ PndXn  =  dW—  dW=  0, 

womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist. 

Demnach  können  wir  den  Satz  2,  S.  81  folgendermassen  erweitern: 
Theorem  9.     Versteht  man  in  den  Gleichungen: 

dW 


(5) 


Z  —  XaJK 


X. 


'"«;   P^i 


■P.) 


dw 


d  TT 


-^"2+1  "  dx 


■«2+1 


__  dW 


unter  q  irgend  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  •  •  •  n,  unter  a^,  a.^-"  ccn 
irgend  eine  Reihenfolge  der  n  Zahlen  1,2-  -n,  endlich  unter  W 
eine  beliebige  Function  seiner  Argumente,  so  befriedigt  das 
{n-\-\)-gliedrige  Gleichungensystem  (5)  in  den  Veränderlichen: 
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^^  ^r^  •  •  •  Xn^  2h  '  '  ' Pn  stets  die  Pfaffsclie  Gleichung: 
dz  — p^dx^  —  •  •  •  — PndXa  =  0. 

Auf  die  Form  (5)  lässt  sich  jedes  {n-\-\.)-gliedrige  Gleichungen- 
system bringen,  tvelches  diese  Pfaffsche  Gleichung  erfüllt  und 
zwar  "kann  man  insbesondere  erreichen,  dass  W  eine  lineare 
Function  der  darin  vorlcommenden  p  wird. 

Das  allgemeinste  Gleichungensystem,  welches  überhaupt  die 
Ffaffsche  Gleichung  befriedigt,  erhält  man,  tvenn  man  zu  (5) 
oioch  0,  oder  1,  oder  2,  ■  ■  -  oder  n — 1  beliebige  unabhängige 
Relationen  zwischen   ^a  s^-  •  •  Xa^^,  Pa-^- •  -  Pa^    allein  hinzufügt.'^) 

§  22. 
Unter  den  Gleichungensystemen  in  z,  x^  -  -  ■  x^,  Pi  •  •  •  p».-,    welche 
die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  — p^dx^  —  •  •  — PndXn  =  0  erfüllen,  giebt 
es   insbesondere   solche,   welche   die   Gleichung  z  ==  0   umfassen.     Ist: 

^  ==  0,       lJ\  =  0,       f/,  =  0,  • .  • 
ein  System  dieser  Art  und  sind  die  Functionen   C/^,  ü^  •  •  •  sämmtlich 
von    z    frei,    was    sich   ja    immer   erreichen    lässt,    so    befriedigt    das 
Gleichungensystem:   U^=0,   Jj2=0,-''  augenscheinlich  die  Pfaffsche 
Gleichung: 
(6)  p^dx^  +  •  •  •  +  Pndx,,  =  0. 

Erfüllt  umgekehrt  ein  von  z  freies  Gleichungensystem: 

V^ix^  ■  "  Xn,    Pi-  ■  •  Pn)  =  0,        F2  =  0,    .  •  . 

die  Pfaffsche  Gleichung:  p^dx^  _|-  .  .  .  j^  p^^dx^^  =  0,  so  genügt  das 
System: 

0  =  0,       v,  =  o,       v,  =  o,  •-- 

der  Gleichung:    dz  —■  p^dx^  —  •  •  —  PndXn  =  0. 

Auf  Grund  dieser  Bemerkungen  ist  es  leicht,  alle  Gleichungen- 
systeme in  x-^  ■  '  •  Xn,  Pi  ■  '  '  p,i  anzugeben,  welche  die  Pfaffsche  Glei- 
chung:  p^dx^  +  •  •  •  -{-  piidxn  =  0    befriedigen. 

Liefert  ein  Gleichungensystem  dieser  Art  keine  Relation  zwischen 
den  X  allein,  so  umfasst  es  die  n  Gleichungen: 

i^i  =  0,  •  .  .  p,  =  0 
und  enthält  auch  keine  weiteren.    Liefert  es  andererseits  zwischen  x^---Xa 
allein  gerade  q  unabhängige  Relationen: 
(T)  ^^{x,  •  ■  .  X,)  =  0,  .  •  •  9.,{x,  .  . .  X,)  =  0, 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  1874,  S.  201  und  207; 
vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  IX. 

6* 
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SO  umfasst  es  ausser  (7)  zugleich  noch  die  n-  q  unabhängigen  Gleichungen, 
welche  aus: 

(8)  A,^  +  ...  +  A,^;^  =  ,,, 


durch  Fortschaffung  der  X  entstehen.  Weitere  Gleichungen  braucht  es  nicht 
zu  enthalten,  doch  Jiann  es  welche  enthalten;  die  sind  dann  vollkommen 
willkürlich,  nur  müssen  sie  unter  einander  und  mit  den  bisher  gefundenen 
Gleichungen  verträglich  sein  und  dürfen  mit  diesen  zusammen  keine  von: 
^1  =  0,  •  •  •  Slg  =  0  unabhängigen  Relationen  zwischen  x^  -  ■  -  Xn  allein 
ergeben.  Es  liegt  endlich  auf  der  Hand,  dass  die  Form  des  q-gliedrigen 
Gleichungensystems:  ^^^  =  0,  •  •  •  <^i,^  =  0  gar  keiner  Beschränkung  unter- 
worfen ist. 

Bequem  ist  es  die  Gleichungen  (7)  in  aufgelöster  Form  zu  Grunde 
zu  legen.  Die  Bestellung,  welche  sich  auf  diese  Weise  für  die  in 
Rede  stehenden  Gleichungensysteme  ergiebt,  wollen  wir  in  einem  Satze 
mittheilen: 

Satz  3.  Befriedigt  ein  Gleichungensystem  in  den  2n  Veränderlichen 
x^  ■  '  ■  Xn,  Pi-  ■  'Pn  die  Pf  äff  sehe  Gleichung:  p^dx^  -j-  .  .  .  -^  p^^x^  =  0 
und  liefert  es  zwischen  den  x  allein  gerade  q  unabhängige  Eelationen: 

SO  kann  es  entweder  die  Form  erhalten: 


(9) 


—  9i   =  0,    •  •  •    Xa^^  —  (p^j   =  0 


CCp  CCp 

Pa,  +  Pa.^—  +   "-+Va-^^'    =0, 


(v  =  5  +  1  .  .  .  /.) 


WO  cpi  •  ' '  (Pq  beliebige  Functionen  ihrer  Argumente  bezeichnen,  oder  es  um- 
fasst ausser  den  Gleichungen  (9)  noch  gewisse  weitere  Relationen  zwischen 
Pu  ^  '  •  Pa  1  ^a,  1  i  •  •  •  ^</,j  allein;  diese  Relationen  sind  ganz  beliebig,  nur 
dürfen  sie  keine  Gleichung  zwischen  ^a  i  ^  •  •  •  Xa^  allein  ergeben.^) 

Beschränkt  man  sich  daher  unter  den  Gleichungensystemen,  welche 
die  Pfatfsche  Gleichung:  p^dx^  -{-...  -{-  p^dXn  =  0  befriedigen,  auf  die 
>^ -  gliedrigen,  so  erhält  man  abgesehen  von  dem  System:  Pi  =  0,  •  •  • 
^^  ==  0  nur  solche  Gleichungensysteme,  welche  blos  die  Verhältnisse 
der  Veränderlichen  Pi  •  •  •  Pn  enthalten. 


*)  Handelte  es  sich  nur  darum  den  Satz  3  des  Textes  zu  beweisen,  so  wäre 
es  einfacher,  denselben  unabhängig  von  den  vorangehenden  Sätzen  dieses  Kapitels 
abzuleiten.     Vgl.  die  auf  S.  83  citirten  Abhandlungen. 


Verallgemeinerung  d.  Problems  d.  Integration  einer  pari  Differentialglch.  1.  0.      85 

Wir  sind  im  Vorstehenden  von  den  (n+ l)-gliedrigen  Gleichungen- 
systemen  in  z,  x^  -  ■  -  Xn,  Pi  -  -  •  Pn  ausgegangen,  welche  die  PfafFsche 
Gleichung:  äz  —  p^dx^  —  -  -  - — p^^dXn  =  0  befriedige»  und  haben 
daraus  die  ??  -  gliedrigen  Gleichungensysteme  in  x^  -  -  •  Xn,  p^  •  •  -  Pn  her- 
geleitet, welche  die  PfafFsche  Gleichung:  p^dx-^ -\-  -- - -\- pndXn  =  0 
erfüllen. 

ümgeltehrt  lassen  sich  nun  aus  den  {n-\-\)-gliedrigen  Gleichungen- 

■  Systemen   in    y^  -  ■  •  yn-\-i,   Qi  -  •  •  qn+i,    welche   die   Pfaffsche    Gleichung: 

9'i^2/i  +  •  •  •  +  q_n-\-idyn-\-i  =  0    lef riedigen,   die   {n-\-l)-gliedrigen   Glei- 

chwigensysteme  in:  s,  x-^-  •  •  Xn,  p^ --  ■  Pn  herstellen,  welche  die  Ff  äff  sehe 

Gleichung:   dz  —  p^dx^  —  •  •  •  — pndXn  =  0   erfüllen. 

In  der  That,  wenn  wir  setzen: 

l/l  =  ^U    •  •  •    yn  =  Xn,    T/^+i  =  Z 

SO  verwandelt  sich  die  Pfaffsche  Gleichung: 

(60  <lidy^  H h  qn+idyn-\-i  =  0 

in : 

(1)  dz  ~ p^dx^  —  •  —  PndXn  =  0. 

Zugleich  erhält  man  aus  jedem  («+ l)-gliedrigen  Gleichuugensysteme 
iJ3  Vi'  •  •  yn+i,  ^1  •  •  •  qn+i^  welches  (6')  befriedigt  und  welches  die  Glei- 
chung: ^„_^i  =  0  nicht  umfasst,  ein  (7^+ 1)- güedriges  Gleichungen- 
system in  z,  x^'  -  '  X,,  p^-  •  '  Pn,  welches  (1)  befriedigt;  es  leuchtet 
überdies,  sogar  ohne  Rechnung  ein,  dass  man  auf  diese  Weise  jedes 
(n  4-  1)  -  gliedrige  Gleichungensystem  erhält,  welches  (1)  erfüllt;  um 
dies  analytisch  zu  bestätigen,  braucht  man  nur  die  Formeln  (7)  und  (8) 
der  Seiten  83  und  84  auf  die  Pfaffsche  Gleichung:  / 

^i^^^i  H h  (In+idyn+i  =  0 

anzuwenden,  in  den  erhaltenen  Formeln  die  q,  y  durch  z,  x^  •  -  ■  x„, 
2\  '  "  Pn  zu  ersetzen  und  das  Ergebniss  mit  den  Formeln  des  Satzes  1, 
S.  80  zu  vergleichen. 

Es  erscheint  wünschenswerth  die  eben  durchgeführten  analytischen 
Entwicliclungen  durch  begriffliche  Betrachtungen  in  eine  anschaulichere 
Form  zu  Meiden;  dabei  beschränken  wir  uns  hier  der  Einfachheit 
wegen  auf  den  Fall  w  =  2;  auf  den  Fall  eines  beliebigen  n  kommen 
wir  später  zurück. 

Deuten  wir  in  üebereinstimmung  mit  dem  Kapitel  3  die  Grössen 
z,  x^,  x^  als  rechtwinklige  Punktcoordinateu  im  gewöhnlichen  Räume, 
so  erscheinen  z,  x^,  X2,  i\,  2h  als  Coordinaten  eines  Flächenelements 
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(früher  hiessen  diese  Coordinaten  z^  x,  y,  p,  q).  Die  dreigliedrigen 
Gleichungensysteme  in  z,  J^,  X-i,  Pu  P^y  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dz  —  p^dx^—  l\dx.2  =  0  befriedigen,  stellen  dann  die  Element-ill/2  des 
Raumes:   ^,  x^,  x^   dar. 

Beschränken  wir  uns  insbesondere  unter  den  eben  besprochenen 
dreigliedrigen  Gleichungensystemen  auf  diejenigen,  welche  die  Gleichung: 
^  =  0  umfassen,  so  heisst  das:  wir  betrachten  blos  solche  Element-ilfa 
des  Raumes,  deren  Flächenelemente  die  Gleichung:  ^  =  0  erfüllen. 
Jede  derartige  Element -Ifg  besteht  entweder  aus  allen  Elementen 
einer  in  der  Ebene  z  =  0  gelegenen  Curve: 

z  =  0j         (p{oc^,  ^\0  =  ^ 
oder  aus  allen  Elementen  eines  Punktes: 

z  ==  0,  x^  ==  «i,  X.2  =  ^2 

dieser  Ebene.  In  beiden  Fällen  ordnen  sich  die  00  ^  Flächenelemente 
der  betreffenden  Element -ilfg  in  00  ^  Schaaren  von  je  c»^;  denn  die 
Curve:  z  =  0,  (p{x^f  0O2)  =  0  hesitzi  00^  Linienelemente  und  durch  jedes 
dieser  c»^  Linienelemente  gelten  00^  Flächenelemente  des  Raumes  z,x^,  .r^; 
für  einen  FunU:   z  =  0,   x^  =  a^,  x.^  =  a^   gilt  Entsprechendes. 

Wir  können  alles  das  so  ausdrücken:  Jede  Curve:  z=0,  (p(x^,  ^2)  =  ^ 
und  jeder  Punkt:  z  =  0,  x^-^a^^  x.^^a^  lässt  sich  entweder  als  eine 
Element -Jfg  ^^s  Raumes  z,  x^,  x.^  oder  als  eine  Element -ilfi  der 
Ebene:  ^  =  0  auffassen.  Im  ersten  Falle  sind  z,  x^y  x^^  p^,  p^  gewöhn- 
liche Flächenelementcoordinaten  des  Raumes  z,  x^,  x^]  im  zweiten  Falle 
sind  x^,  X2,  -^  Coordinaten  der  Linienelemente  der  Ebene:  z  =  0. 

Jedenfalls  übersieht  man,  dass  man  durch  Bestimmung  aller  derjenigen 
Element- M.^  des  Baumes  z^x^^x^,  tvelche  die  Gleichung:  z==0  befriedigen, 
zugleich  alle  Element- M^  der  Ebene  z  =^  0  erhält. 

Besonders  wichtig  ist  es,  dass  man  in  dieser  Weise  für  die 
Element- ilfi  der  Ebene  z  =  0  eine  analytische  Darstellung  bekommt, 
bei  welcher  keine  im  Endlichen  gelegene  Element- M^  dieser  Ebene  aus- 
geschlossen bleibt;  bei  der  in  Kap.  1  entwickelten  Darstellung  für  die 
Element -üfi  der  Ebene  x,  y  blieben  ja  alle  zur  y-kxe  parallelen 
Geraden  ausgeschlossen,  obwohl  dieselben  ebensogut  wie  jede  andere 
Curve  der  Ebene  als  Element -Jf^  zu  betrachten  sind. 

Die  entsprechenden  Entwickelungen  für  beliebiges  n  siehe  S.  108  f. 

§  23. 
Die  Aufgabe,  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

(10)  '^(^■.-.■•--.-£---©  =  o 


Verallgemeinerung  cl.  Problems  d.  Integration  einer  pari  DifFerentialglcli.  1.  0.      87 

zu  integriren,  spricht  man  gewöhnlich  nach  Lagrange  so  aus:  es  sollen 
alle  Functionen  F{x^  -  •  ■  Xn)  bestimmt  werden^  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  (10)  bei  der  Substitution  z  =  F(x^  •  •  •  Xn)  identisch  be- 
friedigt wird. 

Setzen  wir,  wie  es  gebräuchlich  ist: 
dz 

so  erhält  (10)  die  Form: 

(10')  ^(^,    X^"'  Xn,    Ih"-  Pn)  =  0 

und  das  Problem  der  Integration  von  (10)  kommt  darauf  hinaus,  in 
den  Veränderlichen  z^  x^-  --  x^,  Pi  •  -  -  Pn  alle  Gleichungensysteme  von 
der  Form: 

(11)     ,-F{x,---x„)  =  0,       ft-||:  =  0,...i,„-g=0 

ZU  bestimmen,  welche  die  Gleichung  (10')  umfassen. 

Diese  Formulirung  des  Integrationsproblems  ist  blos  eine  Um- 
schreibung der  gewöhnlichen;  sie  ist  aber  insofern  von  Nutzen,  als 
sie  naturgemäss  dazu  führt,  das  Problem  der  Integration  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung  nur  als  besonderen  Fall 
eines  allgemeineren  Problems  zu  betrachten. 

Die  Gleichungensysteme   von   der  Form  (11)   befriedigen   nämlich 

die  Pfaffsche   Gleichung:    dz — Pidx^ p^dXn  ==  0]    sie  bilden 

aber  nach  §  21  unter  allen  Gleichungensystemen,  welche  diese  letztere 
Eigenschaft  besitzen,  nur  eine  besondere  Klasse.  Es  liegt  daher  nahe, 
das  Problem  der  Integration  von  (10)  durch  das  folgende  allgemeinere 
zu  ersetzen: 

Es  sollen  überhaupt  alle  {n -\- \)  - gliedrigen  Gleichmgensysteme: 

0^{Z,    X^'"  Xn,  P^"'Pn)  =  0,    •  •  •     0«+l(^,    X^  "  •  Xn,  P,  ■  -  '  Pn)  ^^  0 

bestimmt  werden ,  welche  die  Ffaffsche  Gleichung :  dz  —  p^  dx^  —  •  •  • 
—  PndXn  =  0   erfüllen  und  welche  dabei  die  Gleichung: 

(10')  0(^,    X^-  "  Xa,    i?i   •  •  •  P«)  =  0 

umfassend) 

Ist  dieses  Problem  gelöst,  so  hat  man  unter  den  gefundenen 
Gleichungensystemen  nur  noch  alle  die  auszuwählen,  welche  nur  eine 
Relation  zwischen  z,  x^-'-Xn  allein  liefern  und  demnach  die  Form  (11) 
erhalten  können.  Alsdann  ist  die  Integration  der  Differentialgleichung 
(10)  auch  im  Sinne  Lagrange^  geleistet. 


*)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  October  1872;   vgl.  auch  die  Verhandlungen 
der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  für  1874,  sowie  Math.  Ann.  Bd.  IX. 
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Wenn  wir  aucli  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  das  soeben  auf- 
gestellte allgemeine  Problem  noch  nicht  erledigen,  so  bereiten  wir 
doch  seine  Erledigung  dadurch  vor,  dass  wir  eine  Reihe  von  wichtigen 
charakteristischen  Eigenschaften  derjenigen  (71+ 1)  -  gliedrigen  Glei- 
chungensysteme entwickeln,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —i\dx^  —  '  •  •  —PndXn  =  0 
befriedigen. 

§  24. 
Wir  gehen  zunächst  noch  von  Gleichungensystemen   aus,  welche 
die  Form: 

(11)    ,_i^(x,...x„)  =  0,    ^,,-^=0,  ...^.„-g  =  0 
erhalten  können. 

Umfasst  das  Gleichungensystem  (11)  die  Gleichung: 

F(^,  x^  '■'  Xn,  p,  ...^,)  =  0, 
so  ist  identisch: 

cF         cF 


VIF  ^_  ^^\ 


EEEO. 


Difi'ereiitiirt  man  diese  Identität  nach  x^-  •  -  Xn,  so  erhält  man  natürlich 
wieder  Identitäten;  also  sieht  man,  dass  das  System  (11)  ausser  der 
Gleichung:   V=0    auch  noch  die  n  Gleichungen: 


d^V    ,    dV  dF    ,     ^^^  dV    d'F 
1 


"^  dz    dx^  "^  j^  dp^.  d~x^.dx.  —  ^ 


umfasst. 

Wir  wollen  nun,  wie  es  seit  Poisson  gebräuchlich  ist,  den  Ausdruck: 

mit  dem   Symbole  [9^]   bezeichnen;   dann   erhalten   die  linken  Seiten 
der  letzten  Gleichungen  die  Form: 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  bestehen  daher  die  w  Gleichungen: 


vermöge  (11). 

Andererseits  wird: 


was   ebenfalls   vermöge  (11)  verschwindet;  folglich   erhalten   wir  den 
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Satz  4.     Umfasst^)  ein  Gleichungensystem  von  der  Form: 

(11)      z  —  F{x,  ...x„)  =  0,    p^  —  ^  =  0,-"  pn  —  p- :-  =  0 


cx^ 


dx^ 


[.._F,F]  =  0, 


^^F^ 


=  0, 


die  Gleichung:   V{s,  x^  -  -  •  Xa,  Pi  •  •  -i?«)  =  0,  so  umfasst  es  auch  jede 
der  nachstehenden  n-\-\  Gleichungen: 

Es  ist  zweckmässig,  dieses  Ergebniss  in  einer  anderen  Form  aus- 
zusprechen. 

Der  Klammerausdruck  [F/*]  stellt  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation**) dar,  diejenige  nämlich,  welche  den  Veränderlichen  z,  x^---x„j 
l\-"Pn   die  unendlich  kleinen  Incremente: 


''=^pM,'''  '^^-Ipi'"'  ^/"=-(l^+i4 


r  V 


öt 


ü^l-'-n] 


ertheilt.     Dass  die  Ausdrücke: 


[z-F,V],    [p^-l^,V 


Pr, 


ox^ 


oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Ausdrücke: 


VV, 


-F], 


y,i\ 


ex 


•   [r,   Pn 


dx„ 


sämmtlich  vermöge  (11)  verschwinden,  kommt  daher  nach  S.  37f.  darauf 
hinaus,  dass  das  Gleichungensystem  (11)  die  infinitesimale  Trans- 
formation [F,  f]  gestattet.  Folglich  kann  Satz  4  auch  so  ausgedrückt 
werden: 

Satz  5.     Umfasst  das  Gleichungensystem: 


cF 


=  0, 


dF 


=  0 


(11)    2  —  F{x^  .  .  •  :r„)  =  0,     p^  —  .^-  =  u,  •  .  •  p,       ^^^^ 

die  Gleichung:   V{z,  x^'-x,,^  2^i  •  •  -P«)  =  0?  ^^  gestattet  es  die  infinitesi- 
male Transformation  [F,  /']. 

Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere,   dass  (11)  die  ?^+l  infinitesi- 
malen Transformationen: 


*)  Der  wichtige  Satz  4  rührt,  wenn  auch  in  anderer  Form,  von  Cauchy  her. 
Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  Pfaff,  der  zuerst  die  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  in  beliebig  vielen  Veränderlichen  integrirte,  schon  früher  einen 
analogen,  wenn  auch  specielleren  Satz  aufgestellt  hatte. 

**)  Die  wichtige  Auffassung  des  Pomonschen  Klammerausdrucks  als  des  Sym- 
boles  einer  infinitesimalen  Transformation  wurde  entwickelt  und  verwerthet  in  der 
Abhandlung:  Theorie  der  Transformationsgruppen  11,  von  Sophus  Lie;  Archiv  for 
Mathematik,  Cbristiania  1876;  vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  VIII,  S.  239  und  S.  303. 
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gestattet.     Wirklich  verschwinden  die  Ausdrücke: 

sämmtlich  vermöge  (11). 

Bemerkenswerth  ist  die  folgende  Form: 


(11') 


welche  das  System  (ll)  erhalten  kann.  Bildet  man  nämlich  aus  den  linken 
Seiten  von  irgend  zweien  der  Gleichungen  (ll')  den  Klammerausdruck  [  ], 
so  erhält  man  stets  identisch  Null. 


§  25. 
Es  sei: 

Vj^(z,    X^  •  ■       Xn,  Pi  •  •  -Pn)  =  0,    •  •  •    F„+i(^,    Xj_'  ■  '  Xn,   P^  '  '  •  p,,)  =  0 

ein  (?2  +  l)-gliedriges  Gleichungensystem,  welches  die  Form: 

(11)  ,~F(pc,---x,:)^0,  ;,,  .-||  =  0,  ...^„-g=0 

erhalten  kann.  Nach  Satz  5  gestattet  dann  das  System  (11)  jede  der 
n+1  infinitesimalen  Transformationen: 

\vj\  ...  \V„+,f\ 

hieraus  aber  folgt  (vgl.  S.  38),  dass  auch  das  System:  F^  =  0,  •  •  • 
VnJ^i  =  0  selbst  alle  diese  infinitesimalen  Transformationen  zulässt, 
anders  ausgesprochen,  dass  alle  Ausdrücke:  [ViVy~\  vermöge:  Fi=0,  ••  • 
Vn-^i  =  0   den   Werth  Null  annehmen. 

Diese  Bemerkung  führt  uns  dazu,  überhaupt  ein  beliebiges  Glei- 
chungensystem : 

(12)  a>i  {z,  X,  •  •  x„,,  p, . .  'p,)  =  0,  ■  • .  0,X^,  X,'"  Xn,  Py  •  ■  -p.)  =  0 

zu  betrachten,  welches  so  beschaffen  ist,  dass  alle  [Oi  O,,]  vermöge 
^1  =  0,  •  •  •  Ofn  =  0    verschwinden. 

Das  Gleichungensystem  (12)  gestattet  nach  unsrer  Voraussetzung 
die  m  infinitesimalen  Transformationen: 
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ist  daher:  ^F^=0,  •  •  •  Wn,  =  0  irgend  ein  mit  (12)  äquivalentes 
Gleichungensystem,  so  gestattet  auch  dieses  die  eben  geschriebenen 
infinitesimalen  Transformationen;  es  verschwinden  demnach  die  Aus- 
drücke [0i^y]  sämmtlich  vermöge:  W^  =  0,  •■■  ^Fm  =  0  und  in  Folge 
dessen  auch  vermöge:  ^i  =  0,  •••  ^.^^  =  0.  Nun  aber  ist  [^y.^i] 
=  — [0,«FJ,  es  verschwinden  also  auch  alle  [Wy^i]  vermöge: 
^^  =  0,  •••  ^„i  =  0  oder^  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  das 
Gleichungensystem:  ^i  =  0,  •••  ^m  =  0  gestattet  die  m  infinitesi- 
malen Transformationen: 

von  dem  äquivalenten  Gleichungensysteme:  U\  =  0 ,  •••  ^F„,  =  0 
gilt    daher    dasselbe;    kurz    es    verschwinden    alle:    ['Ft'-FxJ    vermöge: 

Damit  haben  wir  das  äusserst  wichtige 

Theorem  10.  Ist  ein  m-gliedriges  Gleichunc^ensystem: 
^^  ==  0,  .  .  0,a  =  0  so  beschaffen,  dass  alle  Ausdrücke:  [^i^x] 
vermöge:  0^  =  0,  •••  0^  =  0  verschtvinden,  so  besitzt  auch  jede 
andere  Form:  W^  =  0,  •••  ^m  =  0  dieses  Gleichungensystems 
die  Eigenschaft,  dass  alle  Äusdrüche:  ['^Fi'Fy]  vermöge: 
^j  =  0^  •  •  •  "^Fm  =  0   verschwinden."^) 

Man  darf  hierbei  nicht  vergessen,  dass  die  Gleichungensysteme: 
Q^=  0,  .  .  •  0,n  =  0  und:  '-P*!  =  0,  •  •  •  F,n  ==  0  beide  den  An- 
forderungen genügen  müssen,  welche  wir  nach  Kap.  2,  S.  35  an  jedes 
Gleichungen  System  stellen,  das  wir  untersuchen. 

Die  Entwickelungen,  welche  uns  zu  dem  Theoreme  10  geführt  habeu, 
liefern  insbesondere  auch  noch  den 

Satz  6.  Gestattet  ein  m-gliedriges  Gleichungensystem:  0^  =  0,  ••• 
Orn  =  0  in  den  Veränderlichen:  ^,  x^-  -  -  x,,,  p^-  •  -  Pn  die  m  infinitesimalen 
Transformationen:  [^if]  •  •  •  [^m/"],  so  gestattet  es  auch  jede  infinitesimale 
Transformation:  ["Ffl,  in  welcher  die  Function  W  vermöge:  0^  =  0,  •  •  • 
^m  =  0    verschwindet. 

Aus  dem  Theoreme  10  lassen  sich  viele  wichtige  Schlüsse  ziehen. 
Wir  beginnen  mit  einigen  besonders  einfachen. 

Soll     ein     (w -f- 1)  -  gliedriges     Gleichungensystem:     ^^  =  0,  •  •  • 
0^^_l_j  =  0    auf  die  Form: 
(11)     g-F{x,---x,;)^0,  ^,-|f  =  0,  ...  _p„-||^  =  0 

1  '* 

gebracht  werden  können,   so   müssen  nach  einer  früheren  Bemerkung 


*)  Lie,  Verhandlungen   der   Ges.    d.  W.    zu  Christiania    1874;    Math.   Ann. 
Bd.  IX;  Abhandlungen  der  kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.,  Bd.  XIV. 
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(S.  90)  alle  I0i0,\  vermöge:  ^^  =  0,  •  •  •  0,+,  ==  0  verschwinden, 
und  ausserdem  muss  es  möglich  sein,  die  Gleichungen:  0^  =  0  •  •  • 
^;,+i  =  0  nach  ^,Pj^'--pn  aufzulösen.  Ist  die  erste  dieser  beiden 
Bedingungen  erfüllt,  so  braucht  es  die  zweite  noch  nicht  zu  sein,  das 
zeigt  schon  das  specielle  Gleichungensystem:  ^==0,  ^r^  =  0  ••• 
Xn  =  0]  ist  aber  nicht  blos  die  erste  Bedingung  erfüllt  sondern  auch 
die  zweite,  so  kann:    ^i  =  0,  •  •  •  ^,+i  =  ()    die  Form  erhalten: 

(13)    ,-F(x,-.-x.„)^0,  p,-F,(x,'-x^,)  =  0,---Pn-Fn(x,-.x„)  =  0 
und  da  nach  Theorem  10  jeder  Ausdruck 


ex. 


vermöge  (13)  verschwindet,  so  ergiebt  sich:  Fi  =  |^.     Berücksichtigen 

wir  jetzt  noch,  dass  (11)  das  allgemeinste  nach  ^,  p^  ■  "Pn  auflösbare 
(?i+  l)-gliedrige  Gleichungensystem  ist,  welches  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz—p^dx^ pndXn  ==  0  erfüllt,  so  erhalten  wir  den 

Satz  7.  Fin  nach  z,  p^  -  -  -  Pn  auflösbares  Gleichungensystem : 
0^  =.  0,  •  •  •  ^n+i  =  0    in    den   Veränderlichen    z,  x^  -  -  •  Xn,  p^  •  •  •  p,, 

erfüllt  dann  und  nur  dann  die  Ff  äff  sehe  Gleichung:  dz—p^dx^ 

—  p„cJxn  =  0,  wenn  alle  Ansdrüclce:  [^/,  ^J  vermöge:  CP^  =  0,  ••• 
^n-j-i  =  0   verschwinden. 

Zu  gleicher  Zeit  ergeben  sich  die  beiden  folgenden  Sätze: 
Satz  8.     Fin  nach  z,  p^  •  •  - p„  auflöshares  Gleichungensystem: 

^1  (^,    ^1   •  •  •  OCn,   p,'--  p,)  =  %,...    On+l{z,    X,"-  Xn,   p,  •  ■   ■  Pn)  =  tt,^, 

erfüllt  dann  und  nur  dann  für  alle  Werthe  der  Parameter  aj^^-a^^i  die 

Pfaffsche   Gleichung:  dz~p^dx^ p^dXn  =  0,  wenn  alle  [^/^J 

identisch  verschwinden. 

Satz  9.  Ist  es  möglich  zu  m  <n  -{-  1  gegebenen  Gleichungen : 
^1  =  0,  •  •  •  ^„,  =  0  in  ^j  x^-  ■  ■  Xn,  p^'  •  'Pn  weitere  n  +  1  —  m 
Gleichungen:  Wn^j^i  =  a,„+i,  •  •  •  "^n+i  =  ß/^+i  hinzuzufügen,  so  dass  ein 
{n+\)-gliedriges   Gleichungensystem   entsteht,   welches  nach  z,  p^-'-pn 

auflösbar  ist  und  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz—p^dx^ p^dXn  =  0 

für  alle  Werthe  der  Parameter  a,uj^i  ■  -  •  a„^i  befriedigt,  so  verschwinden 
alle  Ausdrücle:  [^,,  ^;|.  |^,^  W^],  \W;,  W^:]  vermöge  der  m,  gegebenen 
Gleichungen.  *) 

*)  In  seinen  Untersuchungen  über  partielle  Diflferentialgleichungen  erster 
Ordnung  beschränkt  sich  JacoU  fast  immer  auf  den  Fall,  dass  die  unbekannte 
Function  z  nicht  explicite  vorkommt.  In  Folge  dessen  sind  die  wichtigen  Sätze 
7,  8  und  9  des  Textes  nicht  von  ihm  aufgestellt  worden,  während  sie  allerdings 
zu  seinen  Theoremen  in  naher  Beziehung  stehen. 
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§  26. 

Nunmehr  wenden  wir  uns  zur  Ableitung  allgemeinerer  Sätze. 

Nach  Theorem  9,  S.  82  befriedigt  ein  (n+  l)-gliedriges  Gleich ungen- 
system  dann  und  nur  dann  die  Pfatfsche  Gleichung:  dz  —  p^dx^  —  .  .  . 
—  p,idXr,  =  0,  wenn  es  die  Form: 


(14) 


0  — 


Pu,X^, 


—  Pa   Xa 
-L^q     "q 


^V[par'-Pu^y  X, 

•  -   •    Xa     + 


i      ,   ,    "  •  Xu) 

==  0 


p- 


dW 


!i+l 


dx^ 


0, 


^3+1 


dW        „ 

Pa     —   ..  =  0. 


erhalten  kann. 

Ist  nun  die  Functionaldeterminante: 

■sr\  j_    d     dW  d     dW 


(15) 


(^Pa,    ^Pa, 


'%   '^S 


nicht  identisch  null,  so  lassen  sich  die  Gleichuno-en: 

nach  pa^  '  '  'P^q  auflösen  und  unser  System  (14)  lässt  sich  demzufolge 
auch  in  der  Form: 


oF 


cF         „ 

Pn  7-         ==   0 

CX, 


z  -  Fix,  .  .  .  X,)  =  0,   p,  -  "^  =  0, 

darstellen.  Bilden  wir  daher  aus  den  linken  Seiten  von  irgend  zweien 
der  Gleichungen  (14)  den  Klammerausdruck  [  ],  so  erhalten  wir  nach 
Theorem  10  stets  eine  Function  von  z,  x,  -  ■  -  x,,,  p,"  -  Pnj  welche 
vermöge  (14)  verschwindet. 

Damit  haben  wir  eine  Eigenschaft  gefunden^  welche  dem  Glei- 
chungensysteme (14)  zukommt,  sobald  die  Determinante  (15)  nicht 
identisch  verschwindet.  Es  ist  aber  klar,  dass  diese  Eigenschaft  auch 
bei  identischem  Verschwinden  von  (15)  nicht  verloren  gehen  kann- 
denn  dass  die  besprochenen  Klammerausdrücke  vermöge  (14)  null 
werden,  das  kann  doch  unmöglich  eine  Folge  des  Nichtverschwindens 
der  Determinante  (15)  sein.    Wirklich  ergiebt  sich  durch  Ausrechnuno-: 


^^—pa^Xu, p.^Xa^^ 

[Xc(;  ~r"  ~  ,     Xa-   ~J~  -r 


p.^^Xa,^  —W,     Xa,  + 


^w-^ 

^Pa. 


EE.0 


dW 


/  dW\ 


P'^y. 


■        ,    dW 


dW-] 


dW- 


EEP.0 
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WO  i  und  i  irgend  welche  der  Zahlen  1,  2  ■  -  q  bedeuten  und  ;c,  ! 
irgend  welche  der  Zahlen  ^  +  1,  •  •  -  n. 

Demnach  erkennen  wir  bei  Berücksichtigung  des  Theorems  10, 
dass  der  Satz  besteht: 

Satz  10.  Erfüllt  ein  {n-\-l) -gliedriges  Gleichungensystem:  CP^  =  0,  •  •  • 
^,,+1  =  0  in  den  Veränderlichen  z,  x^---  Xny  p^  •  •  -pn  die  Pfaffsche  Gleichimg  : 
dz  —Pidx^  —  •  '  — Pndxn  =  0,  so  verschwinden  alle  [^»^/J  vermöge: 
^,  =  0,  .-.  ^,+1  =  0. 

Dieser  Satz  kann  auch  folgendermassen  ausgedrückt  werden: 

Satz  11.      Wenn  ein  {n -{- 1)  -  gliedriges  Gleichungensystem:  0^  =  0,  •  •• 

<^«+i  =  0  die  Pfaffsche  Gleichung:   dz — p^dx^^ p^^dxn  =  ^   erfüllt, 

so  gestattet  es  jede  der  n -{-  1  infinitesimalen  Transformationen:  [<^i/],  •  •  • 

Man  kann  zeigen,  dass  der  Satz  10  sich  umkehren  lässt.  Um  das 
ausführen  zu  können,  schicken  wir  zunächst  einen  Hülfssatz  voraus, 
der  auch  an  und  für  sich  bemerkenswerth  ist. 

Es  liege  in  den  Veränderlichen  z,  x^  •  •  ■  Xn,  Pi  •  •  -  p)>i  ein  (ji-\-l)- 
gliedriges  Gleichungensystem:  Q^  =  0,  •  •  •  ^„^.i  =  0  vor,  welches  so 
beschaffen  ist,  dass  alle  [010^]  vermöge  desselben  verschwinden. 

Wären  alle  n  -{-  1  Functionen  0  von  z  frei,  so  ergäbe  das  Glei- 
chungensystem: ^^  =  0,  •  •  •  0n-{-i  =  0  eine  gewisse  Anzahl,  sagen 
wir  />0  unabhängige  Relationen: 

Wi(Xj    ■  '   •  Xn)   =0,     •  •  •    Wi{Xj^  .  .  -Xn)  =0 

zwischen  x^  •  •  •  Xn  allein  und  es  Hesse  sich  andrerseits  nach  gerade 
n  —  l  -\-  1  von  den  p  etwa  nach:  pi,  pi^i  •  •  ■  pn  auflösen: 

Pl  —  (pi(Pi  •  •  -Pl-l,    ^1  •  •  •  Xn)  =  0,    -  '  ■   Pn  —  (pa{Pi  '  '  ' Pl-1,    X^  ■  -  '  Xn)  =  0 . 

Aus  den  l  Gleichungen:  TF^  =  0,  •  •  •  Wi  =  0  könnten  wir  nun  die 
l  —  1  Veränderlichen :  x-^  -  •  •  Xi—i  fortschaffen  und  wir  bekämen  so 
mindestens  eine  Relation  zv/ischen  Xr  --Xn  allein.  Enthielte  aber  diese 
Relation  zum  Beispiel  Xlj  so  Hesse  sie  sich  auf  die  Form: 

Xi—  ipixi^i .  .  .  x,)  =  0 
bringen  und  es  müsste  nach  Theorem  10  der  Ausdruck: 

[pi  —  cpi,  Xi  —  t]  ^  '^ 
vermöge:  0^  ==  0,  •  •  •  0n-^i  =  0  verschwinden.     Das  ist  widersinnig, 
wir  sehen  also:  der  Fall,  dass  0^    •  •  0n-i-i  sämmtlich  von  z  frei  sind, 
kann  nicht  eintreten.     Damit  haben  wir   den  versprochenen  Hülfssatz 
gewonnen: 

Satz  12.  Sind  n  -\-  1  unabhängige  Gleichungen:  0^  =  0,  •  •  • 
0>^i_  ==  0   in  den  Veränderliehen:   z,  x^  ■  -  -  Xn,  i>i  •  •  •  Pn   so   beschaffen, 
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dass  alle  [Q,  ^J  vermöge:  ^^  =  0,  •  •  •  0«  +  i  =  0  verschwinden ,  so  sind 
die  n  -\-  1  Functionen:  ^^  •  » •  0a-}-i  nicht  sämmtlich  von  z  frei. 

Wir  schaffen  nunmehr  z  aus  dem  (w  +  l)-gliedrigen  Gleichungen- 
systeme: ^1=0,  •  •  •  0«_|_i  =  0  fort,  dann  erhalten  wir  in  x^-  -  -  Xn, 
Pi  '  '  '  Pn  allein  ein  w-gliedriges  Gleichungensjstem: 

W^(X^   '"Xn,    P^-'  'Pn)  =  0,    .  •  •     Wn(x^   '  "  Xn,    P^  "  '  Pn)  =  0, 

welches   so   beschaffen   ist,   dass  jedes   [WiW^\  vermöge:    ^^  =  0,  ••• 
0n+i  ==  0  ja  sogar  schon  vermöge:  ^^  =  0,  •  •  •   ^^^  =  0  verschwindet. 
Liefert  das  Gleichungensystem:  "^F^  =  0 ,  •  •  •   ^„  =  0  gerade  l  ^  0 
unabhängige  Relationen: 

5^1  {X^'  •  '  Xn)  =  0,    •  •  •     ^i{x^   •  •   •  Xn)   ==  0 

zwischen  x^-  ^  •  Xn  allein,  so  lässt  es  sich  nach  n  —  l  von  den  p  etwa 
nach  ^^^.i  •  '  ' Pn  auflösen: 

2?;+!  —  9)i+l(i)i  •  •  'Pl,    ^1  •  •  •  ^;0  =  0,    •  "   Pn  —  ffniPi  "'Pi,    X^---  X,)  =  0. 

Daraus  erkennen  wir  ähnlich  wie  oben,  dass  sich  aus  den  Gleichungen: 
i^i  =  0,  •  •  •  Sil  =  0  keine  Relation  zwischen  XiJ^i  '  -  -  Xn  allein  ergiebt, 
dass  also  diese  Gleichungen  nach  x-^  ■  -  -  Xi  auflösbar  sind: 

^1  —  9^1  (^^+1  •  •  •  '^'O  ==0,  ■  ■  •  Xi  —  (pi{xi^i  ■  ■  ■  Xn)  =  0. 
Das  System  der  n  Gleichungen: 

^1  —  9^1  =  0;    •  •  •    Xi  —  (pL==0,      p;+i  —  (fi^i  =  0,    •   •  •  j^,  —   (p^^=.0 

ist  dann  offenbar  mit  dem  Gleichungensysteme:  'i*\  =  0,  •  •  •  Wn  =  0 
äquivalent. 

Durch  die  vorstehenden  Ueberlegungen  ist  bewiesen,  dass  das 
Gleichungensystem:  ^^  =  0,  •  •  •  ^«-fi  =  0  sich  nach  z,  x^  •  •  -  Xi, 
Pi^i  ■  '  ' Pn  auflösen  lässt,  und  dass  es  somit  auch  die  Form: 

z  —  x^p^  —  ...  —  xipi  —  W(pj^  ■  '  -pi,  xij^i  •  •  •  X,)  ==  0 


(16)   . 

erhalten  kann,  wo  TF^  •  •  •  Wn  ebenso  wie  W  nur  von  j9i  •  •  •  Pi,  ^v+i  —  -Xn 
abhängen.     Bilden  wir  aber  die  Klammerausdrücke: 

[z  —  x^p^ xipi  —  W,  Xi  -\-Wi\  =  —  {xi  +  jA 

[z  —  x,2J, xipi  —  W,  p,  —  TFJ  =  —  (py.  —  jA , 

(/  =:  1   .  .  .   Z  ;    K  =  /  -|-  1    .  .  .    «), 

■Vielehe   sämmtlich  vermöge   (IG)   verschwinden   müssen,   so   sehen   wir, 
dass  W^-    'Wn  die  Werthe  haben: 
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und  dass  (16)^  also  auch  das  äquivalente  System:  ^^^  =  0,  •  •  •  0,,^i  =  0 
die  PfaflFsche  Gleichung:  ds  — Pidx^  —  •  •  •  —  p^^dx^  =  0  befriedigt. 

Dadurch  ist  die  Umkehrbarkeit  des  Satzes  10  bewiesen  und  wir 
bekommen  das 

Theorem  11.  Ein  System  von  n-\-l  unahhängigen  Gleichungen: 
^1  =  0^  •  •  •  0n+i  ==  0  in  den  Veränderlichen  z,  x^-  -  -  x,,^  Pi_  •  •  -  pn 

befriedigt  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  p^dXn PndXn  =  0 

dann  und  nur  dann,  wenn  alle  [0/0;,]  vermöge:  ^^  =  0,  ••• 
0«-l-i  =  0  verschivinden."^) 

Zu  erwähnen  ist  noch,  dass  man  jedes  (n  -j-  l)-gHedrige  Gleichungen- 
system: 0^  =  0,  •  •  •  0n-{-i  =  0,  vermöge  dessen  alle  [(P.CDJ  verschwinden, 
auf  eine  solche  Form:  X^  =  0,  •••  Jl«^i  =  0  bringen  kann,  dass  alle  [X^-X^,] 
identisch  null  sind.  Zunächst  kann  man  nämlich,  wie  wir  eben  gesehen 
haben,  das  System:   0^  =  0,  •  •  •  0,,-fi  in  der  Form  darstellen: 

^  —  OCa.Pa, Xa^Pa^—  W{pa,  •  •  •  i?«^,    Xa^^^  '  '  '  XaJ  =  0 


(17) 


dW 


0, 


Xu     +  — 

'J    '    cp^ 
1 


0 


Pa 


cW 


2+1 


d  X 


=  0 


Pa.  — 


cW 


0. 


«2+1 


Das  System  (17)   aber  ist  äquivalent  mit  dem  folgenden: 


(1^ 


Z         'Xit 


oW 


=2+1^^^2+1 


^-al'-a—^^-rPar^~^^-\- 


-\-Xa 


dw 

^dx„ 


dw 


Pa 


dW 


7+1 


d  x^ 


P-..  — 


=  0 

an 


i+i 


(Jx, 


=  0 


und  bildet  man  hier  aus  den  linken  Seiten  zweier  Gleichungen  den  Klammer- 
ausdruck [  ],  so  erhält  man  stets  identisch  Null. 

Aus  dem  Theoreme  11  folgt  sofort  der 

Satz  13.     Ein  System  von  w  +  1  unabhängigen  Gleichungen: 

erfüllt  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz — p^dx-^  —  • 
und  nur  dann  für  alle  Werthe  der  Parameter  a^ 
liehe  Ausdrücke:  [0,-0J  identisch  verschwinden. 

Sind   zwei  Functionen  0  und   W  der  Veränderlichen  Zj  x^  •  ■  ■  x», 
Pi  '  '  '  Pn  so  beschaffen^  dass  der  Ausdruck  [OW]  identisch  verschwindet^ 


Xn,   Pi  '  •   -Pn)  =  Ö^M-t-1 

—  PndXn.  ==  0    dann 
•  •  an-^iy  wenn  sämmt- 


*)  Lie,   Verhandlungen   der   Ges.   d.   W.    zu   Christiania   1874;    Math.   Ann. 
Bd.  IX;    Abhandlungen  der  Kgl.  Sächsischen  Ges.  d.  W.  Bd.  XII. 
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SO  sagt  man  von  ihnen,  dass  sie  in  Involution  liegen.  Ein  System 
von  ?.  solchen  unabhängigen  Functionen:  ^i(^,  ^j  v)  •  ••  ^z(^,  x^  p), 
welche  paarweise  in  Involution  liegen,  heisst  ein  l-gliedriges  Involutions- 
system."^) 

Da  ein  (w+  l)-gliedriges  Gleichungensjstem  0^  =  a^--  On+i  =  a«_^i, 

welches  die  Pfaffsche  Gleichung  dz  —  p^dx^ PndXn  =  0  erfüllt, 

nicht  von  0  frei  sein  kann,  folgt 

Satz  14.  Bilden  ^^  •  •  •  ^„+1  ein  (n  +  l)-gliedriges  Involutions- 
system,  so  muss  mindestens  eine  unter  den  Functionen  0  die  Grösse  0 
enthalten. 

Eine  einfachere  Ableitung  dieses  Satzes  wird  später  gegeben. 

§27. 
Erfüllt  ein  m-gliedriges  Gleichungensystem: 

^1  (^;    X,-"Xn,  P,"'Pn)  =  a,,     .  •  .     0^(0^    X,"'Xn,    p,   "  '  Pm)  =  a„^ 

für    alle    Werthe    der    Parameter   a.-"  a^    die    Pfaffsche    Gleichuno-: 

ds — p^dx^  — PndXn  ==  0,    so    verschwindet    der    Ausdruck: 

dz  — Pi^x^  —  •  •  •  —  PndXn  bei  beliebig  gewählten  z^  x^  •  -  -  Xn, 
l\  •  •  'p„  für  jedes  Werthsystem:  dz,  dx^  •  -  -  dxn,  dp^  ■  ■  ■  dpn,  welches 
die  m  Gleichungen: 

d^,  =  jj  dz  +  2'  ^  dx.  +  2"  a^  clp.  =  0 

befriedigt.  Es  ist  daher  möglich  m  solche  Functionen  A^  •  •  •  A;«  von 
Zj  Xi'  '  •  Xn,  Pi'  '  •  pn  anzugeben,  dass  die  Identität: 

(19)        dz  —p^dx^ p^dxn  =  X^dO^  -| f-  l^^d^m 

besteht.  Man  findet  diese  Functionen  X^  •  ■  -  A,^  durch  Auflösung  der 
Gleichungen: 

{     ^^i  a  $^ 


(20) 


h^^_-\ h  K  -.-'"  =  —  Pi 


^4-  4-;     ^ 


*)  Der  allgemeine  Begriff,  sowie  die  Bezeichnung  Involutionssystem  wurden  ein- 
geführt in  der  Abhandlung:  „Kurzes  Resumd  mehrerer  neuen  Theorien"  von 
SopJius  Lie,  Gesell,  d.  W.  zu  Christiania  Mai  1872;  vgl.  auch  dieselben  Ver- 
handlungen für  1873,    S.  19.     In  JacoWs  Untersuchungen  kommen  nur  specielle 
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welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sicher  mit  einander  ver- 
träglich sind  und  wegen  der  Unabhängigkeit  von  O^  -  •  -  Q,n  die  Un- 
bekannten X^'  •  '  Xrti  eindeutig  bestimmen. 

Denken  wir  uns  jetzt  umgekehrt  2m  Functionen  0^'"^,„y 
k^"  '  X,n  vorgelegt,  welche  (19)  identisch  erfüllen.  Sind  die  Functionen 
01  •  •  •  0,n  nicht  von  einander  unabhängig,  so  können  wir  (19)  durch 
eine  Identität  von  derselben  Gestalt  ersetzen,  in  welcher  die  Zahl  m 
einen  kleineren  Werth  besitzt;  denn  sind  zum  Beispiel  0^  •  •  •  0^  von 
einander  unabhängig,  während  0^  +  i  •  •  •  0,„  sich  durch  ^^  •  •  •  ^^  allein 
ausdrücken  lassen,   so  lässt  sich  (19)  offenbar   auf  die  Form  bringen: 

dz  —2hdXj^  _  .  .  .  _  p^^dxn  ^  A/(?0i  + 1-  Xi  dOi. 

Wir  können  demnach  voraussetzen,  dass  O^  ■  -  -  0j„  von  einander  un- 
abhängig sind.  Dann  aber  folgt  aus  dem  Bestehen  der  Identität  (19), 
dass  das  Gleichungensystem: 

^1  (^,    X^'"  Xny    jöi  •  •  •  Pn)  =  a^,     •  •  •     0,n  {Z ,     X^---  Xn,    P^'"  Pn)  =  ü,,, 

für    alle    Werthe    der    Parameter    a^  -  -  -  ö„,    die    Pfaffsche    Gleichung: 

dz  —  p^dx^  — PndXn  =  0  befriedigt;  das  aber  ist  nach  Satz   1, 

S.  80  nur  möglich,  wenn  m^n-\-l  ist,   also   erhalten  wir    zunächst 
den   folgenden,   aus   der  Theorie  des   Pfaff sehen  Problems   bekannten 
Satz  15.    Befriedigen  2m  Functionen:  A^  •  •  •  A„,,  ^^  •  •  •  0,n  der  Ver- 
änderlichen: z,  oc^"  •  Xny  p^"  'Pa  die  Gleichung: 

dz  —p^dx^ PadXa   ==  X^d^^   H h  k,nd^,n 

identisch^  so  giebt  es  unter  den  m  Functionen  O^  -    ■  0,,,  mindestens  n  -\-  1, 

welche  von  einander  unabhängig  sind. 

Ueberdies  erhalten  wir  (Satz  13,  S.  96)  den  wichtigen 

Satz  16.    Zum  identischen  Bestehen  einer  Gleichung  von  der  Gestalt: 

(A)  dz  —  p^dx^   ~   "  '  —  PnäXn  =  X^d^^   -\ +  XnJ^ld^n+l 

ist  nothwendig  und  hinreichendj  dass  O^  •  ■  -  0,,+!  solche  von  einander  un- 
abhängige Functionen  der  Veränderlichen  z,  x^-  •  ■  Xn,  Pi"  -Pn  sind, 
welche  paarweise  in  der  Involutionsbeziehung:  [^i  0^]  ^  0  stehen.  Sind 
n  -\-  1  Functionen  0^  •  -  0n^i  von  dieser  Beschaffenheit  gegeben,  so  sind 
X^  ■  • '  Xn^i  eindeutig  bestimmt  und  hönnen  durch  Auflösung  von  n  -\-  \ 
linearen  Gleichungen  gefunden  werden.''^) 


Involutionssysteme  vor,  die  lästigen  Beschränkungen  unterworfen  sind;  Jacobi 
setzt  nämlich  voraus,  dass  die  betreffenden  Functionen  von  z  frei  und  in  Bezug 
auf  p^  •  •  '  p^  unabhängig  sind. 

*)  Der  wichtige  Satz  16  des  Textes  wurde  zum  ersten  Male  aufgestellt  und 
bewiesen  in  den  Abhandlungen:  „Kurzes  Resume  mehrerer  neuen  Theorien"  und 
„Zur  analytischen  Theorie  der  Berührungstransformationen"  von  SophusLie^  Ver- 
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§  28. 

Mit  Hülfe  des  Satzes  16  können  wir  leicht  ein  anderes  bemerkens- 
werthes  Resultat  ableiten. 

Sind  X^  ■  •  '  Xrny  Pi  •  •  Pm  solche  Functionen  von  x^  •  -  ■  x^^ 
Ä  •  •  '  19n,  welche  die  Gleichung: 

^^dx^  H V^.dXn  =  P^dX,  -\ 1-  F„,dX,n 

identisch  befriedigen^  so  besteht  auch  die  Gleichung: 

ds  —  pjx, p„dx>,  ==dz  —  P,dX, PmdX„, 

identisch.     Hieraus  folgt,  dass  die  Zahl  m  ^  n  ist. 
Beschränken  wir  uns  auf  den  Fall  m  =  n. 
Zum  Bestehen  einer  Relation  von  der  Form: 

(21)    dz  -p,dx, p,dx,  =d0-  P,dX, F,dX, 

ist  nach  dem  Satze  16  jedenfalls  noth wendig,  dass  die  Functionen 
X^(x,  p)  '  -  '  X,,(x,  p)  von  einander  unabhängig  sind  und  dass  sie  die 
Gleichuno^en: 


m  K-  ^J  =  0,  [.,  zj  =  ^  p,,  ^^  =  0 


dp, 

(;  -=  1  •  •  •  n) 


identisch  befriedigen,  mit  andern  Worten:  die  von  einander  unab- 
hängigen Functionen:  X^-  -Xn  müssen  paarweise  in  Involution  liegen 
und  ausserdem  in  den  p  homogen  von  nullter  Ordnung  sein.  Diese 
nothwendigen  Bedingungen  sind  nun  zugleich  hinreichend.  Sind  sie 
nämlich  erfüllt,  so  besteht  nach  dem  angeführten  Satze  eine  Identität 
von  der  Gestalt: 

dz  —  p^dx^ PndXn  =  Idz  —  l^dX^ KdXn'^ 

aus  dieser  aber  ergiebt  sich  sofort:  1=1  und: 


handlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania ,  Mai  1872  und  Juni  1873.  Die 
daselbst  gegebene  Begründung  des  Satzes  stützt  sich  auf  Clehscli's  Theorie  des 
Pfaff sehen  Problems  und  setzt,  wie  Herr  Mayer  in  der  Note:  „Ueber  die  Lieschen 
Berührungstransformatiouen  (Göttinger  Nachrichten  Juni  1874)  hervorhebt,  im- 
plicite  voraus,  dass  die  Grösse  $„  i  ^  nicht  von  z  frei  ist.  Hierzu  ist  indess  zu 
bemerken,  dass  die  $^  •  •  •  $^_^^  gleichberechtigt  sind,  und  dass  es  von  vorn- 
herein klar  ist,  dass  sie  nicht  alle  von  z  frei  sein  können,  wenn  sie  eine  Identität  (A) 
erfüllen,  und  auch  nicht,  wenn  sie  ein  (n -f  l)-gliedriges  Involutioussystem  bilden 
(vgl.  Verh.  d.  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  für  März  1873,  S.  38).  Es  war  übrigens 
grade  durch  die  im  Texte  dargestellten  Entwickelungen,  dass  der  Satz  IG  zuerst 
gefunden  wurde. 

7* 
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(23)  Ir^.^'^=..--     ^^^S^  =  o 


1 


f  ^^Pi 


also  werden  A^  •  •  •  A„ ,  welche  ja  durch  diese  Gleichungen  eindeutig  be- 
stimmt sind,  Functionen  von  x^^  -  -  •  Xn,  Pi  -  -  •  Pn  allein.  Wenn  daher 
die  vorhin  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  besteht  sicher 
eine  Identität  von  der  Form  (21);  die  Functionen  Pj,  •  •  •  P„,  welche 
in  derselben  auftreten,  sind  identisch  mit  den  durch  die  Gleichungen  (23) 
definirten  A^  •  •  •  A„ ;  bedenkt  man  noch,  dass  die  X  in  den  p  homogen 
von  nullter  Ordnung  sind,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  P  homogene 
Functionen  erster  Ordnung  von  Pi  •  •  •  Pn  werden. 

Aus  dem  identischen  Bestehen  von  (21)  folgt  endlich,   dass  auch 
die  Gleichung: 

(24)  p,dx,-i h  p.dxn  =  P,dX,  + \-PndX, 

identisch  erfüllt  ist,  und  da  umgekehrt  (21)  aus  (24)  folgt,  so  haben 
wir  im  Vorstehenden  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
für  das  Bestehen  einer  Identität  von  der  Form  (24). 

Bevor  wir  das  gewonnene  Ergebniss  als  Satz  aussprechen,  wollen 
wir  noch  Folgendes  bemerken. 

Da  Xi  '  '  •  Xn  von  0  frei  sind,  so  erhält  der  Ausdruck  [Xi  XJ  die 
Gestalt: 

Nun  ist  es  üblich,  für  den  Ausdruck: 

"^  /dcp    dip         dcp    dip\ 

in  welchem  q)  und  ^  zwei  beliebige  Functionen  von  ic^  •  •  •  Xn,  p^  •  •  'P,i 
bezeichnen,  das  Symbol:  (9)^)  anzuwenden;  wir  können  daher  in  unserem 
Falle  an  Stelle  von  [X^XJ  auch  schreiben:  (XiXy). 

Damit  haben  wir  den 

Satz  17.    Eine  Identität  von  der  Form: 

P^dXi  -\ f-  PndXn  =  P^dX^   -J h  PmdXmy 

in  welcher  die  X  und  P  Functionen  von  x^  -  -  -  x^j  2h  '  '  '  P»  sind,  Jcann 
nur  dann  bestehen,  wenn  m^  n  ist.  Insbesondere  ist  mm  Bestehen  einer 
Identität  von  der  Form: 

(24)  p^dx^  _|_  . . .  4_  jo„  Ja;„  ==  P,dX,  H h  PndXn 

nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Functionen  X^  •  •  •  X„  von  einander 
unabhängig   sind,   dass   sie  paarweise   in   der   Beziehung:    (XiXy)=siO 
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stehen  und  dass  sie  in  den  p  homogen  von  nullter  Ordnimg  sind.  Kennt 
man  n  Functionen  X^  -  •  •  Xn  von  dieser  Beschaffenheit,  so  findet  man 
P^' ' '  Fn  durch  Auflösung  linearer  Gleichungen;  F^-  -  -  Fn  sind  durch 
dieselben  eindeutig  bestimmt  und  werden  homogene  Functionen  erster  Ord- 
nung von  Pi  •  '  'Pn- 

Soll  ein  Gleichungensystem  von  der  Form: 

Uj^ipC^  "  '  Xn,  Pi  '  •  '  Pn)  =  eil,    '  •  '     Un{x^"  'OCn,  Pi_'-  Pn)  =  ^n 

die  Pfaffsche  Gleichung:  Pidx^  -|-  .  .  .  -^  p^(^Xn  =  0  für  alle  Werthe 
der  Parameter  a^  •  •  •  an  erfüllen,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  die  Gleichung:  Pidx^  -{-'•-  +  PndXn  =  0  für  alle  Werthsysteme 
x^-'-Xny  Pi''-Pn)  dx^'  ■  •  dxnj  dp^  '  '  '  dpn  bcsteht,  welche  die  n 
Gleichungen: 

dV,==0,  ...dUn  =  0 

befriedigen.  Das  aber  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  iden- 
tisch ist: 

p^dx^^  -\ \-pndXn  ==  X^dü^  -] [-  KdUn, 

wo  Ai  •  •  •  A„  gewisse  Functionen  von  x^-  -  -  Xn,  Pi  -  • '  Pn  bezeichnen. 
Auf  Grund  des  letzten  Satzes  können  wir  daher  den  Satz  aus- 
sprechen: 

Satz  18.    Ein  Gleichungensystem  von  der  Form: 

Uj^ix^"  •  Xnj  Pi"  -pn)  =  Ciif    '"     Ki(^i  "  •  OOn,  Pi-  '  '  Pn)  =  Cln 

befriedigt  die  Ff  äff  sehe  Gleichung:  p^dx-^  -f-  .  .  .  J^  p^ßxn  =  0  dann  und 
nur  dann  für  alle  Werthe  der  Farameter  a^  •  -  -  ün,  wenn  U^  -  -  -  Un 
solche  von  einander  unabhängige  Functionen  sind,  welche  paariveise  in 
der  Beziehung :  ( Ui  ü^)  ^e  0  stehen  und  in  den  p  homogen  von  nullter 
Ordnung  sind. 

§  29. 
Wenn   ein   (n  +  l)-gliedriges  Gleichungensystem   von  der  Form: 

(25)     ^iiz,    Xi"'Xn,   Pi"  'Pn)  =  0,    •  •  •  ii„+l(^,    X^-'-Xn^  Pi--  '  Pn)  =  0 

eine  vorgelegte  Gleichung:  ^{0,  x^  -  -  -  Xn,  Pi  -  •  -  Pn)  ==  0  umfasst  und 
wenn  es  dabei  die  Pfaff sehe  Gleichung :  dz  —  p^  dx^  —  •  •  •  —  pn  dXn  ==  0 
befriedigt,  so  sagen  wir,  dass  es  eine  Lösung  der  Gleichung:  ^  =  0 
darstellt. 

Enthält  ein  Gleichungensystem  von  der  Form  (25),  welches  eine 
Lösung  von  Sl  =  0  darstellt,  n  willkürliche  Constanten  a^  -  -  -  an,  so 
bezeichnen  wir  die  betreffende  Lösung  als  eine  vollständige,  sobald  sich 
aus  (25)  durch  Fortschaffung  von  a^'-'ün  nur  die  eine  Gleichung: 
5i  =  0   zwischen  z,  x^-'-Xn,  Pi  ' '  '  Pn   allein  ergiebt,    oder  was   auf 
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dasselbe  hinauskommt,   sobald  das  Gleichungensystem  (25)  die  Form: 

Sl(0,  X,  p)  =  0,  ^,(z,  X,  p)  =  a^,  ...  ^^{z,  X,  p)  =  a^ 
erhalten  kann. 

Dieser  Begriff*)  der  vollständigen  Lösung  ist  allgemeiner  als  der 
Lagrange^Q\i^,  Lagrange  beschränkt  sich  nämlich  auf  den  Fall,  dass 
das  Gleichungensystem  (25)  nur  eine  Relation  zwischen  gj  x^  -  -  •  Xn 
und  den  Parametern  a^  •  •  -  an  liefert. 

Später  werden  wir  zeigen,  dass  die  Integration  von  Sl  =  0  sich 
auf  die  Bestimmung  einer  vollständigen  Lösung  von  Sl  =  0  zurück- 
führen lässt;  es  ist  dabei  gleichgültig,  ob  sich  aus  den  Gleichungen 
dieser  vollständigen  Lösung  nur  eine  oder  mehrere  Relationen  zwischen 
z,  Xi  ' ' '  Xny  a^'  •  '  ttn  ableiten  lassen. 

Enthält  die  zu  integrirende  Gleichung  bereits  eine  willkürliche 
Constante,  lässt  sie  sich  also  schreiben:  U(z,  x,  p)  =  a,  so  hat  man, 
um  eine  vollständige  Lösung  von  ihr  zu  finden,  nur  n  Functionen 
TJi'  "  TJn  von  Zj  x^'  • '  Xny  p^  '  • '  Pn  ZU  bestimmen,  welche  eine  Glei- 
chung von  der  Form: 

UV  +  X^dU^-^ V^ndün  =d0—p^dx, pndxn 

identisch  erfüllen.  Ist  eine  vollständige  Lösung  JJ '=  a,  JJ^  =  a^j  -  •  • 
Un  =0.71  der  Gleichung  TJ  =  a  gefunden,  so  erhält  man  die  allgemeinste 
vollständige  Lösung  derselben,  indem  man  die  Gleichung: 

Xdü+l^dU^  H 1-  IndUn  =  iLdU+ii,dV,  + \-  iindVn 

oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Gleichung: 

dü+^-^dU,  +  --^+\^dUn^^^{dU+'^dV,  +  --  +  ''-^dVn) 

in  allgemeinster  Weise  befriedigt  (vgl.  Kap.  6). 

Legt  man  die  alte  Lagraiigesche  Definition  einer  vollständigen 
Lösung  zu  Grunde,  so  ist  der  üebergang  von  einer  vorgelegten  voll- 
ständigen Lösung  zu  anderen  vollständigen  Lösungen  verwickelter. 

§  30. 

In  der  Theorie  der  partiellen  Difi'erentialgleichungen  erster  Ord- 
nung ist  es  oft  vortheilhaft  die  Begriffsbildungen  und  Ausdrucksweisen 
der  Mannigfaltigkeitslehre  zu  benutzen.     Die   ganze   Theorie   gewinnt 

*)  Die  im  Texte  gegebene  Verallgemeinerung  des  Lagrangeschen  Begriffs, 
„vollständige  Lösung"  wurde  zum  ersten  Male  auseinandergesetzt  in  der  Note: 
„Zur  Theorie  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  insbesondere  über 
eine  Classification  derselben"  von  SophusLie,  Göttioger  Nachrichten,  Oct.  1872. 
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dadurch  wesentlich  an  Durchsichtigkeit;  viele  ihrer  Ergebnisse  er- 
scheinen sogar  geradezu  selbstverständlich. 

Das  Werthsystem  z,  x^-  -  -  Xn  deuten  wir  als  einen  VirnM  eines 
(m  +  l)-fach  ausgedehnten  Raumes,  die  Grössen  z^  x^-  •  -  Xn  betrachten 
wir  als  Coordinaten  des  betreffenden  Punktes. 

Für  diese  Auffassung  scheidet  eine  Gleichung  von  der  Form: 

^{Zj    X^--'Xn)=0 

unter  den  cx)"+^  Punkten  des  Raumes  Zj  x^  •  ■  •  Xn  gerade  oo**  ver- 
schiedene aus,  deren  Inbegriff  eine  n-fach  ausgedehnte  Punktmannig- 
faltigkeit bildet;  die  Gleichung  ^  =  0  ist  demnach  nur  die  analy- 
tische Darstellung  der  betreffenden  Punktmannigfaltigkeit.  Insbesondere 
definirt  jede  Gleichung  ersten  Grades: 

Az  +  B,x,  +  -•'  +  Ba  +  C==0 

eine  ebene  n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  oder  kurz:  eine  n-fsLch 
ausgedehnte  Ebene. 

Ein  ^-gliedriges  Gleichungensystem: 

0,(Z,    X^   "  -Xn)  =  0,    "  •    0q(z,    X^"  '  Xn)  =  0 

bestimmt  eine  (?^  +  1 — r^)-fach  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit 
des  Raumes  z,  x^  •  -  -  Xn- 

Den  Punkten  des  Raumes  z,  x^  -  -  •  Xn  stellen  wir  die  Elemente 
dieses  Raumes  gegenüber.  Jedes  Werthsystem  z,  x^-'-Xn,  Pi  -  •  -  Pa 
hezeicJmen  wir  als  ein  Element"^)  des  Baumes  z,  x^  •  -  •  Xn,  die  Grössen 
z,  X,  p  betrachten  wir  als  die  Coordinaten  dieses  Elements.  Demnach 
müssen  wir  sagen,  dass  der  (n  -f-  l)-fach  ausgedehnte  Raum  einer- 
seits 00"^+^  Punkte  und  andrerseits  oo^^+i   Elemente  enthält. 

In  der  Ebene  und  im  gewöhnlichen  Räume  konnten  wir  mit  dem 
Begriffe  Element  eine  anschauliche  Vorstellung  verbinden:  in  der  Ebene 
war  jedes  Element  der  Inbegriff  eines  Punktes  und  einer  hindurchgehenden 
Geraden,  im  gewöhnlichen  Räume  der  Inbegriff  eines  Punktes  und  einer 
hindurchgehenden  Ebene.  Geradeso  können  wir  auch  dem  Begriffe  „Element 
eines  (n  -{-  l)-fach  ausgedehnten  Raumes"  eine  reale  Bedeutung  geben. 


*)  Der  wichtige  Begriff  Element  des  Raumes  z,  x^  -  •  -  x^  wurde  ausdrücklich 
eingeführt  in  der  Note:  „Neue  Integrationsmethode  partieller  Gleichungen  erster 
Ordnung  zwischen  n  Veränderlichen"  von  Sophus  Lie,  Verhandlungen  der  Ges. 
d.  W.  zu  Christiania  Mai  1872;  daselbst  findet  sich  zugleich  eine  Reihe  wich- 
tiger Anwendungen  dieses  Begriffs.  Vgl.  auch  Göttinger  Nachrichten  Mai  1871 
und  October  1872. 


104  Kapitel  4,  §  30. 

Die  Gleichung: 

(26)  i-  ^  —  Ihih   —  ^l) Pn  (jCn    —  (Tn)  =  0 

stellt  eine  durch  den  Punkt:  s^  x^-'-Xn  hindurchgehende  w-fach  aus- 
gedehnte Ebene  unsres  {n  +  l)-fach  ausgedehnten  Raumes  dar.  Der  In- 
begriff des  Punktes  ^,  x^-  -  •  Xn  und  der  hindurchgehenden  Ebene  (26), 
das  ist  nun  die  Figur,  welche  wir  als  Bild  des  Werthsystems  z,  x^  •  -  •  Xn^ 
JPi'  '  '  Pn  betrachten.  Wir  bezeichnen  dementsprechend  den  Inbegriff  des 
Punktes  0,  x^  -  -  -  Xn  und  der  hindurchgehenden  Ebene 

5  —  ^  — i?ife  —  Xi) Pn(ln—  Xn)  =  0 

als  ein  Element  des'  Baumes  ^,  x^  ■  -  •  Xn  und  betrachten  dabei  s,  x^-  '  -  Xn^ 
'Pi  ' '  '  2hl  cds  Coordinaten  dieses  Elementes. 

Diese  Deutung  des  Begriffs  Element  zeigt  einen  Mangel,  welcher  den 
Elementcoordinaten  0^  x^  p  anhaftet.  Es  ist  nämlich  von  vornherein  klar, 
dass  folgerichtig  überhaupt  jede  Figur,  welche  aus  einem  Punkte  und  einer 
hindurchgehenden  w-fach  ausgedehnten  Ebene  des  Kaumes  0,  x^  -  -  -  Xn 
besteht,  als  ein  Element  des  Raumes  ^,  x^  -  -  -  Xn  bezeichnet  werden  muss; 
aber  die  Elementcoordinaten  0,  Xi  -  -  -  Xn,  Pi  -  -  -  Pn  stellen  nicht  die  Ge- 
sammtheit  aller  so  definirten  Elemente  des  Raumes  dar;  sie  werden  ja  für 
alle  diejenigen  Elemente  unbrauchbar,  deren  w-fach  ausgedehnte  Ebene  die 
besondere  Form: 

^ife   —^l)-\ h  Qn(jCn   —Xn)  =  0 

hat. 

Etwas  später  werden  wir  homogene  Elementcoordinaten  kennen  lernen, 
welchen  ein  solcher  Mangel  nicht  anhaftet. 

Von  unsrer  Versinnlichung  des  Elementbegriffs  werden  wir  jetzt  einige 
Anwendungen  geben. 

Eine  w-fach  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit: 

0  —  F{x^  >  .  >  Xn)  =  0 

besitzt  in  jedem  ihrer  Punkte  ^,  x^  -  •  •  Xn  eine  w-fach  ausgedehnte  Tan- 
gentialebene, deren  Gleichung  folgendermasseu  lautet: 

Wir  wollen  nun  jedes  Element:  0,  x^-  '  -  Xn^  p^-  •  ■  Pn-^  dessen  Punkt 
z^x^'  '  '  Xn  auf  der  Mannigfaltigkeit:  0  —  F(x)  =  0  liegt  und  dessen  Ebene: 

h  —  ^—Pl{ll  —  ^l) Pn  {in  —  Xn)  =  0 

die  zugehörige  Tangentialebene  dieser  Mannigfaltigkeit  ist,  kurzweg  als  ein 
Element  der  Mannigfaltigkeit:  0  —  i^=0  bezeichnen.  Dann  können  wir 
sagen:  zu  jeder  ^^-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit:  0  —  F(x^  -  •  -  Xn)  =  0 
des  Raumes  0,  x^'-'Xn  gehören  00"  verschiedene  Elemente  0^  x^-'-Xm 
Pi"'Pm  deren  Inbegriff  durch  das  Gleichungensystem: 

(27)  «--Ffe---^»)  =  0,  ;p,  -||  =  0,  •••p„-g  =  0 
dargestellt  wird. 
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Gleichimgensysteme  von  der  Form  (27)  sind  uns  nichts  neues;  wir 
haben  ja  früher  gesehen,  dass  sie  die  PfafFsche  Gleichung: 

dz  —  Pi  dx^  —  •  '  '  —  Pn  dXn  =  0 

erfüllen  und  dass  sie  unter  allen  {n  -j-  l)-gliedrigen  Gleichungensystemen 
von  dieser  Beschaffenheit  die  einzigen  sind,  welche  zwischen  ^,  x^-  -  •  Xn 
allein  blos  eine  Relation  liefern.  Demnach  lässt  sich  das  vorhin  gefundene 
Ergebniss  so  aussprechen: 

Die  Schaar  der  oo**  Elemente  z,  x^-  - '  Xn,  Pi  •  •  '  Pn^  welche  m  einer 
n-facJi  ausgedehnten  Punlctmannigfaltigheit:  z  —  ¥(x^'--Xn)  ==  0  des  Baumes 
Sj  x^'  -'Xn  gehören,  genügt  der  Ff  äff  sehen  Gleichung-. 

dz  —  p^dx^  —  •  •  •  —  Pn  dXn  =  0 . 

Es  bleiben  hier  alle  w-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten  aus- 
geschlossen, welche  durch  eine  Gleichung  von  der  Form:  Sl(x^'  •  -  Xn)  =  0 
dargestellt  werden. 

Betrachten  wir  andrerseits  eine  Punktmannigfaltigkeit,  welche  durch 
g'  +  1   unabhängige  Gleichungen: 

SI^(Z,    X^-  "Xn)  =  0,    •  •  •    ^q+l{z,    X^"  '  Xn)  =  0 

dargestellt  wird.  Dieselbe  besitzt  in  jedem  ihrer  Punkte  oo'?  w-fach  aus- 
gedehnte Tangentialebenen,  welche  durch  die  Gleichung: 


(28) 


(El  -  «i)  + 


|j-),..H(|.g) 


definirt  werden,  unter  A^  •  •  •  A^+i  willkürliche  Parameter  verstanden.  Wir 
wollen  nun  entsprechend  der  vorhin  eingeführten  Ausdrucksweise  ein  Ele- 
ment 0j  Xi  •  '  •  Xm  Pi  •  '  •  Pn  stets  dann  als  ein  Element  der  Mannigfaltig- 
keit: .ßj  =  0,  •  •  •  ßg-f-i  =  0  bezeichnen,  wenn  sein  Punkt  z,  x-^  -  •  •  Xn 
auf  dieser  Mannigfaltigkeit  liegt,  und  wenn  seine  Ebene: 

h  —  Z  —  i?ife   —  X^ Pn{ln  —  Xn)  =  0 

eine  der  oo^  /«-fach  ausgedehnten  Tangentialebenen  (28)  ist,  welche  die 
Mannigfaltigkeit:  ^l^  =  0,  •  •  •  Slqj^i  =  0  im  Punkte:  z,  x^  -  "  Xn  besitzt. 
Die  Mannigfaltigkeit:  ^i^  =  0,  •  •  •  ^i^+i  =  0  ist  {n  —  ^)-fach  aus- 
gedehnt, sie  enthält  also  oo^"*?  verschiedene  Punkte,  zu  jedem  dieser  oo"-'? 
Punkte  gehören  nach  dem  eben  Gesagten  ooi  verschiedene  Elemente,  folg- 
lich gehören  zu  unsrer  Mannigfaltigkeit  im  Ganzen  oo^  Elemente,  welche 
durch  die  Gleichungen: 

5^1  (^,    iTi  •  «   •  37«)  =    0  ,    •  •  •    SlqJ^i  {Zy    X^-  ■  '  Xn)  =  0 

(29)  \'^     aß.  '^     dSl. 


(1=1 
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definirt  werden,  vorausgesetzt,  dass  man  sich  aus  denselben  die  X  fort- 
geschafft denkt.  Durch  Elimination  von  A^  •  •  •  lqj\-i  aus  (29)  erhält  man 
aber  ein  {n  -f-  l)-gliedriges  Gleichungensystem  in  ^,  a?^  •  •  •  Xn^  Pi  •  •  «i^^, 
das  die  Pfaffsche  Gleichung:  ds  — 2^^ dx^ p« dxn  =  0  befriedigt.   Also: 

Die  Schaar  der  oo"  Elemente  z^  oc-^-  -  -  Xn^  i^i  •  *  -i^w,  wclelie  zu  einer 
(n  —  q)-fach  misgedcJmten  PimktmanmgfaJtigkeit  des  Baumes  z^Xj^-'-Xu 
gehören,  genügt  der  Pfaff sehen  Gleiehung:  dz  — Pidx^  —  •  •  •  — p^dxn==0-^ 
hierhei  kann  q  eine  jede  der  Zahlen   0,  1,  2  •  •  •  w  sein. 

Wegen  der  besonderen  Beschaffenheit  der  Elementcoordinaten  ^,ic,i) 
bleiben  hier  alle  (n  —  <7)-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiteu  aus- 
geschlossen, deren  Gleichungen  von  z  frei  sind. 

Besonders  erwähnt  sei  noch  der  Fall  g  =  w,  in  welchem  die  (n  —  q)- 
fach  ausgedehnte  Punktraannigfaltigkeit  blos  aus  einem  Punkte: 

(30)  z  =  a^     x^  =  a^,  '  '  '  Xn  =  an 

besteht.  Die  oo"  Elemente,  welche  zu  der  betreffenden  Punkt mannigfaltig- 
keit  gehören,  sind  da  eben  diejenigen,  welche  den  Punkt  (30)  zum  Punkte 
haben. 

Erinnern  wir  uns  der  in  §  21,  S.  78  ff.  durchgeführten  Bestimmung  aller 
(w -|-  1)  -  gliedrigen  Gleichungensysteme,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dz  — p^dx^  —  •  •  •  — ■  pndXn  =  0    befriedigen,  so  ergiebt  sich  noch: 

Jedes  in  -\-  \)  -  gliedrige  Gleichimg  ensystem  in  z^  x^-  -  •  Xn^  p^'  -  -  Pn, 
welches  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  — p^dx^  —  •  •  •  — PndXn  =  0  befriedigt, 
stellt  die  oo"  Elemente  dar^  welche  einer  PunMmanmgfaltigkeii  des  n-fach 
ausgedehnten  Baumes  z^  x-^--  •  '  Xn  angehören;  die  Dimensionenzalü  dieser 
PunktmannigfaltigTceit  ist  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  •  •  •  ??. 

Ist  ein  Gleichungensystem  in  z,  x^-  •  -  Xnj  Pi  '  •  -  Pn  so  beschaffen, 
dass  es  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz — p^dx^  —  ••• — p^dXn  =  0  be- 
friedigt, so  heisst  die  Schaar  ^  von  Elementen:  z,  x^'-'Xn,  Vi'-'Pn) 
welche  es  darstellt,  eine  Elementmannigfaltiglieit  des  Baumes  z,  x^"-Xn. 
Eine  Elementmannigfaltigkeit,  welche  durch  ein  System  von  n  —  l-{-\ 
unabhängigen  Gleichungen  in  z,  x^-  -  -  x^  Pi  '  '  '  Pn  dargestellt  wird, 
so  dass  sie  aus  gerade  oo'  verschiedenen  Elementen  besteht,  nennen 
wir  kurz  eine  Element -3Ii.*) 

Da  ein  Gleichungensystem,  welches  die  Pfaffsche  Gleiehung: 
dz  — p^dx^  —  •  •  •  — PnäXn  =  0 
befriedigt,   aus   mindestens    n  -^  1    unabhängigen   Gleichungen   besteht,   so 


*)  Der  Begriff  Element- Mannigfaltigkeit  wurde  eingeführt  in  der  Note:  Zur 
Theorie  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  •  •  •  von  Sophus  Lie, 
Göttinger  Nachrichten,  October  1872;  dagegen  wurde  die  Bezeichnung  „Element- 
Mannigfaltigkeit"  bez.  „Element- Jf"  zuerst  angewandt  in  den  Verhandlungen 
der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  für  1874.  Neuerdings  hat  Herr  Engel  die  vielleicht 
ausdrucksvollere  Bezeichnung  „  Element -Verein "  oder  „Verein"  in  Vorschlag 
gebracht.  Im  Texte  ist  aus  verechiedenen  Gründen  die  zuerst  eingeführte 
Bezeichnung  behalten. 
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giebt  es  überhaupt  keine  Elementmannigfaltigkeit,  welche  mehr  als  oo" 
Elemente  enthielte.  Eine  Elementmannigfaltigkeit,  welche  gerade  oo"  Ele- 
mente enthält,  also  eine  Element -ilf„  besteht  nach  den  eben  durchgeführten 
Eutwickelungen  stets  aus  den  oo"  Elementen  einer  Punktmanuigfaltigkeit 
des  Raumes   ^,  x^^  -  •  •  Xn- 

Mit  Benutzung  des  Begriffs  der  Element- ilf„  können  wir  den 
Satz  13,  S.  96  aussprechen  wie  folgt: 

Satz  19.     Ein  System  von  n  -\-  1  unahhängigen  Gleichungen: 

F^{Z,  X^"-Xn,  Pi"  'Pn)  =  «i;   •  •  •   Fn-^l{z ,  X^---Xn,  P^"  '  Pn)  ==  «n+l 

stellt  dann  und  nur  dann  für  alle  WertJie  der  Parameter  a^-" a„_^i  eine 
Element- Mn  dar,  wenn  F^  •  •  •  Fn^i  eine  Identität  von  der  Form: 
dz  —p^dx^ p,,dxn  =  l^dF^  -\ 1-  Xn+idFn+i 

befriedigen ,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaushommt ,  wenn  alle  Ausdrüche 
[FiFy]  identisch  verschwinden. 

§  31. 

Um  den  Begriff  der  Elementmannigfaltigkeit  möglichst  zugänglich 
zu  machen,  wollen  wir  zeigen,  dass  auch  die  Pfaffsche  Gleichung: 
d0  —  p^dx-i^  —  •  • 2^ndXn  =  0  einer  begrifflichen  Deutung  fähig  ist.- 

Wir  betrachten  irgend  eine  Schaar  von  oo^  Elementen,  also  nicht 
gerade  eine  Element- ilfj  und  denken  uns  diese  Schaar  in  der  Weise 
analytisch  dargestellt,  dass  0,  x^  -  -  -  Xn,  Pi  -  "  Pn  als  Functionen  eines 
Parameters  t  gegeben  sind: 

(31)  ^  =  r(t),     Xi  =  a.,{t),    pi  =  ßi{t) 

(;  =  1  . .  .  n). 

Unter  den  oo*  Elementen  dieser  Schaar  greifen  wir  irgend  eines  heraus, 
etwa  das  zum  Parameter:  t  =  f  gehörige  Element:  ^^,  x^^---Xn^^  Pi'--Pn^ 
und  setzen  dabei  nur  voraus,  dass  tür  t  ^^  t^  die  2n -\-  1  Differential- 
quotienten: 

dy  da.         dß. 

— j ,  (l  =  1  •  •  •  w) 

dt  dt  '       dt 

nicht  sämmtlich  verschwinden.  Dem  unendlich  benachbarten  Werthe:  t^-^-Jt 
des  Parameters  t  entspricht  dann  ein  gewisses  unendlich  benachbartes  Element: 
z^  -f-  J0^  Xj^  +  ^^n  '  '  •  Pn^  -{-  ^Pn  unsrer  Schaar. 

Im  Allgemeinen  weicht  nun  der  Punkt:  z^  -\-  Jz^  ^i  -\-  ^^i,  •  •  * 
XrP  +  ^^n  des  Elementes  mit  dem  Parameter  i^  -\-  Jt  von  der  /2-fach  aus- 
gedehnten Ebene: 

5  -  ,0  _  ^^0(^^  _  ^^0) Pn\ln~-  X,')  =  0 

des  Elementes:  z^,  x^  -  •  -  Pn  um  eine  Grösse  ab,  welche  von  derselben 
Ordnung  ist  wie  /it^  denn  der  Ausdruck: 

(32)  Jz-p,'Jx,  -  .  .  .  -pn'Jxn, 
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welcher  als  Mass  dieser  Abweichung  gelten  kann,  hat  im  Allgemeinen  dieselbe 
Ordnung  wie  Jt.  Es  kann  aber  für  einzelne  Werthe  von  t^  auch  vor- 
kommen, dass  der  Ausdruck  (32)  eine  unendlich  kleine  Grösse  von  höherer 
Ordnung  wird,  als  Jt.  In  diesem  Falle  sagen  wir,  dass  das  Element 
z^  +  /Is,  x^^  +  ^^1,  -  •'  Pn^  +  ^Pn  mit  dem  Elemente  /,  rr/  •  •  -  2h!^ 
vereinigt  liegt. 

Diese  Definition  kann  die  folgende  schärfere  Fassung  erhalten: 

In  einer  ScJiaar  von  oo^  Elementen: 

(31)  ^  =  y(0,      ^/  =  «»(0;     Pi  =  ßi{i) 

(f  =  1  .  .  .  n) 

liegt  das  Element  t^  mit  dem  unendlich  henacJibarten  Elemente  t^  -^  ^t 
vereinigt,  wenn  der  Ausdruch: 

dz  dx^  dx„ 

dt         -^1  dt  ^«  dt 

für  t  =  t^  verschwindet,  ohne  dass  die  2n  -\-  1  Differentialquotienten: 
dz       dx^  dx^       dp^  dp^ 

1t^    Tt  dt'>    'dt  df 

für  t  =  t^  sämmtlich  den  Werth  Null  annehmen*) 

Soll  die  Schaar  der  oo^  Elemente  (31)  eine  Element-Ütf^  bilden, 
,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  Ausdruck; 

dz  dx^  dx^ 

U~~'^^~dt  ^'''df 

für  jeden  Werth  von  t  verschwindet.  Demnach  können  wir  eine 
Element-M^  auch  als  eine  solche  Schaar  von  oo^  Elementen  definiren, 
in  welcher  jedes  Element  mit  dem  unendlich  henachharten  vereinigt  liegt. 
Haben  wir  endlich  eine  beliebige  Element -ilf;  und  wählen  wir  in 
derselben  nach  irgend  einem  Gesetze  eine  Schaar  von  oo'^  Elementen 
z,  oc^  ' '  •  Xnj  Pi  '  '  ' Pn  aus,  SO  liegen  in  dieser  Schaar  zwei  Elemente, 
welche  unendlich  benachbart  sind,  jederzeit  vereinigt  und  offenbar  ist 
die  Elementmannigfaltigkeit  eben  durch  diese  Eigenschaft  als  solche 
char akter isirt.  In  Folge  dessen  können  wir  jetzt  die  nachstehende 
Definition  aufstellen: 

Eine  Elementmannigfaltigheit  des  Baumes  ^,  X;,.'''Xn  ist  eine  solche 
Schaar  von  Elementen  dieses  Baumes,  in  tvelcher  jedes  Element  mit  jedem, 
unendlich  henachharten  vereinigt  liegt. 

§  32. 

Wir  definirten  das  Element  0,  ic^  •  •  •  ic„,  Pi  •  •  '  Pn  als  den  Inbegriff 
des  Punktes  z^x^-'-Xn  und  der  hindurchgehenden  w-fach  ausgedehnten  Ebene: 


*)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  October  1872;  Verhandlungen  der  Ges.  d.W. 
zu  Christiania  1874 ;  Math.  Ann.  Bd.  IX. 
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§  —  z  — i?ifei  —  x^ i9„(j„  —  rr„)  ==  0; 

wir  bemerkten  jedoch  schon,  dass  die  Elementcoordinaten:  ^,  x^-  -  -  ic„, 
l^x'  '  '  19n  gewisse  Nachtheile  haben;  von  Rechts  wegen  wird  man  jede 
Figur,  welche  aus  einem  Punkte  und  einer  hindurchgehenden  w-fach  aus- 
gedehnten Ebene  besteht,  als  ein  Element  bezeichnen  müssen;  unsere 
Elementcoordinaten  stellen  aber  keineswegs  alle  derartigen  Elemente  dar, 
sondern  sie  versagen  für  alle  Elemente,  deren  w-fach  ausgedehnte  Ebene 
die  Form: 

Pl(£l  —  %)  -I V^ni^n  —  Xn)  =  0 

besitzt. 

Diesem  üebelstande  ist  leicht  abzuhelfen.  Die  Grössen  jPi  *  '  "  Pn  sind 
ja  weiter  nichts  als  Ebenencoordinaten  in  dem  Bündel  der  oo^— ^  w-fach 
ausgedehnten  Ebenen,  welche  durch  einen  beliebig  gewählten  Punkt:  ^,  %---iC„ 
gehen  und  diese  Ebenencoordinaten  sind  so  beschaffen,  dass  sie  nicht  alle 
durch  den  Punkt  ^,  x^  -  -  -  Xn  gehenden  w-fach  ausgedehnten  Ebenen  dar- 
stellen. Um  diese  Ebenen  alle  zu  erhalten,  brauchen  wir  blos  an  Stelle 
von  Pi'"Pn  ein  System  von  n-j-1  homogenen  Ebenencoordinaten  gj---g^_j_i 
durch  die  Substitution: 

p^=.-.   ,  ...  p^  =  -^    

einzuführen.  Die  w-fach  ausgedehnte  Ebene  eines  beliebigen  Elementes 
mit  dem  Punkte  ^,  x-,^-  •  -  Xn  hat  dann  die  Gleichung: 

qn+l(h  —  ^)  +  ülih  —  ^i)  H h  ünilCn  "  Xr^)  =  0. 

Nunmehr  sind  die  n  -\~  1  Punktcoordinaten  ^,  x^  •  -  •  x^  vollständig  gleich- 
berechtigt unter  einander;  es  ist  daher  kein  Grund  mehr  vorhanden,  die 
eine  unter  diesen  Punktcoordinaten,  nämlich  0  in  der  Bezeichnung  vor  den 
übrigen  hervorzuheben;  in  Folge  dessen  setzen  wir  noch: 

und  können  uns  jetzt  folgendermassen  ausdrücken: 

Ein  Element  des  {n-\-  i)~fach  ausgedehnten  Baumes:  y^  •  •  •  «/^i-j-i  lieisst 
jede  Figur,  welche  aus  dem  Inlegriffe  eines  Punktes  y^-  -  •  yn+i  «^^^  ^^^^^ 
hindurchgehenden  n-fach  ausgedehnten  Ebene: 

ffiÖi  —yi)-i 1-  ^«4-1  (^«+1  —  yn+i)  =  0 

besteht. 

Die  Grössen  «/^  •  •  •  i/w-j-i,  Qt  -  -  -  qn-^i  bezeichnen  wir  als  homogene 
Elementcoordinaten,  im  Gegensatze  zu  den  nichthomogenen  Elementcoordinaten: 

^,    Xi'-'Xn,    i?i  ••  -Pn. 

Zu  diesen  homogeöen  Elementcoordinaten  kann  man  übrigens,  wie 
schon  früher  (S.  85  f.)  angedeutet,  auch  auf  einem  anderen  Wege  kommen. 

Unter  den  00  2^^+!  Elementen  des  Raumes  0,  x^-  -  •  Xn  fassen  wir  blos 
die  00 2«  ins  Auge,  welche  der  Gleichung:  z  =  0  genügen. 

Ist  z  =  0,  ^1  '  '  •  Xn,  Pi  '  '  ' Pn  irgend  eines  dieser  00 2«  Elemente  und 
verstehen  wir  unter  X  einen  willkürlichen  Parameter,  so  stellt  die  Gleichung: 
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die  oo^  ?2-fach  ausgedehnteu  Ebenen  der  oo^  Elemente:  ^  =  0,  if^  •  •  •  a?„, 
Xpj^,  •  •  •,  ^Pn  dar.  Diese  c»^  Ebenen  geben  alle  durch  die  (n — l)-fach 
ausgedehnte  Ebene: 

ä  =  0,      Piih—^l)-i h  PnilCn  ~Xn)  =  0 

des  w-fach  ausgedehnten  Raumes  ^  =  0. 

Demnach  sehen  wir,  dass  die  oo^«  Elemente  ^,  rr^  •  •  •  ic„,  jp^  -  •  •  Pn, 
welehe  der  Gleichung  0  ==  0  genügen,  sich  in  00 2«- 1  Büschel  von  je  c»^ 
anordnen  und  mvar  derart,  dass  die  00  ^  Elemente  jedes  Büschels  durch  ein 
ganz  bestimmtes  der  csd^"-^  Elemente  des  n-fach  ausgedehnten  Baumes  2  =  0 
hindurchgehen. 

Betrachten  wir  nun  irgend  eine  Element- Jf„  des  Eaumes  z,  cc^"-Xn, 
welche  der  Gleichung  z  =  0  genügt.  Nach  den  Entwickelungen  des  §  22, 
S.  83  f.  wird  dieselbe  durch  n -{-  1   Gleichungen  von  der  Form: 

^  =  0,      Fi(x,  "  ■  Xn,    ^   '"  ^^^  =0  0  =  1 ...  n) 


■■  K-.—S-'lf) 


dargestellt.  Ihre  oo'*  Elemente  ^,  x,  p  ordnen  sich  in  Folge  dessen  ebeu- 
falls  in  Schaaren  von  je  00^  solchen,  welche  durch  ein  Element  des  fi-fach 
ausgedehnten  Eaumes  z  =  0  hindurchgehen.  Die  oo^-^  Elemente  des 
Raumes  ^  =  0,  welche  auf  diese  Weise  durch  die  E lernen t-JI[f„:  z  =  0, 
-^1  =  0,  •  •  •  JP„  =  0  des  Raumes  ^,  Xj^  •  -  -  Xn  definirt  sind,  bilden  ihrer- 
seits eine  Element -ilf/j_i  des  w-fach  ausgedehnten  Raumes. 

Hierin  liegt,  dass  wir  die  Grössen:  x^--  -  Xn^  Pi" -pn  als  Coordinaten 
der  Elemente  des  w-fach  ausgedehnten  Raumes:  Xj^'--Xn  auffassen  können. 
Die  so  definirten  Elementcoordinaten  sind  augenscheinlich  nichts  anderes 
als  die  oben  besprochenen,  homogenen  Elementcoordinaten. 

Wir  wollen  endlich  noch  den  früheren  Satz  19,  S.  107  so  aussprechen, 
wie  er  sich  bei  Benutzung  homogener  Elementcoordinaten  gestaltet: 

Sind  x^  '  '  •  Xny  Pi  -  ■  •  Pn  homogene  Elementcoordinaten  des  n-fach  aus- 
gedehnten Baumes:  x^  '  -  -  Xn,  so  stellt  ein  Gleichungensystem  von  der  Form: 

^l(%  •  •  •  Xn,  Pi  •  •  -pn)  =  «j,    .  .  •    Xr,{Xj^  "'Xn^  p^"  '  p^)  ==  a„ 

dann  und  nur  dann  für  alleWerthe  der  Parameter  a^---  a«  eine  Element- Mn—i 
dieses  Baumes  dar,  tvenn  alle  (Xi  Xy^  identisch  verschtvinden  und  tvenn  X^  •  •  •  X„ 
unabhängige  Functionen  von  x^  -  -  -  Xn,  Pi  -  -  ■  Pn  darstellen,  welche  in  den  p 
homogen  von  nullter  Ordnung  sind. 

§  33. 
Eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

F{Z^    X^  •  •  'Xn,    Pi  •  •  -Pn)  =0 

des  Raumes  0^  x^  "  -  Xn  scheidet  unter  den  00*'*+^  Elementen  dieses 
Raumes  eine  Schaar  von  cx)^«  aus.  Die  Aufgabe  diese  Gleichung  zu 
integriren,  können  wir  daher  jetzt  so  aussprechen: 

Fs  sollen  alle  Element- Mn  gefunden  werden,  deren  Elemente  die 
Gleichung:  F=0  erfüllen  oder  kürzer j  es  sollen  alle  Element- Mn  der 
Gleichung:  F=0  gefunden  werden. 
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Eine  vollständige  Lösung  der  Gleichung  F  =  0  m  finden ,  Jieisst 
nichts  anderes,  als  die  oo^«  Elemente  der  Gleichung  auf  irgend  eine 
solche  Weise  in  eine  Schaar  von  oo"»  Element- Mn  anordnen ,  dass  der 
Inbegriff  aller  Elemente  dieser  c»"  Element- Mn  mit  dem  Inbegriff  der 
oü^«  Elemente  von  F=0  zusammenfällt*) 

Alle  Element  -  ilf,j  einer  Gleichung:  F=0  zu  finden,  ist  im 
Allgemeinen  blos  durch  Integration  möglich;  dagegen  kann  man  die 
Element-ilf„_i  einer  jeden  Gleichung:  F==0  ohne  Integration  angeben. 
Man  nehme  nur  irgend  eine  Element -il[f,j,  welche  der  betreffenden 
Gleichung  F  =  0  nicht  genügt  und  suche  alle  in  ihr  enthaltenen 
Elemente,  welche  F  ==  0  erfüllen;  die  so  definirten  Elemente  bilden 
immer  eine  Element -illf;^-!  von  F=0.  Wählt  man  jene  Element-ilf„ 
auf  alle  möglichen  Weisen,  so  erhält  man  alle  Element- ilf„_i  von  F=0: 

Sind  mehrere  Gleichungen: 

zwischen  ^,  x^-  •  •  Xn,  Pi  •  •  •  Pn  vorgelegt,  so  kann  man  sich  die  Auf- 
gabe stellen,  in  allgemeinster  Weise  n -\-  1  —  q  solche  Gleichungen: 
^5+1  (^;  ^,  _p)  =  0,  •  •  •  ^«+i(-2?,  Xj  p)=0  hinzuzufügen,  dass  das  ent- 
stehende Gleichungensystem: 

F,  =  0,  •••  F,  =  0,         $,+1  =  0,  . .  .  ^„+1  =  0 

die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  p^dx^ PndXn  =  0  erfüllt. 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  dass  blos  zwei  Gleichungen  vor- 
gelegt sind  und  dass  die  eine  derselben  lautet:  z  =  Q.  Da  wir  nun. 
wissen,   dass  jedes  {n  -{-  l)-gliedrige  Gleichungensystem,   welches   die 

Pfaffsche    Gleichung:    dz  — p-^dx^ — PndXn  =  0    befriedigt    und 

welches  die  Gleichung:  z  =  0  umfasst,  auf  die  Form: 

gebracht  werden  kann,  so  werden  wir  naturgemäss  dazu  geführt,  die 
folgende  Aufgabe  zu  stellen: 

Es  sind  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

vorgelegt j  man  soll  in  allgemeinster  Weise  n  ~  1  solche  Gleichungen: 

hinzufügen,  dass: 

*)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  October  1872;  vgl.  auch  die  YerhanUungeii 
der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1871. 
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^  =  0,    i^=0,     ^,  =  0,  ...  ^„-1  =  0 
ein    {n -\-  1)  -  gliedriges    Gleichungensystem    wird,    welches    die   Pf  äff  sehe 
Gleichung:  dB  — p^dx^ PndXn  =  0  erfüllt 

Diese  Aufgabe  kann  offenbar  die  nachstehende  einfachere  Fassung 
erhalten : 

Vorgelegt  ist  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(32)  F(y,-..y,.,^-..  ■""=')  =  () 

in  den  2n  Veränderlichen  y^-  -  -  yny  Qi  ■  •  -  Qny  ^nan  soll  in  allgemeinster 
Weise  n  —  1  solche  Gleichungen: 

hinzufügen,  dass  ein  n- gliedriges  Gleichungensystem  entsteht ,  welches  die 
Tfaffsche  Gleichung:  q^dy^  _^  .  . .  -|_  q^^dyn  =  0  befriedigt. 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  ist  es,  dass  diese  letzte  Aufgabe 
im  Wesentlichen  nur  eine  andere  Formulirung  der  Aufgabe  ist,  eine 
gewisse  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  n  Veränder- 
lichen  0,  x-^'  •  •  Xn—i  ZU  integriren. 

In  der  That,  es  sei: 

(33)  4,..,„,1...^^)  =  0,      .,(,,..,„,l...«-^)  =  0 

(/  =  1  .  .  .  «  —  1) 

ein  >^ -  gliedriges  Gleichungensystem,  welches   die  Pfaffsche  Gleichung: 
^i^2/i  +  .  •  •  +  qndyn  ==  0   befriedigt  oder  wie  wir  uns  nach  Analogie 
mit  der  auf  S.  101  eingeführten  Redeweise  ausdrücken  können:   es  sei 
(33)  eine  Lösung  der  Gleichung  (32). 
Setzt  man  nun: 

so  erhält  man  aus  (32)  die  Gleichung: 

(32')  F(X^  '  •  .  Xn-l,    ^,    —Piy    "  '     —  Pn-l)  =  0 

und  aus  (33)  das  Gleichungensystem: 

I   F(X^  .  •  •  Xn-l,    Zj    —  ^j,    •  •  •     —  Pa~^  =  0, 
(^^')  Oi{x^  .  .  .  Xn-ly    ^j    —Pu    '■'     —  Pn-l)  =  0, 

(?:  =  1  •  • .  «  -  1). 
Dieses  letztere  befriedigt  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —p^dx^ — pn-idXn-i  =  0 

und  umfasst  die  Gleichung  (32'),  es  stellt  also  nach  S.  101  eine  Lösung 
von  (32')  dar. 
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^  Macht  man  andrerseits  in  einem  n-gliedrigen  Gleichungensystem, 
welches  eine  Lösung  von  (32')  darstellt,  die  Substitution: 

^  =  Vn,     OC^  =  yu     "■     ^n-l  =  2/n-l,    Pl  =  —  -^  ,    '"  Pn-1  =  "  ~^  , 

SO   erhält  man  offenbar   ein  Gleichungensystem,  welches  eine  Lösung 
von  (32)  darstellt. 

Dies  alles  ist  auch  begrifflich  klar.*) 
Die  Gleichung: 


4.— .l:  ■■'?)=<' 


bestimmt  eine  Schaar  von  oo2«-2  Elementen  des  w-fach  ausgedehnten 
Raumes.  Es  handelt  sich  nun  darum,  alle  Element -i)lf,i_i  zu  finden,  welche 
in  dieser  Schaar  von  oo2«-2  Elementen  enthalten  sind.  Das  ist  eine  Auf- 
gabe, welche  man  entweder  unter  Benutzung  der  homogenen  Element- 
coordinaten :  y^'  '  '  Vn-,  Qi'  •  •  qn  analytisch  formuliren  kann  oder  unter 
Benutzung  der  nicht  homogenen  Elementcoordinaten:  z,  x^'--Xn—i^  p^-'-pn-i- 
Selbstverständlich  sind  diese  beiden  analytischen  Formulirungen  im  Wesent- 
lichen mit  einander  äquivalent,  nur  ein  kleiner  Unterschied  findet  statt,  der 
in  dem  Unterschiede  zwischen  homogenen  und  nicht  homogenen  Element- 
coordinaten seinen  Grund  hat:  Löst  man  das  Problem  für  homogene  Element- 
coordinaten, so  kann  man  sehr  gut  auch  solche  Element -i)f„_i  finden,  welche 
die  Gleichung:  g«  =  0  befriedigen,  löst  man  dagegen  das  Problem  in  nicht 
homogenen  Elementcoordinaten,  so  gehen  alle  derartigen  Element  -  Jf,j_i 
verloren,  weil  für  sie  die  nicht  homogenen  Elementcoordinaten  unbrauch- 
bar sind. 

Wir  wollen  die  vorstehenden  Betrachtu-ngen  noch  durch  ein  Bei- 
spiel erläutern. 

Eine  Gleichung  von  der  Form: 

f(x.  2/,  f )  =  0 

bestimmt  eine  Schaar  von  oo*  Elementen  des  Raumes  2,  x,  y.  Unter 
diesen  oo*  Elementen  giebt  es  oo^,  welche  die  Gleichung:  ^  =  0 
befriedigen.  Man  sieht  sofort,  dass  die  so  definirten  oo=^  Elemente  des 
Raumes  ^,  ^,  y  sich  in  oo^  Schaaren  von  je  oo^  anordnen  und  zwar 
so,  dass  alle  oo^  Elemente  einer  derartigen  Schaar  durch  ein  Linien- 
element der   Ebene   ^  =  0   hindurchgehen.     Demnach   sind   durch   die 


Gleichung: 


'(^'  ^'  i) 


0 


*)  Die  Entwickelungen  des  Textes  erklären  und  vervollständigen   eine   von 
JacoM  herrührende  Umformung  des  Integrationsproblems  der  allgemeinen  Gleichung : 

Vgl.  die  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1873  und  1874. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.   II.  § 
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oo^   Linienelemente    der    Ebene    ^  ==  0    ausgezeichnet.     In    den    nicht 
homogenen  Linienelementcoordinaten  x^  y^  y'  werden  diese  oo^  Linien- 
elemente durch  die  Gleichung: 
(34)  F{x,  y,  -y')  =  0 

dargestellt,   welche    als    eine    gewöhnliche   Differentialgleichung   erster 
Ordnung  der  Ebene  x,  y  aufgefasst  werden  kann. 

Die  Aufgabe,  alle  Element -üf^  der  Gleichung  (34)  zu  finden,  ist 
offenbar  äquivalent  mit  der  Aufgabe,  alle  Element -ilfg  ^^^  Raumes 
^,  Xy  y  zu  finden,  welche  den  beiden  Gleichungen: 


0,     f(x,  2/,  f)  =  0 


genügen. 


Kapitel   5. 
Die  Berührungstransformationen   in   beliebig  vielen  "Veränderlichen». 
Ist  eine  Transformation: 

Z'  ==  Z(0,    Xj^  '   "  Xn,   Pi  ■      ■  Pn),       Xi    =  Xi{S,    X^-  -  '  Xny  Pi-  -  •  Pn) 

(1)  I  p{  =  Fi{z,    X^"-  Xny   jöi  •  •  •  Pn) 

in   den   2n  -{-  1   Veränderlichen    0,  x-^-  •  -  Xn,  2h  '  '  '  Pn    so   beschaffen, 
dass  sie  die  Pfaffsche  Gleichung: 

d0  —  pj^dx-i^  — PndXn  =  0 

invariant  lässt,  so  heisst  sie  eine  Berührimgstransformation  des  (m+1)- 
fach  ausgedehnten  Raumes:  z,  x^-  -  •  Xn-^) 

§  34. 
Die  Transformation  (1)  ist  dann  und  nur  dann  eine  Berührungs- 
transformation, wenn  die  2n  -}-  1  Functionen  Z,  Xj  •  •  •  X„,  P^  -  -  ■  JPn 
eine  Relation  von  der  Form: 

(2)  dZ  —  F^dX^  —  ' '  —  PndXn  =  q {d^  —  p^dx^  —  •  —  PndXn) 


*)  Die  im  Texte  gegebene  Definition  des  Begriffes  Benihrungstransformation 
wurde  aufgestellt  in  der  Abhandlung:  „Zur  analytischen  Theorie  der  Berührungs- 
transformationen" von  Sophus  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania, 
Juni  1873;  vgl.  dieselben  Verhandlungen  für  1871  und  1872,  sowie  Göttinger 
Nachrichten,  October  1872.  Die  in  dem  vorliegenden  Kapitel  entwickelten  Sätze 
über  Berührungstransformationen  finden  sich  ebenfalls  in  der  zuerst  genannten 
Arbeit.  Freilich  waren  derartige  Transformationen,  wie  im  Texte  erwähnt  wird, 
schon  früher  von  mehreren  Mathematikern,  besonders  von  Euler ^  Ampere  und 
Jacobi  benutzt  worden;  keiner  unter  ihnen  gab  aber  eine  wirkliche  Definition, 
geschweige  denn  eine  systematische  Theorie  der  Berührungstransformationen. 
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identisch  befriedigen^  unter  q  eine  gewisse  Function  von   Zj  x^  -  -  -  Xn, 
Pi  ' '  '  Pn  verstanden. 

Man  sieht  leicht,  dass  hier  die  Function  q  niemals  identisch  ver- 
schwindet. Wäre  nämlich  q  ^0^  so  zerfiele  die  Identität  (2)  in  die 
folgenden  2n  -\-  1: 


(2') 


dZ 
dZ 

dp.  1  dp. 


^1    dz 

p^ 


—  P 


dz 

dX^ 
"  d^i 


''  ^v, 


=  0 
=  0 

=  0 


(i  =  l ...«), 


so  dass  alle  (^i  +  1)- reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


dZ    dZ 

dZ     dZ 

dz 

dz     dx^ 

dx^  dp^ 

^Pn 

dX^  dX^ 

dX^dX^ 

dX^ 

dz     dx^ 

dx^    dp^ 

^Vn 

f 

2^»8^„ 

^^n^^n 

^^n 

dz     dx^ 

dx^  dp^ 

^Pn 

identisch    versc 

iwänden    und    'c 

ilso    die   Funct 

ionen    Z 

\X^  -  -  '  Xn    gar 

nicht  von  einander  unabhängig  wären;  das  aber  ist  ausgeschlossen, 
da  ja  (1)  eine  Transformation  sein  soll. 

Eine    sehr   einfache   und   besonders   wichtige   Berührungstransfor- 
mation ist  die  nachstehende: 

z  =  B  —  x-^p-^  —  •  •  •  —  Xqp,^ 

(3)  x^  =Ply    •  •  •    Xq    =  Pq,     ^?+l  =  Xq-\-ly    '"    Xn    =Xn 

Pl    =  —  ^1?    •   •   •    Pq    =  —  ^qi     Pq+1   =  Pq-{-l ,    '  '   '    Pn    =  Pny 

in  welcher  q  eine  beliebige  der  Zahl^  1,  2  •  -  n  bedeutet.  Indem 
man  sich  überzeugt,  dass  diese  Transformation  die  allgemeine  Definitions- 
gleichung (2)  einer  Berührungstransformation  erfüllt,  erkennt  man  gleich- 
zeitig, dass  die  Grösse  q  den  Werth  1  besitzt.  Transformationen  von 
dieser  Gestalt  kommen  für  den  Fall  q  =  1  bereits  bei  Euler  vor;  der 
Fall  w  =  3 ,  q==2  ist  unter  dem  Namen  „Legendresche  Transformation" 
bekannt;  der  Fall  n  =  3,  q==  1  findet  sich  bei  Ampere. 

Verstehen    wir    unter    a^  •  -  -  ein    irgend    eine    Reihenfolge    der    Zahlen 
1,  2  •  •  •  w,  so  stellen  offenbar  auch  die  Gleichungen: 

8* 
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(30 


^  —  ^a,Pa,  — ^c^qPc^q 


^«1   Pcc,  , 


^«„  =  Pc 


'q+1 


^«3+1' 


Pa^  Xa,^    '  •  '   Pa^  ^or^,     i^«g_j_i  i^^g+l  ?    '  *  '   P^n  -2^«« 

stets  eine  Bertihrungstransformation  dar.  Von  dieser  Berührungstransformation, 
welche  zwar  in  ihrer  Form  etwas  allgemeiner  ist  als  (3),  nicht  aber  in  ihrem 
Wesen,  wollen  wir  hier  eine  bemerkenswerthe  Anwendung  machen. 

Nach   Theorem  9,   S.  82    kann  jedes    (n -{-  l)-gliedrige    Gleichungen- 
system,  welches   die  Pfaffsche  Gleichung:   dz — p-^dx^ • 

befriedigt,  durch  Auflösung  auf  die  Form: 

dW  dW 


(4) 


PndXn  =  0 


^",+1  = 


dW 


i^«„    = 


dW 


gebracht  werden.     Führen  wir  nun   auf  (4)   die  Berührungstransformation 
(3')  aus,  so  erhalten  wir  in  den  z\  x\  p'  das  Gleichungensystem: 

dW  r  dW 


Z'  =  W(Xa,  •  •  •   Xa^),      p[ 


ox. 


•   Pr 


dxi 


welches  seinerseits  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz'  —  p'idx'i —  •  •  •  -^ PndXn=0 
erfüllt.  Damit  ist  bewiesen,  dass  man  jedes  (w -[- l)-gliedrige  Gleichungen- 
system, welches  die  Pfaffsche  Gleichung:   dz  — p^dx^ •  •  — PndXn  =  0 

befriedigt,  durch  eine  geeignete  Berührungstransformation  von  der  Form  (3') 
in  ein  Gleichungensystem  überführen  kann,  welches  in  aufgelöster  Form 
so  lautet: 


F(xi  ■  "  Xn)  =  0,   pi 


^  =  0,  ...  ^,  — ^^  =  0.*) 


dx' 


Man  überzeugt    sich   ferner    durch    eine   leichte  Rechnung,    dass  jeder 
Klammerausdruck:  [F0]zxp  bei  Ausführung  der  Transformation  (3')  die  Form: 

erhält.     Mit  Benutzung  dieser  Bemerkung  Hessen  sich  die  Entwickelungen 
der  §§  25  und  26  des  vorigen  Kapitels  abkürzen. 

•Als   zweites   Beispiel   einer  Berührungstransformation   führen   wir 
noch  an: 


(6) 


z  — 


1  n 


Xi 


Xi  + 


aPi 


(/  =  ! 


Pl    ==Pi 


ny, 


für  dieselbe  hat  ^  ebenfalls  den  Werth  1, 


^)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  November  1874. 
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Ist: 

(1)  /  ==  Z(2,  Xy  p),      X/  =  Xi(0,  X,  p),     p{  =  Pi(^,   Xj  p) 

irgend  eine  Berührungstransformation,  so  besteht,  wie  wir  wissen,  ver- 
möge (1)  eine  Relation  von  der  Form: 
(6)  ds'—p^dx^ pndXn  =  Q{^,  x,p).{ds~p^dx^ PndXn), 

wo  die  Function  q  nicht  identisch  verschwindet.  Hieraus  ergiebt  sich 
sofort,  dass  die  zu  (1)  gehörige  inverse  Transformation: 

z  =  liz',  X,  p),    Xi  =  Xi{ß',  x\  p),    pi  =  Fi{z',  X,  p) 

(/  =  !...«), 

welche  durch  Auflösung  von  (1)  nach  den  z,  x,  p  erhalten  wird,  eben- 
falls eine  Berührungstransformation  ist. 

Führen  wir  andrerseits  zuerst  die  Berührungstransformation  (1) 
aus  und  sodann  irgend  eine  zweite  Berührungstransformation: 

(r)  s"=  z(z',  x\ p),  xi'=^ Si{^\  X,  p),  p;'=  ni{/,  x\ p) 

{i=:l...n), 

so  ist  die  auf  diese  Weise  erhaltene  Transformation : 

(1-)  /'=  z(z,  X,  P),  xl'=  Si(z,  X,  P),  pr=  n,{z,  X,  P) 

(i = 1 .  • .  n) 

stets  wieder  eine  Berührungstransformation. 

In  der  That,  vermöge  (1)  besteht  eine  Relation  von  der  Form  (6) 
und  vermöge  (1')  eine  von  der  ähnlichen  Form: 

f  dz"  —  pl'dxl'  —  •  •  .  —  pn'dxn    = 

^    ^  1=  q{z\  x\  p)  .  {dz'  —  pldx(  —  ...  —  PndXn). 

Vermöge  der  Gleichungen  (1"),  welche  sich  aus  (1)  und  (1')  durch 
Fortschaffung  der  z\  x\  p  ergeben,  besteht  daher  eine  Relation  von 
der  Form: 

dz'  —  pl'dxl' PndXn     = 

=  q{z,  X,  p)  .  0{Z,  X,  P)  (ds  —  p^dx^ PndXn)y 

also  ist  (1")  wirklich  eine  Berührungstransformation. 

Wir  haben  somit  den 

Satz  1.  Die  Berührungstrans formationen  des  {n -{- \)  -  fach  aus- 
gedehnten Baumes  z,  x^-'-Xn  ordnen  sich  paarweise  als  inverse  zusammen; 
führt  man  andrerseits  zwei  heliehige  Berührungstransformationen  dieses 
Baumes  nach  einander  aus,  so  erhält  man  stets  wieder  eine  Berührungs- 
transformation. 

Setzen  wir  den  in  der  Einleitung  des  ersten  Abschnitts  eingeführten 
Begriff  „unendliche  continuirUche  Gruppe"  als  bekannt  voraus,  so  können  wir 
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sagen,  dass  alle  BerüJirimgstransformationcn  in  den  Veränderlichen  s^x^-'-Xn-, 
Pi"'Pn  ciyic  unendliche  continuirliche  Transformationsgrupxje  hilden. 

Bestimmen  die  Gleichungen: 

0'  =  Z(^,  X,  p),     x^=X^{z,  X,  p),     pj  =  P,Xi2,  X,  p) 

eine  Berührungstransformation  und  die  Gleichungen: 

z'  =  A{i,  i,  ^),     xj  =  B,{h  h  P),    Py'  =  G,(h  h  P) 

eine  zweite,  so  bestimmen  die  Gleichungen: 

Z(0,  X,  p)  =  A{i,  i,  p),     X,  =  B,,    P,  =  C, 

eine  Berührungstransformation  zwischen  den  Veränderlichen  0,  x^  p 
und  5,  ^,  p;  es  bestehen  ja  nach  unsern  Voraussetzungen  Identitäten 
von  der  Form: 

d/  —  p^dX^' PndXn   =  Q{d0  —  p^dX^ PndXr) 

d0'  —  p^dxl p^dXn    =  0{dl  —  pi(?Ji '^adln), 

also  auch  eine  von  der  Form: 

^h  —  Pi^?i  —  •  •  •  —  p;,^£„  ==  iv{3,  X,  p) .  (dz  —  p^dx^ PudXn), 

§  35. 

Es  seien  jetzt  irgend  welche  Functionen  Z,  Zj  •  •  •  X„,  P^  -  -  -  P^ 

vorgelegt,  welche  eine  Identität  von  der  Form: 

(2)     dZ-  P^dX^ P^dXn  =  Q{d0  -p,dx, p^dxn) 

mit  nicht  verschwindendem  q  befriedigen.  Wir  werden  gewisse  Dif- 
ferentialrelationen ableiten,  welche  für  alle  solchen  Functionensysteme " 
Zj  Xi,  Pi  charakteristisch  sind. 

Die  Identität  (2)  lässt  sich  auch  schreiben: 

1  P  P 

dz  —p^dx^ PndXn  =  -  dZ ^dX^ ^  dXny 

also  müssen  nach  Satz  16,  S.  98  die  >^  +  1  Functionen:  Z,  X^-  -  -  Xn 
paarweise  in  Involution  liegen,  es  muss  sein: 

(7)  [ZZJ^O,     [Z,ZJ  =  0        (.,x  =  !...„). 

Andrerseits  ist  identisch: 

dZ—P,dX, P.dXn  =  d(Z—Xa^Pa^ ^«,^«,)  + 

+  X^^dPa,  +  . . .  +  X^^dP.^  -  Fa^^.dX.^^^ ^idX^n. 

wo  ai'  '  '  ccn  wie  schon  öfter  eine  beliebige  Reihenfolge  der  Zahlen 
1 ,  2  •  •  •  n  bezeichnet  und  q  irgend  eine  dieser  Zahlen  ist.  Wird  dieser 
Werth  von  dZ—  P^dX^ PndXn  in  die  Identität  (2)  eingesetzt 
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und  nochmals  jener  Satz  16  benutzt,  so  ergiebt  sieb,  dass  die  n  +  1 
Functionen : 

paarweise  in  Involution  liegen.     Folglich  haben  wir: 


(i,  X  =:  1  •  '  '  n). 

Ferner  liefert  die  Berührungstransformation  (5)  die  Identität: 

wo   S  zur   Abkürzung   für    1  +  P^^  H +  PJ   geschrieben   ist,    es 

müssen  also  die  Functionen: 

paarweise  in  Involution  liegen.     In  Folge  dessen  ist: 
woraus  sich  ergiebt: 

[Pl,    XJ  EEE  [P^,    X^]  =  .  .  .  EEE  [Pn,    XJ. 

Um  endlich  den  Werth  des  Ausdrucks  [Pi,  ZJ  zu  finden,  benutzen 
wir  den  Umstand,  dass  die  2n  +  3  Functionen: 

0'  =  Zj     ^/  =  Xi,    •  •  •    Xn    =  Xn,     Xn-\-l  =  Xn+1 
Pl    =  Ply    '"    Pn    =  Pnf     Pn-\-l  =  QPn+1 

der   2^  +  3   Veränderlichen  ^,  x^-'Xn+iy  Pi'-'Pn^i   die   Gleichung: 

dz'  —  ^  VvdXv  =  Q{d0  —  2i]'  Pväxr) 
1  1 

identisch  befriedigen.     Wir  setzen  für  den  Augenblick: 


l-K(fc!+-S)-i|(g +"■£)= '*•"'■- 


dann  muss  nach  dem  Vorangehenden  sein: 

[Pl,    XJ^_j_,  =  -"  =  [Pn,    XJ^_^,  =  [QPn+U    ^n+l],+i; 

hier   hat   der   Ausdruck   am   weitesten   rechts    einfach   den   Werth   q, 
während  [P,-,  XJ^_^^  gleich  [P,-,  XJ  ist.     Also  kommt: 

{T)  [Pi,    XjEEE...EEE[P.,    XJ  =  (). 
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Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Satz  2.     Sind  Z,  Z^  •  •  •  Z„,  F^-  •    Fn  solche  Functionen  der  Ver- 
änderlichen: z,  x^'"  Xn,  p^  •  •  'Pny  wclchc  cinc  Identität  von  der  Form: 

(2)     dZ-  F,dX, FndXn  =  Q(dz-p^dx^ p.dxn) 

befriedigen  j    wo    q    eine    nicht    identisch    verschwindende    Function    von 
z,  x^-'-Xn,  Pi---Pn  hezeichnet,  so  bestehen  auch  die  Differentialrelationen: 
[Z,  XJ  =  [Z„  Z.]  =^  [P,,  ZJ  =  0        0  + .) 
[P,,  X,]  =  Q,     [P,  Z]  =  qF, 

(/,  X  =  1  •  .  .  w) 

sämmtlich  identisch. 


(8) 


Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  vervollständigen. 

Aus  dem  Bestehen  einer  Identität  von  der  Form  (2)  mit  nicht 
verschwindendem  q  folgt  nach  Satz  15,  S.  98,  dass  die  Functionen 
Z,  X^"'Xn  von  einander  unabhängig  sind.  Wären  nun  die  Functionen 
F^-  "  Fn  nicht  von  einander  und  von  Z,  X^--  -Xn  unabhängig,  so 
liesse  sich  jedenfalls  eine  unter  ihnen,  etwa  P^  durch  die  übrigen  und 
durch  Zj  X^'  •  '  Xn  ausdrücken: 

P,^X(P,...p,_i,  p,+i...p„  z,  z,...z.), 

es  müsste  also  sein: 

[P,ZJEEE[XZJ^0, 

was    nicht    der    Fall    ist.      Folglich    sind    die    2n  +  1    Functionen: 

Zy  X^'  ' '  Xnj  F^'    •  Fn  von  einander  unabhängig. 

Damit  haben  wir  die  angekündigte  Vervollständigung  des  Satzes  2: 
Satz  3.     Befriedigen  die  2n+l  Functionen  Z,  Z^  •  •  •  Z„,  P^  •  •  •  P„ 

der  Veränderlichen  z,  x^-  ■  •  Xn,  Pi"  -pn  eine  Identität  von  der  Form: 

(2)     dZ-F,dX, FndXn  =  Q(dz-p,dx, p^dx^;) 

in  welcher  q  nicht  verschwindet,  so  sind  sie  von  einander  unabhängig*) 
und  es  stellen  daher  die  Gleichungen: 

Z    =  Z,       Xl  =  Z/,      pl  =  Fi  (t  =  1  .  .  .  n) 

eine  Berührungstransformation  dar. 

Aber  der  Satz  2  lässt  sich  auch  umkehren. 

In  der  That,  es  seien  2n  +  1  Functionen  Z,  X^---Xn,  F^-'Fn 
vorgelegt,  welche  die  Gleichungen  (8)  identisch  befriedigen,  ohne  dass 

*)  Dass  2w  +  1  Grössen  Z,  ^^  •  •  •  Z„,  P^  . . .  P^,  welche  die  Identität  (2) 
des  Textes  erfüllen,  von  einander  unabhängig  sind,  ist  aus  der  Theorie  des 
P/iz/f sehen  Problems  längst  bekannt. 
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Q  verschwindet.  Wir  werden  zeigen,  dass  unter  diesen  Voraussetzungen 
die  Identität  (2)  besteht. 

Zunächst  erkennen  wir  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin,  dass  die 
FuDctionen  F^  -  -  -  Pn  von  einander  und  von  Z,  X^-  -  -  Xn  unabhängig 
sind.  Wären  andrerseits  Z,  X^-  -  •  Xn  nicht  von  einander  unabhängig, 
so  müsste  sich  entweder  Z  durch  X^  •  •  •  X„   allein  ausdrücken  lassen: 

Z=ü{X,''-Xn) 
oder  eines  der  X  etwa  Xq  durch  die  übrigen  allein: 

Xq  ^    V(X^   •    •   •   Xq—l^     ^q+1   '   '   '   ^n)' 

Im  ersten  Falle  ergäbe  sich  aus  der  Gleichung: 

[P,^]ES[P.t7] 

eine  Identität  von  der  Form: 

^^■—  dX..  ' 

die  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung  über  P^  •  •  •  Pn  unmöglich 
bestehen  kann;  im  zweiten  Falle  führte  die  Identität: 

[P„  X,]  =  [P„  v-\  =  o 

auf  einen  Widerspruch.  Also  erkennen  wir,  dass  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  die  Functionen  Z,  X^  •  •  •  X„,  P^  -  •  -  Pn  von  einander 
unabhängig  sind. 

Da  die  von  einander  unabhängigen  Functionen  Z^  X^  •  -  -  Xn  paar- 
weise in  Involution  liegen,  so  giebt  es  nach  Satz  16,  S.  98  sicher 
12  +  1  Functionen  (?,  TI^-  -  -  Iln,  welche  die  Gleichung: 

dz  —  p^dx^ pn dxn  =  —  (dZ  —  n^dX^  —  -  •  -  —  Iln dXn) 

identisch  erfüllen.     Hier  haben  wir  wegen  Satz  2: 

also  ist  zum  Beispiel  Tli  eine  gemeinsame  Lösung  der  n  —  1  linearen 
partiellen  Di jfferentialgleichun  gen : 

[Xi,  /■]  =  0,  •  •  •  [X,_x,  n  =  0,  [x,+i,  /]  =  0,  •  •  ■  [x,„  n  =  0. 

Diese  Gleichuugen  haben  n  -\-  2  unabhängige  Lösungen  gemein,  näm- 
lich: Z,  X^,  X^  '  •  '  Xjif  Pij  sie  sind  andererseits  von  einander  unab- 
hängig, wie  man  sich  sofort  überzeugt,  wenn  man  in  ihnen  für  f  der 
Reihe  nach  die  Functionen  Pj  •  •  •  Pi—ij  Pi+i  •  •  -  Pn  einsetzt  und  (8) 
berücksichtigt;  folglich  haben  sie  sicher  nicht  mehr  als  n  -\-  2  un- 
abhängige Lösungen  gemein,  und  jede  solche  gemeinsame  Lösung, 
also  auch  77;  ist  eine  Function  von  Z,  X^-  '  -  Xn,  Pi  allein: 
77,=  U{Z,  X,---Xn,  P,). 
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Traj^en  wir  nun  diesen  Werth  ron  77/  in  die  Gleichung: 

[Z,  /7,]~7y,[X,,  /7J«0 
ein,   wf^ichf'  nach  8atz  2,  8.  120  ebenfall»  identi«eh  erfüllt  »ein  mu»», 
»o  kommt: 

oder  da  U  wegen  [77/,  X/]  —  <?  nicht  von  I\  hei  »ein  kann: 

Andererseits  aber  ist: 

alHO  folgt:  Pi     '.  Ui       lli  und  au»»erdem  0-    q. 

Damit  int  die  Umkehrbarkeit  des  Satzes  2  bewiesen.  Wenn  wir 
daher  alle»  zunammenfassen,  können  wir  sagen: 

Satz  4.  Sollen  2n  +  1  Functi/mm  Z,  X^-  •-  X^,  P^-P^  der 
Verimd/^Mum  z,  x^-  •  -  Xn,  Pi  •  "  p„  eme  LknliUit  ixm  (kr  Form: 

äZ—  P^dX^ PnäX^  -=  Q{d0—p^dxy pndXn) 

mü  nkht  verHchwlnd/^uhrn  q  h^frMvjan^  m  id  nothw endig  und  hin- 
reichend j  dasH  nie  die  Jklatu/tien: 

[z,  x;\ « [X,,  X,]  =  [Pi,  Xy]  «=  0  (/*>o 
(H)  '    [p,,  x,j=y,  [Pi.zy^Qp, 

idenÜHch  erfiülen.  ht  dienen  lUdirujuruje'n  (hmwje  geUdaiei^  m  sind 
Zy  Xj  •  •  •  X„,  P^' '  *  P„  unMuMujifje  Fwuiv/ri/m  ilt/rer  Argumente  und 
die  (ßU'M/awjen: 

{'•))  Z    -=  Z,    X'i    =  X,,  IH    =  Pi       d-^X'--  n) 

IjeHlimmen  (Mi/^r  eine  Jierüft/runfjHlranHformfüion.  hl  Z,  X,  •  •  X„, 
P^' ' '  Pn  dfXH  alUjerminnk  Fun/difjnenhyHtem  von  der  (kf'mirten  lieaeJfMfj'im- 
imty  HO  id  (9)  dk  ollfjerneinsk  Berükrurujiflr(mHf(/rnmtl(M,^) 

Die  llelationen  (8j,  durch  deren  BeHtehen  eine  Transformation  (9) 
alH  BerührungHtranHforruation  charakterisirt  i»t,  ergeben  eine  wichtige 
EigeuHchaft  de»  Klamm^Tsymbol«. 

Es  seien  O  und  3^"  irgend  zwei  Functionen  von  z,  ä,  •  •  •  ä:„  , 
Pi'"Pn'  Bilden  wir  den  KlammerauHdruck  [0,  W^j^  indem  wir  be- 
rücksichtigen, da»»  »ich  <Z>  und  H^  auch  al»  Functionen  von  Z,  X,  •  •  X„, 
P,  •  •  •  P„  darstellen  la»»en,  ho  kommt: 

*)  Lie,  Zur  analyiiiicben  Theorie  der  Berührung8tran»forraationen,  Verband- 
Iaogen  der  Ge».  d.  W.  zu  Cbnutiania,  Juni  1873;  Ä.  Mayer,  lieber  die  Liegchen 
Berübrang«iran»fürmationen,  Qötiinger  Nachrichten,  1874, 
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also  wegen  (8): 

wa.s  wir  mit  Benutzung  einer  leicht  verHtändlichen  Bezeichnungsweise 
kurz  80  schreiben  können: 

Die^e  Identität  nagt  aun,  wie  nich  der  Klarnnieraundruck  (0,  '/^l?,^,// 
gegenüber  der  BerührungHtranHf'orrnation  (1^;  verhält.  Eh  gilt  offen- 
bar der 

Satz  5.  /'ÄW  man  an  SkIM  vrm  z^  ^j  •  •  •  -^«,  />i  •  •  'Vn  vc/rrnüklM 
einer  Berükrunfßtro/nHff/rw/üi/m : 

z'  =  /Jz^  X,  p),     x'i   =  Xiiz,  X,  p),     p!  •--  l\(2,  X,  p) 

dk  neijum  Verändf^lidKm  z\  x{  -  •  -  x,!,  ,  ///•••  pa  '^^V«,  ho  er  kalt  (kr  Auh- 
drmJc:  [0,  '''I^\z,x,r'7  '^''^  welchem  flf  und  '"/^  heiiel/i/je  Fundionen  von 
z,  x^' ' '  Xny  Pi' '  '  pn  ^kzei/^knenj  die  (/eMi: 

Ili/'/r  hukuM  q  eine  Furt/ii(m,  d(^m    Werlk  am  der  Jdenlif/ü: 

d/j  —  l\dX^  ^  . . .  —  l\dXn  ==  {^{dz     - p^dXi  ~  •  ■ pndxn) 

zu  mtnejtmfm  üL 

Kennt  man  n  +  1  unabhängige  Functionen  Z,  X^-  •  •  X«,  welche 
paarweise  in  Involution  liegen,  ho  giebt  es  nach  Satz  10,  8.08  n  +  1 
eindeutig  bentimmte  Functionen:  //^,  //j  •  •  ♦ //,,,   welche  die  Identität: 

befriedigen.  Keine  von  diesen  Fanctionen  ist  identinch  null,  man  kann 
daher  aetzen: 

P=^^^        .p  «       ^*    ««   ' 

und  »iebt  «ofort  (8atz  ?>,  8.  120),  da»»  die  Gleichungen: 
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Z     =  Z,    X'i    =  Xi,   Pi    =  Fi       (t  =  1  .  .  •  n) 

eine  Berührungstransformation  darstellen.  Dies  giebt  uns  das  wichtige 
Theorem  12.  Sind  Z,  Xj^-Xn  solche  unabhängige  Functionen 
von  0y  x^-  •  Xny  Pi'  "Pnj  wclchc  paarweise  in  Involution  liegen^ 
so  giebt  es  eine  und  nur  eine  Berührungstransformation  von 
der  Form: 

Z     =  Z^    x'i    =  Xij  pl  =  Fi       (»  =  1  •  .  •  n), 


die  betreffenden  Functionen  F^  • 
chungen: 

^  _  P  !fi  _ 

dz  ^  ^« 

dz 

dZ 


(11) 


dz 

P j^ 

'  ^^i 


dPi 


dPi 


(/=i 


Fn  findet  man  aus  den  Glei- 

ax 


Pn 


Q 


^x„ 

-  Fn  -Ö--  =  0 

dp, 


welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  mit  einander  ver- 
träglich sind  und  die  Functionen  Qj  F^  •  -  ■  Fn  eindeutig  be- 
stimmen*) 

Endlich    beweisen    wir    einen    einfachen    Satz,     den    wir    später 
benützen: 

Satz  6.     Stellen  die  Gleichungen: 

Z'  =  Z{Z,    X^-  "Xn,  Pi-  •  -Pn),    Xl  =  X,-,  p!  =  Fi       (t  =  l.-.n) 

eine  Berührungstransformation  dar,  so  bilden  die  Gleichungen: 


(12) 


lX„f]  =  0,---  [X„f]  =  0 


ein  q-gliedriges  vollständiges  System,  dessen  Lösungen  sich  sämmtlich  als 
Functionen  der  2n  -\-  1  —  q  unabhängigen  Lösungen: 

X^  '  •  '  Xn,    Z,    P5+I  •  '  '  Fn 

darstellen  lassen. 

Zum  Beweise  desselben  bemerken  wir:  Die  Gleichungen  (12) 
sind  von  einander  unabhängig,  um  sich  davon  zu  überzeugen,  braucht 
man  blos  in  ihnen  für  f  der  Reihe  nach  die  Functionen  Pj,  F^-  •  -  F^ 
einzusetzen;  andererseits  haben  sie  offenbar  die  2n  -{-  1  —  q  unab- 
hängigen Lösungen:  X^  •  •  •  X„,  Z,  Fq^i  -  •  -  Fn  gemein,  sie  bilden 
daher  nach  der  Theorie  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
wirklich  ein  g'-gliedriges  vollständiges  System. 


*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1872  und  1873.  Es  ist 
zu  bemerken,  dass  bei  dem  im  Texte  gegebenen  Beweise  des  Theorems  12  der 
vorangehende  Satz  4  nicht  benützt  wird. 
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§  36. 
Unter  den  Berührungstransformationen: 

(13)  Z    =  Z{Z,    X^"-Xny  :P^'-'  Pn)y    X/  =  Xi,   p/  =  Pi 

giebt  es  insbesondere  solche^  bei  welchen  die  2n  Veränderlichen  x^"-Xn, 
Pi' '  'Pn  /^^  sich  allein  transformirt  werden^  bei  denen  also  die  Functionen 
X^'  • '  Xny  F^'  '  ■  Pn  von  0  frei  sind  und  nur  von  x^-  ■  -  Xnj  Pi  -  -  -  Pn 
abhängen.  Wir  bezeichnen  derartige  Transformationen  kurz  als  Pe- 
rührungstransformationen  in  den  x,  p.  Beispiele  von  solchen  sind  die 
im  Eingang  des  Kapitels  angeführten  speciellen  Berührungstransfor- 
mationen (3),  (3')  und  (5). 

Ist  (13)  eine  Berührungstransformation  in  den  x  und  p^  so  folgt 
aus  der  Identität: 

(2)   dZ  —  P,dX^ PndXn  =  Q{dB—p^dx^ PndXn) 

augenscheinlich: 

dz        -^^   dz        ■"        -^''    32    —9—  aJ 

dx,        -^1  dx,  ^''dx.    =~  ^P' 
p  1  _  .  .  . p        ^  — ^  0 

^Pi        "-op,  ^'^  dp,  —  ^• 

Eliminiren  wir  Z  mit  Hilfe  der  ersten  dieser  Gleichungen  zuerst  aus 
der  dritten  und  dann  aus  der  zweiten,  so  finden  wir: 

1^  =  0,     |^+_p,|l==o. 

dp,  ^      dx,    ^   -^^  dz 

Hieraus  erhellt  zunächst,  dass  q  von  den  p  frei  ist;  in  Folge  dessen 
müssen  -^—  und  07^  identisch  verschwinden,  es  ist  also  q  eine,  natür- 
lich von  Null  verschiedene  Constante :  q  =  A.  Zugleich  ergiebt  sich, 
dass  Z  die  Form  hat: 

Z=  AZ  +  ^{X^  -"Xn,  Pi"-Pn)^ 

Ausserdem  müssen  die  Functionen  Z,  X,-,  Pi  noch  die  Relationen  (8) 
identisch  befriedigen;  wir  können  aber  in  denselben  fast  überall  das 
Symbol  []  durch  ()  ersetzen,  da  wir  es  meistens  mit  Functionen  von 
Xi  '  '  '  Xnj  Pi'  '  '  Pn  allein  zu  thuu  haben.     Demnach  gilt  der 

Satz  7.  Werden  hei  einer  Berührungstransformation  in  0,  x^--  - Xny 
Pi  '  •  •  Pn  die  Veränderlichen  x^-  -  •  Xn,  P\  •  -  -  Pn  ßi'^  sich  transformirt, 
so  hat  dieselbe  die  Form: 
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(14)  /  =  A2-\-  Sl{xi  ■'•  a^n,  Pi-"Prd,  Xi  =  Xi(x,  p),  p/  ==  Pi(x,  p) , 

0  =  1...«), 

wo  Ä  eine  von  Null  verschiedene  Constante  bezeichnet  und  wo  die  auf- 
tretenden Functionen  den  charakteristischen  Relationen: 

(        [Äz  +  Sl,  X,]  =  0,     [Pi,  Ä0  +  £l]  =  ÄPi 

(15)  (x,X,)  =  (P,P.)  =  (P,Z,)  =  0     (e  +  x)     {P,X,)  =  Ä 

[  (»,  x  =  l...n) 

identisch  genügen. 

Entsprechend  dem  Satze  5,  S.  123  erhalten  wir  jetzt  den 

Satz  8.    Führt  man  an  Stelle  von  ^,  x^  -  -  •  x,,^  Pi  •  •  •  Pn  vermittelst 

eine)'  Berührungstransformation  von  der  Form: 

/  =  Z{z^  Xy  p)j  x'i  =  Xi(x,  p),  pl  =  Pi(x,  p) 

die  neuen  Veränderlichen  0\  x^  -  •  -  Xn,  Pi  - '  ■  Pn  ein,  so  erhält  der  Aus- 
druck {Uj  v)x,pj  in  welcliem  u  und  v  beliebige  Functionen  von  x^-  •  -  Xnj 
Pl '  •  •  Pn  bemch)ien,  die  Gestalt: 

(16)  (u,  v%,p  =  Ä-(u,  v%'^p'. 

Hier  bedeutet  A  eine  von  Nidl  verschiedene  Constante,  deren  Werth  aus 
der  Identität: 

dZ—  P^dX^  _  .  .  .  _  P„dXn  =  A{dB  —  p^dx^  _  . .  .  _  p„dXn) 
0U  entnehmen  ist. 

Wir  werden  zeigen,  dass  die  Berührungstransformationen  von  der 
Form  (14)  im  Wesentlichen  schon  durch  diejenigen  unter  den  Relationen 
(15)  charakterisirt  sind,  in  welchen  blos  X^-'-X«,  P^-Pn  vorkommen. 

Es  gilt  zunächst  der 

Satz  9.  Erfüllen  2n  Functionen  X^  •  •  •  X„,  P^--  Pn  von  x^  ---Xn, 
Pl  '  • ' Pn  die  Relationen: 

(17)  (X,X,)  =  (P,X,)  =  (P,P.)  =  0     (/  +  x),     (P,X,)  =  ^ 

{i,  y.  =  l-  •  -n), 

WO  die  Constante  A  nicht  verschwindet,  so  sind  sie  von  einander  unab- 
hängig. 

In  der  That,  Hesse  sich  etwa  Pq  durch  die  übrigen  P  und  durch 
Xj  •  •  •  X„  ausdrücken: 

Pq  ^   X(Pi    •   •   •    Pq—ly     Pg+l    '   '   '   Pfl)     Xj    •    •   •    X„), 

SO  würde  sich  ergeben: 

(P,X,)  =  (XX,)-0, 

was  unmöglich  ist.  Geradeso  sieht  man  ein,  dass  keine  von  den 
Functionen  Xj  •  •  •  X„  sich  durch  die  übrigen  ausdrücken  lässt. 


(18') 
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Hat  die  Constante  Ä  in  den  Relationen  (17)  den  Werth  1,  so 
bezeichnen  wir  diese  Relationen  als  hanonische  und  sagen,  dass  die 
Functionen  X^-Xn,  Pj^  -  ■  •  P»  in  kanonischen  Besiehungen  stehen. 

Sind  X^  •  '  •  Xn  solche  unabhängige  Functionen  von  x^  -  -  -  Xnj 
Pi-'-Pn)  welche  paarweise  in  Involution  liegen,  so  ist  es  nach  den 
auf  S.  95  f.  angestellten  Betrachtungen  möglich,  das  Gleichungensystem: 

(18)     Xi(^i  •  '  ■  OCn,   Pi-  "  Pn)  =  »1,    •  •  •    Xn{x^-  "  Xny  P^"  'Pn)  =  Ö^« 

nach  Xa^' ' '  Xa  y  Pa  ^^'  '  '  Pa^  aufzulöseu: 

^"y.  '^«x  (-^"i   '  *  '  -^«g'    ^^q-\-l  '  '  '  ^«w  y    CCi  •  '  •  ««)  =  0 

WO  «1  •  •  •  a„  eine  gewisse  Reihenfolge  der  Zahlen  1  •  -  -  n  bezeichnet. 
Da  nach  Voraussetzung  alle  (XiXy)  identisch  verschwinden,  so 
muss  dem  Theorem  10,  S.  92  zufolge  das  Gleichungensystem  (18')  so 
beschaffen  sein,  dass  jeder  Klammerausdruck,  welcher  aus  den  linken 
Seiten  zweier  seiner  Gleichungen  gebildet  ist,  vermöge  (18')  ver- 
schwindet, das  heisst  es  müssen  die  Ausdrücke: 

(Xa^  —    Wa„    Xa^    -    Tl%)  =  ^  —  ^ 

"y-  "q+j 

"'y+i  "q-\-j 

iy,l  =  l---q;j,i  =  l---n  —  q) 

sämmtlich'  vermöge  (18')  verschwinden.  Aber  diese  Ausdrücke  sind 
alle  von  Xa,  •  •  -  Xa  .  2^a  .^  •  •  ' Pa^  fi'öi,  sie  sind  also  an  und  für  sich 
identisch  null.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  Wa,  •  •  •  Wa  sich  durch 
die  partiellen  Differentialquotienten  einer  gewissen  Function  W  von 
P«i  *  •  •  Pun^  ^«ü+i  *  ■  '  ^««?  %  •  •  •  an  folgendermassen  ausdrücken  lassen: 

{y.  =  l---q;  j  =  l---n  —  q) 

und  dass  sich   daher   das  Gleichungensystem  (18')   so   schreiben  lässt: 
_  _  ^  __    d  W 

(x=:l.-.g;  j=l...n  —  q). 
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Die  betreffende  Function  W  wird  durch  eine  Quadratur  gefunden;  die 
dabei  auftretende  Integrationsconstante  ist  als  eine  willkürliche  Function 
von  a^' '  ■  ün  aufzufassen. 
Setzen  wir  nun: 

so  ist  offenbar: 


(X  =  l...g;;  =  l...w— 2), 

also  lässt  sich  die  Identität: 

g  <i 

P^dx^  -j Y.p,,dXn=  d^-  Xa^Pa^  ~   ^  ^«^  dpa^  + 


1 

n—q 


+  2p-. 


■^^jdXa^_^j 


schreiben  wie  folgt: 

Pj^dX^-{ [-Pn  dXn  =  d(^  +  Xa^Pa^  H f"  X^^Pa^  — 

Dieses  Ergebniss  können  wir  folgendermassen  aussprechen: 
Satz  10.     Hat    man    n    unabhängige   Functionen   X^  ■  -  ■  X^    von 
x^-  '  '  Xnj  Pi-  •  '  Pny  ß^  welclw  olle  (XiXy)   identisch  verschwinden,   so 
kann  man  immer  n  -{-  1  solche  Functionen  Sl,  P^    - »  Pn  von  x-^-  -  -  Xny 
Vi' '  '  Pn  finden,  dass  identisch  wird: 

(19)         Pif^OJi  H h  PndX,  =d^  +  P^dX^  H [-PndXn, 

Die  Functionen  Sl,  P^--  P^  sind,  wie  man  sieht,  durch  X^  •  •  •  X„ 
keineswegs  vollständig  bestimmt;  dagegen  sind  P^-  •  -  P^  eindeutig 
bestimmt,  wenn  man  über  £1  verfügt  hat. 

Die  Identität  (19),  die  wir  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
stets  befriedigen  können,  lässt  sich  auch  schreiben: 
d{z  —  5i)  —  P^dX^  —  . . .  —  PndXn  =  dz  —  p^^dx^  —  -"  —  Pn dXn, 
woraus  hervorgeht,  dass  die  Gleichungen: 

z'  =  z-a{x,  p),  xl  =  Xi{x,  p),  p!  =  Pi  {x,  p) 
eine    Berührungstransformation    darstellen    und    dass    die    Function  ^ 
den  n  Gleichungen: 
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[^  —  Sl,  Xi]  =  0        (/  =  1 . . .  w) 
identisch  genügt.     Damit  haben  wir  den 

Satz  11.  Stehen  die  n  von  einander  unabhängigen  Functionen 
Xj  •  •  •  X„  der  Veränderlichen  x-^-  -  •  Xn,  Pi  • '  •  Pn  paarweise  in  den 
Beziehungen:  (X,-,  Xy)  ^0,  so  hann  man  stets  durch  Quadratur  eine 
Function  £1  von  x-^-  •  •  Xn,  p^-  -  •  Pn  finden^  welche  die  n  Gleichungen: 

[^-5^,  xj  =  o,  ...  [^-5^,  Xn\  =  o 

identisch  hef riedigt.  Kennt  man  eine  solche  Function  Sl^  so  sind  durch 
dieselbe  eindeutig  n  solche  Functionen  P^  ■ '  -  Pn  von  x^  ■  •  -  Xn^  Pi  ■  •  -  Pn 
bestimmt j  dass  man  hat: 

d(0  —  Sl)  —  P^dX^  —  .  •  —  PndXn  =  dz  —p^dx^  _  .  .  .  —p^dXn. 

Die  Functionen  Xj  . . .  X„,  P^-    -  Pn   stehen  dabei  in  den  Icanonischen 

Beziehungen : 

(20)         (X,X.)  =  (P,Z,)  =  (PiPy)  =  0  (/  +  -),     (P;X)  =  1 

und  die  Gleichungen: 

z  =  z  —  Sl(Xj  p),     xl  =  Xi{x^  p),    p!  =  Pi(x,  p) 

stellen  eine  Berührungstransformation  dar. 

Jetzt  seien  2?^  Functionen  X^-'-Xn,  P^-Pn  von  x-^^-'-Xny  p^-'-Pn 
vorgelegt,  welche  in  den  Beziehungen: 

{XiX,)  =  {PiXy)  =  {PiPy)  =  0  (.  +  .),     (P,XO  =  A  u  +  o) 

(t,  x  =  1  •  •  •  w)  ^ 

stehen.*)  Dann  giebt  es  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  n  Functionen 
n^'-'Un  von  x^"'Xny  Pi"'Pny  wclche  zu  Xi.--X„  in  den  kanonischen 
Beziehungen: 

(X,X,)  ==  (i7,X.)  =  (77,77,)  =  0  0-  +  .),     (77,X,)  =  1 

(t,  y.  =  1  •  •  '  n) 

stehen  und  welche  eine  Identität  von  der  Form: 

n  n 

^PidXi  =  2  mdXi  +  d^ 
1  1 

befriedigen.     Hieraus  folgt: 

*)  In  der  Störungstheorie  betrachtet  man  seit  Poisson  und  Lagrange,  Jacöbi 
und  Bour  fortwährend  Systeme  von  2w  Functionen  X^  •  •  •  X^,  P^  ■  -  •  P^  der 
2w  unabhängigen  Veränderlichen  x  '  -  •  x^,  p  ■  -  -  p^,  welche  die  Gleichungen  (20) 
des  Textes  erfüllen.  Die  in  diesem  Paragraphen  entwickelten  Theorien  sind  aber, 
wie  schon  früher  angedeutet,  zuerst  in  der  Abhandlung:  „Zur  analytischen  Theorie 
der  Berührungstransformationen"  von  Sophus  Lie,  Juni  1873  begründet  worden. 
Lie,  Theorie  der  Trans formationsgruppen.    II.  9 
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(Xf,  Py  —  Än^)^o      (/,x=i..-«), 

also  ist  Fy  —  Allx  eine  gemeinsame  Lösung  der  n  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen : 

{XJ)  =  0,  . . .  (x„/-)  =  0. 

Diese  Gleichungen  sind  von  einander  unabhängig,  wie  man  erkennt, 
wenn  man  in  ihnen  an  Stelle  von  f  der  Reihe  nach  die  Functionen 
Pj^-  •  •  Pn  einsetzt,  sie  haben  daher  höchstens  n  unabhängige  Lösungen 
gemein.  Nun  sind  X^  •  '  ■  Xn  derartige  Lösungen,  also  ergiebt  sich: 
Py.  =  ÄUy  +WyXX^  -"Xn)        (y-^i-  •  •«)■ 

Hier  müssen  noch  die  Ausdrücke: 

/dW^        dW.\ 

(P„    Py)    =    (An,    +Tf;,       ÄUy    +Wy)    =    A{j^^     -    J^J 

identisch  verschwinden,  folglich  sind  W^  •  •  Wn  die  partiellen  Differential- 
quotienten einer  Function  W(X^  •  •  •  Xn)  nach  X^  •  •  •  X„. 
Nunmehr  haben  wir: 

Py.    =    Any.   +  ^~f^ ^\  (X  =  l....) 

mithin : 

n  n 

^  PidXi  =  A^UidXi  +  dW 
1  1 

n 

=  A^pidx,  +  d{W—A^). 
1 
Also  ist  der  Ausdruck: 

w  n 

'^PidXi-A^PidXi 
1  1 

ein  vollständiges  Differential,  durch  dessen  Integration  man  die  Function 
W—A0  findet:  sie  ist  bis  auf  eine  additive  willkürliche  Constante 
bestimmt. 

Theorem  13.     Die  Gleichungen: 

z  =  Z{z,  X,  p),    x{  =  Xi{x,  p),    pi  =  Pi{x,  p) 

(1  =  1- --n) 

stellen  dann  und  nur  dann  eine  Berührungstransformation  dar, 
wenn  Z  die  Form  Z=Az-\-  Sl{x^  p)  besitzt,  wo  A  eine  von  Null 
verschiedene  Constante  bezeichnet,  und  wenn  überdies  die  Glei- 
chungen: ^ 

[Az  +  Sl,  Xi]  =  0,     [P,,  Az  +  Sl]  =  APi 

(XiXy)    =    (P,Z.)    =    (PiPy)    =    0      0    +   .),  (P,X,)    =    A 


Berührungstransfovmationen  in  m  Veränderlichen.  131 

identisch  erfüllt  sind.    Sind  andrerseits  X^--  X„,  P^-  •  Pn  solche 
Functionen,  welche  die  Gleichungen: 

(x,x,)  =  (P,-x,)  =  (P.p;)  =  0  (/  + .),   (p,xd  ==  A 
(/ ,  X = 1  •  •  • «) 

befriedigen,,  so  ist  der  Äusdruclc: 


^PidX,-A^p^ 


dxi 


1 


ein    vollständiges    Differential;    es    gieht    also    eine    Function 
£l{x,p),  welche  die  Gleichung: 


^ PidX,  -dSl^  A^PidXi 


1  1 

identisch  befriedigt  und  zwar  ist  dieselbe  bis  auf  eine  additive 
Constante  besti^nmt.     Zugleich  stellen  die  Gleichungen: 

(14)         z  =  Az  +  ^(x,p),    x;  =Xi{Xyp),    p-==Pi(x,p) 

{1=1-  ■  -n) 

eine  Berührungstransformation  in  den  x,  p  dar.'"^') 

Unter  den  Berührungstransformationen  von  der  i^'orm  (14)  sind 
diejenigen  besonders  beachtenswerth,  bei  welchen  die  Constante  A  den 
Werth  1  hat. 

Es  ist  nach  Satz  8,  S.  126  klar,  dass  der  Klammeraiisdruck  (u,  v)^^ 
sich  bei  jeder  derartigen  Berührungstransformation  invariant  verhält, 
dass  also  {u,v)x,p  =  (tt,  v)x\  p'  ist. 

Lässt  umgekehrt  eine  Transformation: 

(21)       Xi   =  Siix^  '  •  'Xn,  P^"  •  P«),      p'i    =  Uiix^   •  '  •  Xny    P^-  '  'Pn) 

0  =  1..-M), 

den  Klammerausdruck  {UyV)x,p  invariant,  welche  Functionen  von 
Xi--'Xnj  Pi-"Pn  auch  u  uud  V  sein  mögen,  so  stehen  die  Functionen 
l^y  n  in  den  kanonischen  Beziehungen: 

(Ä- ^.)  =  {n, ^y)  =  {Ui  n,)  =  0  o:  +  X),    (77,  a-)  =  1 

denn  es  muss  ja  sein: 

und  so  weiter.     Es  ist  also  nach  dem  letzten  Theorem   stets  möglich 


*)  Das  Theorem  13   des  Textes   ist  ungleich  wichtiger  als   der  anscheinend 
allgemeinere  Satz  4,  S.  122,  der  im  Folgenden  keine  wichtige  Anwendung  findet. 

9* 
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eine  solche  Function  Sl{x,  p)  zu  bestimmen,  dass  die  Gleicliungen  (21) 
zusammen  mit: 

/  ==  B  -{-  Sl(x,  p) 

eine  Berührungstransformation  in  den  x,p  darstellen. 

Führen  wir  zuerst  eine  Berührungstransformation  von  der  Form: 

Z'  =    AZ    +    Sl{X,    P),  Xy!   =    Xy,{X,     p),         pj   =    Py(X,    P) 

aus  und  sodann  irgend  eine  andere  Berührungstransformation  von  der 
entsprechenden  Form: 

z"==Ay-\-9.,{x\p'),  xj'==x:{x\p'),  p;/=p^{x',p'), 

so  transformirt  die  auf  diese  Weise  entstehende  Berührungstransformation 
offenbar  ebenfalls  die  Veränderlichen  x^  p  unter  sich. 

Es  bilden  daher,  können  wir  sagen,  alle  Berührungstransformationen 
in  den  rr,  p  eine  unendliche  Gruppe.  Augenscheinlich  ist,  .dass  die  Trans- 
formationen dieser  unendlichen  Gruppe  sich  paarweise  als  inverse  zusammen- 
ordnen lassen.  Es  ist  andrerseits  klar,  dass  alle  Berührungstransformationeu 
von  der  besonderen  Form: 

z'=  z  +  ^{x,  p),     Xy:=  Xy.{x,  p),    ^l=-Pi(x,  p) 

ihrerseits  eine  unendliche  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen 
bilden. 

Sind  auf  der  anderen  Seite  zwei  Berührungstransformationen  von 
der  Form: 

0'  =  As  +  ^{x,  p),    Xy  =  Xy{x,  p),    pl  =  Pi{x,  p) 
und 

vorgelegt,  so  ist  die  durch  Elimination  der  s\  x\  p    entstehende  Trans- 
formation offenbar  wieder  eine  Berührungstransformation  in  den  x^  p. 

§  37. 
unter  den  Berührungstransformationen  von  der  Form: 
(14)         z'  =  Az-\-  Sl(x,  p),    xl  ==  Xi{x,  p),    pi  =  Pi{x,  p) 

(j  =  1  .  .  .  n) 

wollen    wir   jetzt    diejenigen    besonders    betrachten,    bei    welchen    die 
Function  ß  blos   eine  Constante  ist.     Die  so  definirte  Kategorie  von 
Berührungstransformationen  ist  von  hervorragender  Wichtigkeit. 
Ist  5i  eine  Constante,  so  lassen  sich  die  beiden  Gleichungen: 

iA^  +  ß,  X,]  =  0,    [P„  A0  +  Sl]  =  AP, 

bezüglich  schreiben: 
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wir  sehen  also,  dass  die  X  in  den  Veränderlichen  Pi  •  •  •  Pn  homogen  von 
der  nullten  Ordnung  sind,  die  P  aber  in  Pi  -  -  •  Pn  homogen  von  der  ersten 
Ordnung. 

Es  ist  klar,  dass  alle  Transformationen  (14),  bei  denen  die 
Functionen  X  und  P  diese  Homogeneitätseigenschaften  besitzen,  jede 
in  den  p  homogene  Function  von  x^^  •  -  '  Xn,  p^  •  -  •  Pn  in  eine  Function 
von  xl '  •  '  Xnj  pI  '  '  '  Pn    Überführen,  welche  in  den  p'  homogen  ist. 

Besitzt  umgekehrt  eine  Berührungstransformation  von  der  Form  (14) 
die  Eigenschaft,  jede  in  den  p  homogene  Function  der  x,  p  in  eine 
in  den  p  homogene  Function  der  x' ,  p'  zu  verwandeln,  so  sind  bei 
ihr  X^'  '  '  Xn  in  den  p  homogen  von  nullter  Ordnung,  P^  •  •  -  Pn 
homogen  von  erster  und  die  Function  Sl  ist  eine  Constante. 

In  der  That,  unter  der  gemachten  Voraussetzung  sind  die  X  und 
die  P  sicher  homogen  in  den  p.  Ferner  ist  Xi  +  x[^  homogen  von 
nullter  Ordnung  in  den  jp';  also  ist  Xi  +  X/  homogen  in  den  p] 
folglich  sind  die  X  in  den  p  homogen  von  mdlter  Ordnung.  Ist  nun 
Pi  homogen  von  s-ter  Ordnung,  so  ist  (PiXi)  homogen  von  (s — l)-ter 
Ordnung  und  hier  hat  s  —  1  wegen  {PiX,)  =  Ä  den  W^erth  Null;  mit- 
hin sind  die  P  homogen  von  erster  Ordnung  in  den  p.  Nun  aber 
haben  wir: 

[X,,  Ä,  +  a]  =  Ä^rp/^^  +  (X,ß)  =  0 

also  wegen  der  Homogeneität  der  X  und  der  P: 

(22)  (X,5i)  =  0,     (P,^)  =  0        (.-^i..-.). 

Demnach  ist  Sl  eine  gemeinsame  Lösung  der  2n  linearen  partiellen 
DifPerentialgleichungen  (22)  in  den  2n  Veränderlichen  x-^^'-Xn^  Pi--'Pn' 
Da  aber  X^  •  -  Xn,  P^  ■  -  Pn  in  den  bekannten  Beziehungen  stehen, 
so  ergiebt  sich,  indem  man  für  £1  der  Reihe  nach  P^-'-Pn,  X^-'-Xn 
einsetzt,  dass  die  Gleichungen  (22)  von  einander  unabhängig  sind  und 
dass  sie  somit  keine  andere  Lösung  gemein  haben  als:  ^  ==  const. 

Es  gilt  also  der 

Satz  12.     Eine  Berührungstransformation  von  der  Form: 
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z'  =  Az  +  ^(x,  j)),    x/  =  Xi(x,  p),    pi  =  Pi(x,  p) 

(/•  =  1  •  •  .  n) 

verwandelt  dann  und  nur  dann  jede  in  den  p  liomogene  Function  von 
x^ ' ' '  ^n^  Pi  • ' '  Pn  iyi  eine  Function  von  xl  •  -  •  Xn^  p^  -  •  -  pn,  welche  in 
den  p'  homogen  istj  wenn  die  Function  Sl(Xj  p)  sich  auf  eine  hlose 
Constante  reducirt;  die  X  sind  in  diesem  Falle  homogene  Functionen 
nullter  Ordnung  der  p  und  die  P  homogene  Functionen  erster  Ordnung, 

Eine  Berührungstransformation  von  der  Form: 

(23)  0'  =  Äz  +  B,    x;=X,(x,p),    pl=Fi(x,p) 

(/  =  1  .  .  .  n), 

in  welcher  A  und  B  Constanten  bezeichnen,  transformirt  die  Grössen: 

Pi  Pn-l 

X-i    '    '    '   Xn  1  *    '    '    

^  '        Pn  Pn 

für  sich,  wie  man  sofort  aus  den  Homogeneitätseigenschaften  ersieht, 
welche  die  X  und  die  P  nach  dem  soeben  aufgestellten  Satze  12 
besitzen.     Nun  aber  ist  zugleich  mit  (23)  offenbar  auch: 

(23')  s'  =  2,     xl  =  Xi{x,  p) ,     p;  =  -^Pi  {x,  p) 

eine  Berührungstransformation  und  es  ist  klar,  dass  die  Berührungs- 
transformationen (23)  und  (23')  die  Grössen: 

leide  in  ein  und  derselben  Weise  transformiren. 

Wir  können  uns  aus  diesem  Grunde  auf  Berührungstransformationen 
von  der  Form: 

(24)  0'  =  Zj    Xi  =  Xi{x,  p),    pl  =  Pi(x,  p) 

(/  =  1 . . . «) 

beschränken  und  die  Berührungstransformationen  von  der  allgemeineren 
Form  (23)  ganz  bei  Seite  lassen.  Das  soll  denn  auch  im  Folgenden 
geschehen. 

Für  jede  Berührungstransformation  von   der  Form  (24)   besteht 
die  Identität: 

dz  —  Pi  dX^ PndXn  ^  dz  —  p^dx^ •  —p^dXn 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Identität: 

(25)  P,dX^  +   •  •  •   +  PndXn  =p,d^,  +   "■+  PndXn. 

Lassen  wir  aus  den  Gleichungen  der  Berührungstransformätion  (24) 
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die  Gleichung:  ^'=0  fort,  so  erhalten  wir  offenbar  in  den  Veränder- 
lichen x^  '  '  •  Xn,  Pi  '  '  ■  Pn  allein  eine  Transformation: 
(26)  Xi'=Mx,p),    p/=Pi{x,p)         {^  =  i.--.), 

für  welche  ebenfalls  die  Identität  (25)  besteht. 

Die  Transformationen  von  der  Form  (26),  für  welche  die  Identität 

(25)  erfüllt  ist,  besitzen  hervorragende  Wichtigkeit;  wir  nennen  sie 
homogene  Berührungstrans formatmten,'^)     Also: 

Eine  Transformation: 

(26)  x;=Xi(x,p),    pl  =  Fi{x,p)        (/  =  !••-) 

in  den  Veränderlichen  x^"-Xny  Pi' --Pn  heisst  eine  homogene  Berühnings- 
transformation,  wenn  die  Identität: 

(25)  F^dX^  H h  PndXn  =Pidx^  H h  PndXn 

besteht. 

Diese  Definition  lässt  sich  ein  wenig  anders  fassen. 

Sind  X^---Xny  Pi'Pn  solche  Functionen  von  x^^-'-Xn,  Pi'-'Pn, 
welche  die  Identität: 

(25)  T^dX^  -\ h  PndXn=p,dx^  H h PndXn 

erfüllen,  so  ist  auch  identisch: 

d0  —  P^dX^ PndXn  =  d0  —p^dxi PndXn, 

also  sind  (vgl.  Satz  3,  S.  120)  ^,  X,  ■  -  ■  Xn,  P^  •  -  Pn  unabhängige 
Functionen  von  8,  x^-  --  Xn,  Vi  ■  •  '  Pn  und  in  Folge  dessen  die  X,  P 
ihrerseits  unabhängige  Functionen  der  x,  p.  Damit  haben  wir  zunächst 
den  aus  der  Theorie  des  PfafFschen  Problems  bekannten 

Satz  13.  Sind  die  Functionen  X^  •  •  •  X„,  P^-Pn  der  Veränder- 
lichen x^'  •  '  Xn,  Px"  'Pn  so  leschaffen,  dass  die  Gleichung: 

F^dX^  -\ h  FndXru^p^dx^  H h  PndXn 

identisch  erfüllt  ist,  so  sind  sie  von  einander  unabhängig. 

Die  obige  Definition  der  homogenen '^erührungstransformatiouen 
kann  nunmehr  durch  die  folgende  ersetzt  werden: 

Die  Gleichungen: 

x{  =  Xi{x,  p),    pl  ==  Piix,  p) 

(/  =  1  .  •  .  n) 

stellen  dann  und  nur  dann  eine  homogene  Berührungstransformation  dar, 
wenn  die  2n  Functionen  X,  P  der  Identität: 

F^dX^  -\ h  PndXn  =P,dX,  -i h  PndXn 

genügen. 

*)  Partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  in  denen  die  unbekannte 
Function  explicite  vorkommt,  von  Sophus  Lie,  Verhandl.  d.  Ges.  d.  W.  zu 
Christiania,  März  1873;  vgl.  auch  Math.  Aün.  Bd.  VIII. 
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Ist  die  Transformation:  _ 

(26)  x;  =  Xi{x,  p),    p/  =  Pi(x^  p)        0  =  1 . . .  „) 

eine  homogene  Berührungstransformation,  so  ist  identisch: 

d0  —  P^ dXj^ PndXn  ^ds—p^dx^ pndxn 

es  stellen  also  die  Gleichungen: 

z'  =  s,    xl=Xi{Xjp),    pf=.p,(x,p) 

(i  =  1  .  .  .  n) 

eine  Berührungstransformation  in  den  x^p  dar.  Hieraus  ergiebt  sich 
zunächst,  dass  die  X  und  P  in  den  kanonischen  Beziehungen: 

(X,X,)  =  (P,Z,)  =  (P,P,)  ==  0  0-  +  X),    (P,XO  =  1 
(i,  x  =  l. ..«) 

stehen,  ausserdem  sind  aber  (vgl.  S.  132  f.)  die  Functionen  X  in  den  p 

homogen  von  nullter  Ordnung  und  die  P  homogen  von  erster  Ordnung. 

Sind   umgekehrt  2n  Functionen   Z^  •  •  •  X„,  P^'-Pn  von  x^^-Xn, 

1\  -'-Pn  vorgelegt,  welche  in  den  kanonischen  Beziehungen  stehen  und 

von   denen   die  X  homogene  Functionen  nullter  Ordnung  der  p  sind, 

die  P  homogene  Functionen  erster  Ordnung,  so  stellen  die  Gleichungen : 

X/  =  Xi{x,  p),      pl  =  Pi(Xj  p)  (/  =  1  .  .  .  n) 

immer  eine  homogene  Berührungstransformation  dar. 

In  der  That,  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sind  auch  die 
Gleichungen: 

[^,  X,]  =  0,    [P,,  ^]  =  P,        (.•  =  1....) 
identisch  erfüllt,  die  Gleichungen: 

s'  =  z,    xl  =  Xi{x,  p),    pl  =  Pi{x,  p) 

(i  =  1  .  .  .  n) 

stellen  daher  nach  Theorem  13,  S.  130  eine  Berührungstransformation 
in  den  x,  p  dar,  für  welche  Ä  den  Werth  1  hat  und  ß  =  0  ist.  Hieraus 
folgt  zunächst  das  Bestehen  der  Identität: 

dz  —  P^dX^ ^ndXn  =  dz  —p^dx^ p^dxn 

und  damit  das  Bestehen  der  charakteristischen  Identität  (25). 
Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  der  Satz  gilt: 
Satz  14.     Bezeichnen  Z^  •  •  •  X„,  P^-Pn  Functionen  der  Veränder- 
lichen x^'-'Xny  Pi'-'Pny  so  ist  ZUM  Bcstchcn  einer  Identität  von  der  Form: 

P,dX,  H [-PndXn  =p,dXi  -i \-pndXr, 

nothwendig  und  hinreichend^  dass  die  Gleichungen: 

(x,x,)  =  (p,x,)  =  (p,p;)  =  0  0-  +  x),   (P,z,)  =  1 

.^rJ^.     1       dX  dX,  dP.  dP. 

identisch  erfüllt  sind. 
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Erinnern  wir  uns  jetzt  noch  der  auf  S.  135  angegebenen  Definition 
der  homogenen  Berührungstransformationen,  so  erhalten  wir  das 
Theorem  14.     Die  2n  Gleichungen: 

Xi'=  Xi(x,2^)f      Pi==Fi{x,p)  (.•  =  !.. -n) 

stellen  dann  und  nur  dann  eine  homogene  Berührungstransfor- 
mation dar,  wenn  die  IL  und  F  in  den  kanonischen  Beziehungen: 
(X;  X.)  =  (P..  X.)  =  (P..  P.)  =  0  (.■  + .) ,    (P  X)  =  1 

stehen  und  ivenn  ausserdem  die  X  homogene  Functionen  nullter 
Ordnung,  die  P  homogene  Functionen  erster  Ordnung  von 
Pi- '  'Pn  sind.^) 

Verbinden  wir  die  gewonnenen  Ergebnisse  mit  dem  Satze  11, 
S.  129,  so  bekommen  wir  (vgl.  Satz  17,  S.  100)  den 

Satz  15.    Sind  X^-^-Xn  solche  unabhängige  Functionen  von:  x^-'-Xn, 

— "^—-j  ivelche  paanveise  in  der  Begehung:  {XiXy)  ^  0  stehen,  so 

Pn  Pn 

gieht  es  n  eindeutig  bestimmte  Functionen  P^-  -  •  Pn  i^on  x^-'-Xn^  Pi-'-Pny 
welche  die  Eelationen: 

{X,  X,)  =  {P,  X,)  ==  {Pi  P,)  =  0        (/  +  X) 

(P.Z0  =  1,   ^,!|  +  ...+,..g  =  P, 

(/ ,  X  =  1  .  .  .  w) 

identisch  erfüllen.    Die  Gleichungen: 

Xi  =  Xi(x,  p),    p/  =  Pi{x,  p) 

(«•  =  1  .  .  •  n) 

stellen  alsdann  eine  homogene  Berührungstransformation  dar. 

Es  sei  in  den  Veränderlichen  x^-  -  -  Xn,  Pi  •  •  '  Pn  eine  homogene 
Berührungstransformation  (26)  vorgelegt.  Ist  nun  vermöge  dieser 
Transformation: 

U{X^  "-Xn,  Pi'--Pn)  =  U(^/  •  •  •  Xn\  P^  -  '  Pn) , 

SO  wird: 

du 


2T     ,  Öü 


*)  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  und  Juni  1873. 
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Also: 

Satz  16.     Führt  die  homogene  Berührungstransformation: 

x[  ==  Xiix,  p)j    p!  =  Pi(x,  p)        (;  =  1 .  •  -71) 

die  Function  U{x^  -  "  Xn,  p^  •  -  •  Pn)  iiber  in:  Vi{x^ •  •  •  Xny  Pi  •  -  - Pn\  so 
führt  sie  zu  gleicher  Zeit: 

dU    ■  ,         du 

über  in: 

Erfüllen  2n—l  Functionen  P^-'Pn,  X^  •  •  •  X„  von  Xj^---  Xn^  Pi-"Pn 
die  Bedingungsgleichung: 

P^dX^  +  P2^^2  +  •  •  •  +  PndXn=PidXi  -\ +  PndXn, 

so  zeigen  die  Relationen: 

{p^P,)  =  0,     {p,X,)  =  l,     {p^Xy)  =  0,         (x  =  2....) 
dass  P^  •  •  '  Pn,  X2  '  '  •  Xn  von  x^  frei  sind,  während  X^  die  Form: 

besitzt.     Auf  diese  Bemerkung  kommen  wir  später  zurück. 
Löst  man  eine  homogene  Berührungstransformation; 

X{  ==  Xi(Xf  p)j      p[  =  Pi{x^  p)  (/  =  1  .  .  .  n) 

nach  x-^--Xn^  Pi-'-Pn  auf,  so  stellen  die  hervorgehenden  Gleichungen: 

Xi  =  Xi(x\  p),      Pi  =  Pi{x',  p)  (/  =  1  •  •  •  n) 

offenbar  ebenfalls  eine  homogene  Berührungstransformation  dar. 
Führt  man  zuerst  die  homogene  Berührungstransformation: 
(28)  x;=Xi{x,p),    pl=Pi{x,p)        (/  =  i-.-n) 

aus  und  sodann  irgend  eine  andere  homogene  Berührungstransformation: 

(28')       xr = Si{x\ p),  pr = ni(x\ p)     0- = 1 . . • «) 

so  erhält  man  —  durch  Fortschaffung   der  x\  p    —  die  neue  Trans- 
formation: 

(28")  xl'  =  Ä(X,  P),    i)."  =  miX,  F)       (;  =  1 . . .  n). 

Dieselbe  ist  wieder  eine  homogene  Berührungstransformation. 
In  der  That,  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist: 

n 

zl  ^i(^f  P)  •  dXi(x,  p)  =  ^pidXi 
1  1 

n  n 

Zi  ni(x',  p)  .  dSi{x\  p')  -=  ^  pfdx-. 
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Macht  man  in  der  zweiten  dieser  beiden  Identitäten  die  Substitution: 
Xi  =  Xif  pi  =  Pij  so  kommt  mit  Berücksichtigung  der  ersten: 

n  n 

^  i7,(X,  P)  .■  dSi{X,  P)  EE    '^PidXi, 
1  1 

also    bestimmen    die     Gleichungen    (28")     wirklich    eine     homogene 
Berührungstransformation. 

Aus  dem  Gesagten  erhellt,  dass  der  Inbegriff  aller  homogenen  Berührungs- 
transformationen  in  den  Veränderlichen  Xi  •  '  '  Xn,  Pi  ' '  ' Pn  eme  unendliche 
Gruppe  bildet  und  zwar  eine  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen. 

Endlich  wollen  wir  noch  den  Satz  hinzufügen: 

Satz  17.     Bestimmen  die  Gleichungen: 
(29)  x;  =  X^{x,  p),    pl  =  Fi(x,  p)         (/  =  !..•  n) 

eine  homogene  Berühnmgstransformation  und  die  Gleichungen: 
(29 ')  x/  =  Yi  (y,  q) ,    pl  =  Qi {y,  q)         a^i-.-n) 

eine  zweite,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen: 
(29")  X,{x,  p)  =  Y,{y,  q),     Pt{x,  p)  =  Q.ix),  q) 

(l  =  1  .   •   •  W) 

stets  eine  homogene  Berührungstransformation,  man  mag  dieselben  nun 
nach  den  y,  q  oder  nach  den  x^  p  auflösen. 

Der  Beweis  liegt  in  den  obigen  Entwickelungen,  kann  aber  auch 
leicht  direkt  geführt  werdeu.     Man  hat  nämlich: 

n  n  n  n 

^i  P.idXi=^i  PidXi,      ^  QidYiEE^^  qidyi, 
1111 

also  wird  die  Gleichung: 

n  n 

^iqidyi  =  ^PidXi 
1  1 

vermöge  der  Gleichungen  (29'')  zur  Identität. 

§  38. 

Von  den  allgemeinen  Berührungstransformationen  in  2n-\-l  Ver- 
änderlichen: 0y  x-^'-'Xnj  Pi-'-Pn  aus  siud  wir  durch  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Specialisirungen  zu  den  homogenen  Berührungstrans- 
formationen in  2n  Veränderlichen:  x^^  •  -  -  Xn,  Pi  -  -  ' Pn  gelangt. 

Leicht  vorauszusehen,  aber  doch  von  grosser  Wichtigkeit  ist  es, 
dass  man  auch  den  umgekehrten  Weg  gehen  kann.  Wir  werden  nämlich 
zeigen,    dass   es    möglich   ist,   aus    den    homogenen    Berührungstrans- 


(30) 
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formationen  iu  2n  +  2  Veränderlichen:  y^ --  -  y^+j,  q^  ■  .  .  g„_f.i  die 
allgemeinen  Berührungstransformationen  in  2u  +  1  Veränderlichen: 
^,  Xi'  '  •  Xn,  Pi  '  '  '  Pn  abzuleiten.  Daran  knüpfen  wir  dann  noch  ver- 
schiedene beachtenswerthe  Entwickelungen. 

Es  sei  in  tJr'-yn+ij  Qi-'-qn+i  irgend  eine  homogene  Berührungs- 
transformation: 

yy  =  YyXv,  •  •  •  yn+iy  qf-  qn+i) 
qy-  ==  Qy.(yi  '  •  •  2/«+i;  ^i  *  '  '  3'«+i) 

(x  =  1  .  .  .  «  +  1) 

vorgelegt.     Dann  besteht,  wie  wir  wissen,  die  Gleichung: 
(31)        qidtji  H 1-  q^^idijn+i  =  q^dy^  -| 1-  qn+idyn^i 

vermöge  (30)  identisch.  Ferner  sind  die  Y  homogene  Functionen 
nullter  Ordnung  der  q  und  die  Q  homogene  Functionen  erster  Ordnung, 
so  dass  die  Y  und  die  Verhältnisse  der  Q  nur  von  den  Verhältnissen 
der  q  abhängen. 

Wir  setzen  nun: 

y,,j^i  =  0,     2/i  ==x^,  •  ■ 

-1l,  =  -p    ...  A- 

und  dementsprechend: 

'2/«+l  =  ^\       Vi  =  ^1,    •  •  •    yn  =  Xn 

ausserdem  führen  wir  noch  die  Bezeichnungen  ein: 


(32) 


(32') 


2/w  '^n 

=  ~  Pn 


'Yi{yi  '  •  •  2/«+i;  qi'"  Qn+i)  =  X(2/„+i,  2/i  . .  •  yny  — ^, 


g«+J 


— ) 

g«+l/ 


(^„+l(2/l  •  •  •  2/„+i,  ^1  •  •  •  (Z„+0  *  '  V'-^^'  ^'  ^«'   q,^,  ' 

(i  =  l ...«). 

Nach  diesen  Vorbereitungen  erhalten  wir  ^',  x^'--Xn,  Pi"-Pn  vermöge 
der  Gleichungen  (30)  folgendermassen  als  Functionen  von  z,  x^"'Xnj 
Pi"-Pn  ausgedrückt: 

Z'  =  Z{Z,    X^-  '  -  Xn,   Pi'  ■  -2^n) 
X-    =  Xi{Zj    Xi'  •  '  Xn,  i?i  •  •  •  Pn) 

Pi   =  Pi{^,    ^1  •  •  •  Xnj  Pi"  •  Pn) 

(i  =  1  .  .  .  «) 


(33) 
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Es  ist  von  vornherein  klar,  dass  die  Gleichungen  (33)  eine  Trans- 
formation in  den  Veränderlichen  s,  x^  •  -  •  Xn^  Pt  "  •  Pn  darstellen,  es 
lässt  sich  aber  auch  leicht  nachweisen,  dass  sie  eine  Berührungstrans- 
formation darstellen.  Dividiren  wir  nämlich  die  Bedingungsgleichunc 
(31)  durch  g^+i  oder  was  dasselbe  ist,  durch  §„+i,  so  erhält  sie  mit 
Benutzung  der  Gleichungen  (32),  (32')  die  Form: 

d0'  -  p.'dx,' p:dXn   =^(d0-  p,dx, PndXn). 

Hier  hängt  der  Faktor  von:   d0  —  p^dx^ •  —  p^dXn  nur  von  den 

Verhältnissen  der  q  ab  und  ist  daher  eine  Function  q  von  ^,  x^-'-Xn, 
Pi"-Pn-  Wir  bekommen  demnach  zwischen  den  z\  x\  p\  ^,  x,p  die 
Bedinguugsgleichung : 

(34)  dz  —p;dx; pndxn  =q{0, x,p) . (ds—p^ dx^ PndXn), 

welche  natürlich  vermöge  der  Transformationsgleichungen  (33)  besteht, 
ebenso  wie  die  Bedinguugsgleichung  (31)  vermöge  der  Transformations- 
gleichungen (30).  Damit  ist  bewiesen,  dass  (33)  wirklich  eine  Be- 
rührungstransformation in  den  z,  x^  p  ist. 

Jetzt  sei  umgekehrt  m^,  x^- --Xn,  p^- -pn  irgend  eine  Berührungs- 
transformation vorgelegt,  also  eine  Transformation: 

(35)  0  =  Z(^,  X,  p),  x/  =  £i(0,  X,  p),  pl  =  n,(^,  X,  p) 

(t  =  i..-M), 
vermöge  deren  die  Gleichung: 

(36)  dz—p^dx; PndXn    =(5{ß,X,p).{d3—p^dx^ PndXn) 

besteht.     Setzen  wir  hier: 


(37) 


2/^4-1,  z   ^  y^^i,  Xi  =  tji,  Xi  =  iji 
p.=^^    p.'=^    o-^-^ 

^n+1  9.n-\-l  9.n-\-l 


SO  erhält  die  Bediugungsgleichung  (36)  die  Form: 

0.1  ^Vi  -\ h  On+idyn+i  =  qidyi-{ h  qn+idyn+i 

und  diese  Bedingungsgleichuug   wird   offenbar  von   dem   Gleichungen- 
systeme: 

y'n+i  =  2  (2/«+!,  2/1  ••  •  2/«;  r-^,  •  •  •  ^) 

\  ^n+1  Q'n+l  / 

i     =  ^Ayn+i,  Vi-'-yn,  — -^ ,  •  •  •  - — ) 

\  an-{-l  Qn+1  / 


(38) 


Qn-\-l  = 


^n+l 
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erfüllt,  welches  somit  eine  homogene  Berührungstransformation  dar- 
stellt. Dabei  ist  noch  Folgendes  klar:  Fällt  die  Transformation  (35) 
mit  (33)  zusammen,  ist  also  identisch: 

Z  =  Z,  =.i  ==  Xj,  TT/  =  Pi^  ö  =  Q  ^ 

so  fällt  die  Transformation  (38)  mit  der  Transformation  (30)  zusammen: 
Durch  die  vorstehenden  Entwickelungen  ist  gezeigt,  dass  man  aus 
jeder  homogenen  Berühruugstransformation  in  2/i  •  *  •  2/«+i?  Ö'i  *  *  •  9'n+i 
eine  ganz  bestimmte  Berührungstransformation  in  0,  x^  -  ••  Xn,  p^  •  -  -  Pn 
finden  kann  und  umgekehrt.  Hieraus  geht  zunächst  hervor,  dass  sich 
alle  Berührungstransformationen  in  s^  x^-- -Xn^  Pi  •  -  - Pn  sofort  angeben 
lassen,  wenn  man  alle  homogenen  Berührungstransformationen  in 
2/i  •  •  •  2/«+i>  Qi  •  •  •  Qn-j-i  kennt  und  dass  das  umgekehrte  auch  gilt. 
Zugleich  aber  ist  zwischen  diesen  beiden  Arten  von  Berührungstransfor- 
mationen ein  eindeutig  umJcehrhares  Entsprechen  hergestellt:  Jeder  Trans- 
formation der  ersten  Art  entspricht  eine  ganz  bestimmte  Transformation 
der  zweiten  Art  und  umgeliehrt-^  sucht  man  zu  einer  Transformation 
einer  von  beiden  Arten  die  entsprechende  Transformation  der  andern 
Art  und  zu  dieser  wieder  die  entsprechende  Transformation  der  ersten 
Art,  so  erhält  man  stets  die  ursprüngliche  Transformation  wieder. 

Der  eben  geschilderte  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Arten  von 
Berührungstransformationen  wird  begrifflich  klar,  wenn  man  bemerkt,  dass 
nach  Belieben  entweder  z^  x^  •  --  Xn,  2h  '  '  '  Pn  oder  y^  •  •  •  y^+i,  Qi  -  •  -  qn+i 
als  Elementcoordinaten  im  (w  +  l)-fach  ausgedehnten  Punktraume  auf- 
gefasst  werden  können  und  dass  jede  Berührungstransformation  dieses 
Raumes  eine  Transformation  seiner  Elemente  ist.  Daraus  geht  nämlich 
hervor,  dass  man  jede  Berührungstransformation  des  {n  -\-  l)-fach  aus- 
gedehnten Raumes  sowohl  in  den  Veränderlichen  z,  x^  p  als  auch  in  den 
Veränderlichen  y,  q  schreiben  kann;  thut  man  aber  das,  so  erhält  man 
genau  das  oben  beschriebene  Entsprechen  zwischen  den  Berührungstrans- 
formationen in  den  z^  x^  p  und  den  homogenen  Berührungstransformationen 
in  den  «/,  q. 

Der  Inbegriff  aller  Berührungstransformationen  in  Zy  x^-'-Xn-,  Pi'  'Pn 
bildet  nach  S.  118  eine  unendliche  Gruppe,  sind  daher  S  und  T  zwei  be- 
liebige Berührungstransformationen  in  den  z,  x,  p  und  führt  man  zuerst 
S  und  nachher  T  aus,  so  ist  die  entstehende  Transformation  ST  eine  von 
derselben  Beschaffenheit.  Es  seien  nun  @  und  %  die  beiden  homogenen 
Berührungstransformationen  in  y^^-'-yn+i^  ?i  •  •  -^w+i,  welche  S  und  T  be- 
züglich entsprechen,  dann  ist  nach  S.  138  f.  auch  <B%  eine  homogene  Be- 
rührungstransformation und  zwar  ist  <BX  augenscheinlich  diejenige,  welche 
der  Transformation  ST  entspricht.  Die  unendliche  Gruppe  aller  Berührungs- 
transformationen in  z,  x^-"Xny  Pi"'Pn  und  die  unendliche  Gruppe  dller  homo- 
genen Berührungstransformationen  in  «/i  *  •  *  Vn+i ,  g'i  •  •  •  ^n+i  sind  demnach 
durch  das  oben  beschriebene  eindeutig  umkehrbare  Entsprechen  ihrer  Trans- 
formationen holoedrisch  isomorph  auf  einander  bezogen. 
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Der  hier  entwickelte  ZusaramenliaDg  zwischen  den  beiden  mehr- 
fachgenannten Arten  von  Berührungstransformationen  setzt  uns  in  den 
Stand,  jeden  Satz  über  Berührungstransformationen  der  einen  Art  in 
einen  Satz  über  Berührungstransformationen  der  andern  Art  zu  ver- 
wandeln. Dieses  allgemeine  Princip*)  wenden  wir  zunächst  auf  den 
folgenden  Satz  an  (s.  S.  136,  Satz  14): 

Sollen  die  Functionen:  F^  •  •  •  Yn^i,  Qi'"  Qn+i  der  Veränderlichen: 
y^--'yn+i,  qi"-qn+i  die  Gleichung: 

QidYj^-] \-  Qn+idYn-^-i  =  q^dy^  -\ \-  qn+idyn+i 

identisch  erfüllen,   so  ist  nothwendig   und  hinreichend,   dass  die  Glei- 
chungen: 

iQi Q.)  =  (Qi  F.)  =  (r,  r.)  =0  0  +  .>,  (<?,  z)  =  1 


(39) 


(*,  X  =  1  ■  .  .  n  -f  1) 

identisch  erfüllt  sind. 

Um  diesen  Satz  in  einen  über  Berührungstransformationen  in 
Zy  x^  •  '  •  Xny  Pi'  ' '  Pn  umzusetzen,  müssen  wir  nach  dem  Früheren  an 
Stelle  der  y,  q  die  Grössen: 

^  ^^^  yn-\-ly       ^1  =  y^y    '  '   '    Xn  =  ?/« 

als  Veränderliche  betrachten,  müssen  die  Functionen: 

■  i"«+i(2/;  q)  =  Z{z,  X,  p),     Yiiy,  q)  =  X,(^,  x,  p) 

bilden  und  müssen  nunmehr  aus  jeder  einzelnen  der  Relationen  (39) 
die  äquivalente  Relation  ableiten,  welche  sie  zwischen  deu  Functionen: 
Z,  X^'  "  Xn,  P^'  '  ■  Pn,  Q  liefert. 

Ehe  wir  die  angedeutete  Rechnung  durchführen,  schicken  wir  eine 
Formel  voraus,  welche  uns  dabei  und  auch  später  noch  von  Nutzen 
sein  wird: 

Sind  F  und  0  Functionen  der  Grössen: 

9,  Qn 


und  seUt  man. 


Vi"-  Vn+l  >  — 


*)  Das  im  Texte  formulirte   allgemeine  Princip  wurde   aufgestellt  und  ver- 
werthet  in  den  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  1873. 
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2/«+i  = 

■^>     2/i  = 

^i>  •  •  •  2/« 

=  ä;„ 

so  gilt 

die  Formel 

^1    _ 

=  —Pi,  •• 

,  .   -^  _  _ 

-i?«, 

(41) 

(F^ 

^j,  =  - 

;r^[^^L... 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach.     Man  hat  ja: 

dF    ^dF      dF_^^J^       ^_ L_^ 

^Vn^i  ~  dz  '     dVi  ~~  ^^i'     ^^i  ~       ä^^- 

gj^  _  ^  g,  gj^  _       1    ^    a-F 

(t = 1 . . . «) 

und  entsprechendes  gilt  für  ^.  Daraus  erhellt  das  Bestehen  der 
Gleichung  (41)  unmittelbar. 

Nunmehr  gehen  wir  dazu  über,  die  Relationen  abzuleiten,  welche 
sich  zwischen  Zj  X^  -  -  X„,  P^^'  -  -  Pn,  q  aus  den  Gleichungen  (39) 
ergeben. 

Die  Gleichungen: 

erhalten  auf  Grund  von  (41)  die  Gestalt: 

(A)  [X,XJ  =  0,     [XiZ]  =  0       \i,.  =  i..-n). 

Ferner  ist: 

.  j^.  dF  dF 

also  wird: 

das  heisst,  die  Gleichung:  (Q„^iYn+i)  =  1  ist  äquivalent  mit  der 
nachstehenden: 

(B)  [qZ]  +  q^-q'  =  0. 

Eine  ganz  ähnliche  Rechnung  zeigt,  dass  sich  aus  den  Gleichungen: 

die  folgenden  ergeben: 

(C)  [^X]  +  ^^>0,    [^P,]  +  ^^  =  0.*) 

(t  =  l...n). 


*)    Die    Formeln    (B)    und    (C)    des    Textes    wurden    zuerst   aufgestellt   von 
Herrn  Darhoux,  Bulletin  des  sciences  mathdmatiques  1882. 
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Weiter  haben  wir  für  z  =  1  •  •  •  n: 

(QiY;) iQ.+iPi,  Y,^  =  -  P,{Q,+,Y,)  -  (i,.+,{P,Y,) 

=  f^[P,Z,]  =  i-[P,Z,] 

also,  da  (QiYi)  den  Wertli  1  hat: 

(D)  [PiX,]  =  Q  (/  =  l...«); 

in  derselben  Weise  bekommen  wir  aus: 

(*,  y.  =  l'  -  •  n;    i  ^  y) 


die  Relationen: 

(E) 

[P,X.]  =  0, 

[PZ]  =  pP, 

und  aus: 

die  Relationen: 

(<3,<^.)  =  0 

(p) 

[PtP.A  =  0 

(<,.!  =  1  -.■»). 

Uebrig  bleiben  noch  die  Homogeneitätsbedingungen: 

die  aber  liefern  keine  Relationen  zwischen  den  Functionen  Z,  X,  P,  q. 

Aus  den  Gleichungen  (39)  ergeben  sich  somit  zwischen  den 
Z,  X,  P,  Q  die  Relationen  (A)  •  •  •  (F),  wir  können  daher  den  Satz 
aussprechen: 

Satz  18.  Sollen  2n  +  2  Functionen:  Z,  X^-'Xn,  P^  •  •  •  P„,  q 
der  2n  -\-  1  Veränderlichen:  z^  oo^  -  •  •  Xn,  Pi  -  ■  •  Pn  die  Gleichung: 

(42)  dZ—P,dX, PndXn  =  Q{d0—p^dx, pndx„) 

identisch  befriedigen,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Gleichungen: 
'(43a)    [P,PJ  =  [P,X.]  =  [X,X.]  =  Oo-+.),  [PiX,^  =  Q, 
(43b)  [X,^]=0,  [P,Z]  =  qP„  q  4=  0 


(43) 


(43c)  [^ZJ  +  ()^=[^P,]  +  ^^=[9Z]  +  ^^-^^  =  0 


{i,y.  =  l-..n) 

identisch  erfüllt  sind. 

Dieser  Satz  ist  im  Grunde  blos  eine  andere  Form  des  auf  S.  137 
aufgestellten  allgemeinen  Theorems  14  über  homogene  Berührungs- 
transformationen. Von  dem  früher  bewiesenen  Satze  4,  S.  122  unter- 
scheidet er  sich  nur  dadurch,  dass  zu  den  damaligen  Gleichungen  (8)  die 
Gleichungen  (43c)  hinzugekommen  sind.     Der  Satz  18  des  Textes  sagt 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    II.  ,10 
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in  gewisser  Beziehung  etwas  mehr  aus  als  der  citirte  Satz  4;  er  zeigt 
nämlich,  dass  auch  die  Gleichungen  (43c)  eine  Folge  des  Bestehens 
der  Gleichung  (42)  sind.  Andrerseits  sagt  der  alte  Satz  4  insofern 
mehr  aus,  als  er  zeigt,  dass  schon  die  Gleichungen  (43a)  und  (43h) 
allein  zum  Bestehen  von  (42)  nothwendig  und  hinreichend  sind.  Durch 
Verbindung  beider  Sätze  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichungen  (43  c)  eine 
Folge  der  vereinigten  Gleichungen  (43  a)  und  (43  b)   sind. 

Setzen  wir  in  den  Formeln  (43c)  für  q  den  Werth  p  =  1  ein,  so 
finden  wir  die  Gleichungen: 

dX.  dP.  dZ 

~d7^^'     T7""^'     "ä7""-^' 
die  uns   den  folgenden  aus   der   Theorie   des  Ffaff sehen  Problems   be- 
kannten Satz  liefern: 

Satz  19.  Erfüllen  2n  -\-  1  Grössen  Z,  X^  •  •  •  X„,  P^-  •  Fn  die 
Identität: 

dZ —  F-^dX^  —  •  —  FndXn  =  dz  —p^dx^  —  •  •  —pndxny 
so  besitzen  sie  die  Form: 

Z=0    +    Sl(X,    P),  Xy.    =    Ay.{Xy     p)y  Fy.^By.{X,p). 

Diesen  Satz  erhalten  wir  übrigens  auch  dadurch,  dass  wir  das 
allgemeine  Princip  der  Seite  142  f.  auf  die  Note  im  Text  der  Seite  138 
anwenden. 

Kapitel   6. 

Bestimnmng  aller  Berühningstransformationen  ohne  Integration. 
Charakteristische  Eigenschaften  derselben. 

Im  Vorangehenden  wurden  drei  verschiedene  Arten  von  Berührungs- 
transformationen betrachtet  und  bei  jeder  dieser  Arten  die  auftretenden 
Functionen  durch  gewisse  Differentialrelationen  vollständig  charakterisirt, 
so  dass  die  Bestimmung  aller  Berührungstransformationen  jeder  einzelnen 
von  diesen  drei  Kategorien  auf  die  Integration  gewisser  Differential- 
gleichungen zurückgeführt  ist.  Damit  wissen  wir  aber  noch  nichts 
über  den  Umfang  dieser  drei  Kategorien  und  über  die  Allgemeinheit 
der  in  ihnen  enthaltenen  Berührungstransformationen,  nur  an  Bei- 
spielen haben  wir  uns  überzeugt,  dass  jede  der  drei  Kategorien  wirk- 
lich durch  Berührungstransformationen  vertreten  ist. 

Später  entwickeln  wir  allgemeine  Methoden,  welche  zur  Integration 
der  erwähnten  Differentialgleichungen  führen,  und  gewinnen  so  eine 
vollständige  Einsicht  in  die  Beschaffenheit  der  willkürlichen  Elemente, 
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von  denen  eine  Berührungstransformation  abhängt.  Vorläufig  werden 
wir  zur  Bestimmung  aller  Berührungstransformationen  einen  andern 
Weg  einschlagen,  einen  Weg,  auf  welchem  keine  Integrationen  sondern 
nur  Differentiationen  und  Eliminationen  erforderlich  sind.  Schon  so 
werden  wir  einen  Ueberblick  über  den  Umfang  der  drei  Kategorien 
erhalten. 

In  dem  zweiten  Theile  des  Kapitels  entwickeln  wir  eine  Reihe 
von  charakteristischen  Eigenschaften  der  Berührungstransformationen 
eines  (w+l)-fach  ausgedehnten  Raumes;  insbesondere  untersuchen  wir, 
in  welcher  Weise  die  Punktmannigfaltigkeiten  des  betrefienden  Raumes 
von  einer  Berührungstransformation  transformirt  werden. 

§  39. 
Zunächst  suchen  wir   alle  homogenen  Berührungstransformationen, 
also  alle  Transformationen: 

(1)  X{  =  Xi(Xi  -  ■  -OCn,  Ih-  •  '  Pn),       Vi    =  Pi{0C^-  '  -Xny  Pi-  ■  ■  Pn) 

(i  =  l..  .n) 

vermöge  deren  die  Gleichung: 

(2)  Pidoc^  -f-  . . .  _f-  p^dxn  — p^'dxj^ PndXn  =  0 

zur  Identität  wird. 

Die  Gleichung  (2)  lässt  sich  auffassen  als  eine  Ffaffsche  Gleichmg 
in  den  An  Veränderlichen  Xij  pi,  rr/,  pi.  Legt  man  diese  Auffassung 
zu  Grunde,  so  kann  man  sagen:  eine  Transformation  von  der  Gestalt 
(1)  ist  dann  und  nur  dann  eine  homogene  Berührungstransformation, 
wenn  das  2n-gliedrige  Gleichungensystem  (1)  in  den  An  Veränder- 
lichen Xij  pij  x'i,  pl  die  Pfaffsche  Gleichung  (2)  befriedigt.  Demnach 
findet  man  alle  homogenen  Berührungstransformationen  (1),  wenn  man 
in  den  4w  Veränderlichen  Xi,  pi,  xl.pl  alle  2?vgliedrigen  Gleichungen- 
systeme bestimmt,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung  (2)  befriedigen  und 
welche  sowohl  nach  x^  --  -  Xn,  Pi  •  •  •  Pn  als  nach  x^-  -  •  Xnj  Pi-  '  -Pn 
auflösbar  sind. 

Wir  können  sehr  leicht  alle  2i^-gliedrigen  Gleichungensysterae 
hinschreiben,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung  (2)  erfüllen;  wir  sind  ja 
nach  S.  83f.  im  Stande,  alle  m-gliedrigen  Gleichungensysteme  in 
Xi  '  '  ■  Xmj  Pl  •  •  '  Pm  anzugeben,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 

P^dXi  +  •  ■  •  +  PmdXm  =  0 

befriedigen;   in   den  betreffenden  Formeln  haben  wir   nur   m  ==  2n   zu 

wählen  und  sodann   Xn+i" 'X2nj  Pn-^i- • ' P2n  durch  bezüglich:   x^'"'Xn\ 

—  Pi\  '  '  'y  — Pn    zu  ersetzen.     Auf  diese  Weise  finden  wir  folgendes: 

Wird  von  dem  Gleichungensystem:  pi  =  0,  p!=0  (i  =  i---n)  ab- 

10* 
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gesehen,  welches  im  gegenwärtigen  Falle  überhaupt  nicht  in  Betracht 
kommt,  so  ergiebt  sich  das  allgemeinste  2w-glieclrige  Gleichungen- 
system, welches  die  Pfaffsche  Gleichung  (2)  erfüllt,  dadurch,  dass  man 
die  q  Grössen  A^  •  •  •  A^  aus  den  2n  +  q  Gleichungen: 

•(3a) 

(^^)  -..,.    ■  ■      ^ 

dSl. 

L    j^ I       5 


(3) 


dSl 

dX: 


'       3  \    1  * '  *  '^W  ;    '^i 


■x:)=0 
.  1  •  • . ,) 


(3c) 


2ß, 


+  ^»5^  =  0 


(/=l...n) 


^. 


fortschafft  (vgl.  S.  83  f.). 

Hier  kann  q  eine  jede  der  Zahlen  1,  2  •    -n  sein  und  Sl^ 
bedeuten    beliebige    Functionen    ihrer    Argumente,    nur    dürfen    (vgl. 
S.  35)  nicht  alle  g- reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


aß, 

aa,  aflj 

dSl^ 

«-1 

dx„  dx{ 

^K 

(M) 

; 

•             •               •              •        .        • 

' 

gß„ 

dsi^  aß„ 

aß„ 

Sx^ 

dx^  dx[ 

a< 

vermöge: 

ß,  =0 

}     '     '     ' 

a, 

=  0    verschwinden. 

Ali 

das  (2n  +  ^)-gliedrige  Gleichungensystem  (3)  in  den  Veränderlichen 
^1  •  •  •  ^n,  i^i  •  •  -Pn,  ^/  •  •  •  Xn,  %\  •  •  •  2)/,  A^  •  •  •  A^  SO  bcschaffeu,  dass 
nicht  alle  (2 w  +  g)- reihigen  Determinanten  der  zugehörigen  Matrix 
vermöge  (3)  verschwinden.  Andererseits  ist  sicher,  dass  man  aus  (3) 
durch  Fortschaffung  von  l^-'-l^  wirklich  ein  2w-gliedriges  Gleichungen- 
system erhält. 

Unter  den  2^-gliedrigen  Gleichungensystemen,  welche  aus  den 
Gleichungensystemen  von  der  Form  (3)  durch  Wegschaffung  der  A 
entstehen,    haben    wir   jetzt   noch    diejenigen    auszuwählen*),    welche 


*)  -P/öf/f,  Jacdbi  und  Clebsch  haben  längst  nachgewiesen,  dass  Transformationen 
zwischen  den  x\  p'  und  den  x ,  p,  welche  durch  Elimination  von  ;i  •  ..^  zwischen 
2n  -}-  q  Gleichungen  von  der  Form  (3)  hervorgehen,  den  allgemeinsten  Uebergang 
von  einer  2  n  -  gliedrigen  kanonischen  Form  eines  Pfaffschen  Ausdrucks  zu  einer 
anderen  kanonischen  Form  desselben  liefern.  Der  Zusammenhang  dieses  Trans- 
formationsproblems eines  Pfaffschen  Ausdrucks  mit  dem  allgemeinen  Problem: 
alle  analytischen  Transformationen  zu  finden,  ist  aber  in  diesen  älteren  Ar- 
beiten nicht  erörtert.  Auf  der  anderen  Seite  war  die  Frage  unerledigt  geblieben, 
wann  2w  +  g  Gleichungen  von  der  Form  (3)  nach  Elimination  der  Parameter 
X  eine  Transformation  zwischen  den  x',  p'  und  den  x^  p  liefern. 


Die  endlichen  Gleichungen  einer  ßerührungstransformation. 
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sowohl  nach  den  x^p'  als  nach  den  x,  p  auflösbar  sind.  Der  Inbegriff 
aller  homogenen  Berührungstransformationen  in  den  x^  p  besteht  ja 
eben  aus  dem  Inbegriff  aller  Gleichungensysteme  von  dieser  besonderen 
Beschaffenheit. 

Sollen  2n-}-q  Gleichungen  von  der  Form  (3)  nach  Fortschaffung 
der    X    ein    2n-gliedriges    Gleichungensystem    ergeben,    v^elches    nach 


x^ 


'  X, 


n  y 


Pi 


Pn  auflösbar  ist,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  sie  selbst  nach  x^  •  •  -  Xn,  A^  •  •  •  A^,  Pi  ■  ■  •  Pn  auflösbar  sind.  Um 
diese  Bedingung  bequem  ausdrücken  zu  können,  setzen  wir: 

so  dass  die  Gleichungen  (3b)  und  (3c)  in  der  Gestalt: 
(3bO 


,    dW       ^ 


p^  +  m-^ 


{i=l 


(i  =  1  .  .  .  n) 


(3c') 

erscheinen.    Dann  kommt  die  Auflösbarkeit  von  (3)  nach  den  x\  A,  p' 
darauf  hinaus,  dass  die  Functionaldeterminante  von: 


O  O  I      ^^  I 


K  + 


dW 


Pn    + 


dW 


genommen  nach  x^  -  ■  ■  Xn,  A^  •  •  •  A^,  p^  --  -  p»  nicht  vermöge  (3)  ver- 
schwindet. x4ber  diese  (2^  +  ^) -reihige  Functionaldeterminante  reducirt 
sich  ohne  Weiteres  auf  die  (iz-f-g)- reih  ige  Functionaldeterminante  von: 


genommen  nach  x^' 

dx[ 


'^,, 


,    dW  ,    dW 


dx. 


dx^ 


h 


(4) 


•  Ag-,  sie  hat  daher  die  Form: 


dx[ 
dx^dx[ 


dx^dx[ 


1 

dx' 


0 
0 


dx^dx'      dx^ 


dx^ 


0 

0 
dx^ 

^x^ 


Die  Gleichungen  (3)  sind  also  dann  und  nur  dann  nach  den  x  ,  A,  p' 
auflösbar,  wenn  zJ  nicht  vermöge  (3)  verschwindet.  Nun  aber  ist  z/ 
von  p^  •  '  •  pa,  Pi  '  ■  •  Pn    frei;   es  kann   mithin   vermöge  (3)   nur  dann 
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verschwinden,  wenn  es  sclion  vermöge  (3a)  für  alle  Werthsysteme 
Ai  •  •  •  Ag  verschwindet.     Folglich  ergiebt  sich: 

Gleichungen  von  der  Form  (3)  liefern  bei  Fortschaffung  der  A 
dann  und  nur  dann  ein  2n-gliedriges  nach  x('--Xn,  Pi  -  -  •  Pn  auf- 
lösbares Gleichungensystem,  wenn  ^  nicht  vermöge:  5ii  =  0,  •••  5^2=0 
verschwindet. 

Die  Determinante  J  ändert  sich  nicht,  wenn  man  x^-'-Xn,  Pi'--Pn 
mit  bezüglich:  x^  -  -  •  Xn,  —  Pi^  '  '  '  —  Pn  vertauscht;  also  sieht  man 
unmittelbar,  dass  das  aus  (3)  durch  Fortschaffung  der  A  entstehende 
Gleichungensystem  ebenfalls  dann  und  nur  dann  nach  x^'--Xny  Pi'--pn 
auflösbar  ist,  wenn  z/  nicht  vermöge  (3)  verschwindet. 

Wenn  alle  ^- reihigen  Determinanten  der  Matrix  (M)  vermöge: 
ii^  =  0,  •  •  •  ßg  =  0  verschwänden,  so  würde  z/  offenbar  dasselbe 
thun.  Man  sieht  sogar,  dass  z/  vermöge:  ß^  =  0,  •  •  •  ß^  =  0  ver- 
schwinden würde,  wenn  alle  g- reihigen  Determinanten  einer  der  beiden 
Matricen : 


dSl^ 

dSl^ 

gßj 

aßj 

dx{ 

'    ^K 

d.. 

aa;„ 

dsi^ 

dSl^ 

dSl^ 

dSl^ 

dx[ 

a< 

dx^ 

dx„ 

vermöge  (3  a)  gleich  Null  würden.  Die  Forderung,  dass  z/  nicht  ver- 
möge (3  a)  verschwinden  soll,  hat  demnach  nicht  blos  zur  Folge,  dass 
die  g -reihigen  Determinanten  von  (M)  nicht  sämmtlich  vermöge  (3a) 
verschwinden  dürfen;  sie  verlangt  sogar,  dass  die  Gleichungen:  iß^  =  0, 
...Slq  =  Q  sowohl  nach  q  von  den  x  als  nach  q  von  den  x  auflösbar  sind. 
Nunmehr  können  wir  das  Theorem  aussprechen: 
Theorem  15.  Sind  die  Functionen:  Sl^  -  -  •  ^q  der  Veränder- 
lichen x^  •  •  ■  Xn,  x-^ '  '  '  Xn   so  beschaffen,  dass  die  Determinante: 


(4) 


z/  = 


dsi^ 

dSl^ 

dx[ 

'        ^< 

du, 

dsi^ 

dx[ 

a< 

d'W 

d^w 

dx^dx[ 

dx^dx; 

a^TF 

d'W 

dx^dx[ 


dx^dxL     dx^ 


0     .    .    .      0 
0    .   •   .     0 

dx^  dx^ 
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in  welcher   W=  l^^^  H h  K^q  ist,   nicht  vermöge:    fl^  =  0, 

...  ß^  =  0  für  alle  Werthe  der  l  verschwindet,  so  ergehen  die 
Gleichungen: 

I^^ix^  '"Xn,    X^  "•  Xn)  =  0,    •  •  •    9.^(x^  '  ■  ■  Xn ,    X^  '  -  '  Xn)   =  0 
{/  =  1  .  .  .  n) 

hei  Fortschaffung  der  l  ein  2n-gliedriges  Gleichungensystem, 
welches  sowohl  nach  x^-'-Xn,  p^  ---Pn  als  nach  x^  "•  Xn,  Pi'-'Pn 
auflöshar  ist  und  welches  eine  homogene  Berührungstransfor- 
mation hestimmt.  Wählt  man  ^^'9^q  in  allgemeinster  Weise 
so,  dass  J  nicht  vermöge:  £1^=0,  •  •  •  ß^  =  0  verschwindet,  und 
ertheilt  man  der  ganzen  Zahl  q  der  Beihe  nach  die  Werthe 
1,  2-"n,  so  erhält  man  alle  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen in  den  Veränderlichen  x^-'-Xn,  Pi'-'Pn-  Dahei  ist 
das  Gleichungensystem:  ^^  =  0,  •  •  •  ^^  =  0  immer  sowohl  nach 
q  von  den  x    als  nach  q  von  den  x  auflöshar,"^) 

Erwähnen  wollen  wir  noch,  dass  z/  eine  ganze  homogene 
Function  (w  ~  ^)-ten  Grades  von  A^  •  •  •  A^  wird  und  dass  man  die 
Forderung:  z/  soll  nicht  vermöge:  ß^  =  0,  •  •  •  ß^  =  0  für  alle  Werthe 
der  A  verschwinden,  auch  so  ausdrücken  kann:  es  sollen  nicht  alle 
Coefficienten  dieser  ganzen  homogenen  Function  der  A  vermöge: 
^j  =  0,  •  •  •  ^2  =  0  verschwinden. 

Denkt  man  sich  die  Gleichungen  (3)  nach  x^  -  •  -  Xn ,  pi  -  "  Pny 
Ai  •  •  •  Ag  aufgelöst,  so  werden  die  x'  homogene  Functionen  nuUter 
Ordnung  von  den  p  und  die  p  homogene  Functionen  erster  Ordnung, 
wie  es  bei  einer  homogenen  Berührungstransformation  sein  muss. 

Will  man  nämlich  x^  •  -  ^  Xn  durch  die  x,  p  ausdrücken,  so  wird 
man  zunächst  die  A  aus  den  Gleichungen  (3b)  fortschaffen,  was  man 
in  der  Weise  ausführen  kann,  dass  man  die  w  —  1  Gleichungen: 

bildet  und  dann  aus  diesen  die  Verhältnisse  der  A  wegschafft.  Man 
erhält  auf  diese  Weise  n  —  q  Gleichungen  zwischen  x^  -  -  •  Xn,  x^-  ■  ■  Xn, 


*)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  V,  VIII  und  XI,   S.  547;  Archiv  for  Math.,  Bd.  I, 
Christiania  1876. 
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Pi  "  'Pn,  in  denen  nur  die  Verhältnisse  der  p  auftreten;  nimmt  man 
daher  noch  die  Gleichungen  (3a)  hinzu,  so  bekommt  man  ip/ •  •  •  ^/ 
dargestellt  als  Functionen  von: 

Setzt  man  die  gefundenen  Werthe  von  x^  -  ■  -  Xn  in  (3b)  ein  und 
löst  die  entstehenden  Gleichungen  nach  A^  •  •  •  A^  auf,  so  werden  l^  ■  --  X^ 
solche  Functionen  von  x^* -- Xny  p^-  -- Pny  welche  in  den  p  homogen 
von  erster  Ordnung  sind.  Die  Gleichungen  (3c)  endlich  zeigen,  dass 
die  p'  ebensolche  Functionen  der  x  und  p  werden  wie  die  L 

Ist  das  Gleichungensystem:  i^l  =  0,  •  •  •  5^^  =  0  so  beschaffen, 
dass  die  Determinante  z/  vermöge  desselben  verschwindet,  so  ist  das 
Gleichungensystem,  welches  aus  (3)  durch  Elimination  der  A  entsteht, 
weder  nach  den  x\  p\  noch"  nach  den  x,  p  auflösbar,  es  werden  sich 
daher  aus  den  Gleichungen  (3)  gewisse  Relationen  zwischen  den  x^  p 
allein  ableiten  lassen  und  ebenso  gewisse  Relationen  zwischen  den 
x\  p    allein. 

Sollen  sich  aus  (3)  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  aus 
(3  a)  (3  b)  gerade  m  unabhängige  Relationen  zwischen  den  x,  p  allein 
herleiten  lassen,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  mit  der 
Determinante  A  zugleich  alle  ihre  Unterdeterminanten  («  +  g  —  l)-ten, 
•  •  •  (n  +  g  —  m  +  l)-ten  Grades  vermöge  ißi  =  0,  •  •  •  ii^  =  0  ver- 
schwinden, ohne  dass  auch  alle  Unterdeterminanten  (w  +  g  —  w)-ten 
Grades  dies  thun.  Ist  aber  diese  Bedingung  erfüllt,  so  lassen  sich 
offenbar  aus  den  Gleichungen  (3  a)  (3  c)  ebenfalls  gerade  m  unabhängige 
Relationen  zwischen  den  x\  p  allein  ableiten  und  genau  ebenso  viele 
Relationen  dieser  Art  folgen   aus  dem  ganzen  Gleichungensystem  (3). 

Man  beachte  überdies,  dass  alle  etwa  auftretenden  Relationen 
zwischen  den  x^  p  allein  in  den  p  homogen  sind  und  dass  von  den 
etwaigen  Relationen  zwischen  den  x  ,  p  allein  dasselbe  in  Bezug  auf 
die  p'  gilt. 

In  der  That,  um  eine  Relation  zwischen  den  x^  p  allein  zu  finden, 
muss  man  jedenfalls  aus  (3a)  (3b)  die  X  eliminiren  und  das  kann 
man  wie  vorhin  in  der  Weise  ausführen,  dass  man  zuerst  die  Glei- 
chungen : 

(i  =  l,  2-  ••«  — 1} 
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bildet  und  dann  aus  diesen  die  Quotienten  der  X  fortschafft.    Alle  Re- 
lationen, die  man  auf  diese  Weise  erhält,  sind  homogen  in  den  j). 
Damit  haben  wir  den 

Satz  1.    Ergehen  die  2n  -{-  q  unabhängigen  Gleichungen: 

^0  =  0,  •••  ß,  =  0 


(3) 


il^\Xy   •   '   •  Xn,    X^  ^n  j    ^  >  ^-^q 


dx. 
dx. 


aß  aß 


""^dx. 

'^dxf 


gerade  m^O  unabhängige  von  k^  -  --  Xq  freie  Relationen  zwische^i  den 
Xj  p  allein,  so  ergeben  sie  auch  gerade  m  unabhängige  von  den  l  freie 
Relationen  zwischen  den  x\  p'  allein.  Alle  derartigen  Relationen  mvischen 
den  Xj  p  sind  in  den  p,  diejenigen  zwischen  den  x\  p  sind  in  den  p' 
homogen.^) 


§  40. 

Wir  wenden  uns  zur  Bestimmung  der  allgemeinen  Berührungs- 
transformationen in  0,  Xj^  •  ■  '  Xnj  p^  '  •  '  Pn,  also  derjenigen  Trans- 
formationen: 

(5)  ^'  =  Z(2,  X,  p),  x[  =  Xi{z,  X,  p),  pl  =  Pi{^,  X,  p) 

welche  eine  Gleichung  von  der  Form: 

ds'   —  p^dX^ —  PndXn    =  Q{dZ  —  p^dX^ PadXa) 

identisch  befriedigen. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  setzen  wir  wie  in  Kap.  5: 


(6) 


0  =  ?/«4.i,  2   =  yn+i,  Xi  =  yi,  xi  =  yi 

-9.1 


1n+l  —9i  , 


%+i 


so  dass  Gleichung  (5)  die  Form: 

q.^dy{  H 1-  qn-\.idy'n-^i  =  Qidy^ -\ 1-  qn+idyn+i 

erhält.    Dann  stellen,  wie  wir  wissen,  die  Gleichungen: 


*)  Archiv  for  Math.  Bd.  I,  Christiania  1876;  Math.  Ann  Bd.  XI.  An  der 
letzten  Stelle  finden  sich  weitergehende  Untersuchungen  über  die  im  Texte  be- 
trachteten unvollständigen  Berührungatransformationen. 
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y'n+i  =  Z [yn+i,  yf-y 
y-  =Xi[yn-^i,  2/i  "-yn 

qn+l  =  qn+1  .  Q  [yn+U    «/l  '  '  *  2/n,    7—';    '  *  '  I"- ^) 

g/=  -  r?«+i .  Q  (2/«+!  • .  •  —^)  Fi  iyn+i  •  •  •  -^) 


-^1 

-gl 


— ) 


(i=i. 


eine  homogene  BerührungstraDsformation  in  den  Veränderlichen  2/r*-2/«+i? 
g'i  •  •  •  ^n+i  dar:  Dagegen  liefert  auf  der  andern  Seite  jede  homogene 
Berührungstransformation  in  den  ?/,  q  eine  Berührungstransformation 
in  Sj  oc^  •  '  '  Xny  Pi  '  •  'Pnj  sobald  man  aus  ihren  Gleichungen  die  Ver- 
änderlichen y\  q\  y,  q  mit  Hülfe  von  (6)  wegschafft  und  sodann  die 
erhaltenen  Gleichungen  nach  ^\  x^  -  -  -  Xn\  Pi  ' '  '  Pn    auflöst. 

Die  allgemeinste  homogene  Berührungstransformation  in  ^/i  •  •  •  2/w+i> 
qi  '  '  '  qn-{-i  wird  nach  Theorem  15  (S.  150)  aus  den  Gleichungen: 

(^liyn+iy  yi-'-yn,  yn+i,  2// •  •  •  2//)  =  ö; 

aß  aß. 


"Sl,  =  0 


(8) 


erhalten ,    wenn   man 


aß^ 


(/  =  !...« +  1) 

die   A   eliminirt.     Dabei   kann  q    eine   jede    der 


Zahlen  1,  2  ■  •  -  n  -\-  1  sein  und  die  Functionen  ^^'  -  -  ^^  sind  in  all- 
gemeinster Weise  so  zu  wählen,  dass  die  durch  Elimination  der  X  er- 
haltenen Gleichungen  nach  y^  •  -  -  y'n+i,  di  '  •  •  Q'n+i  auflösbar  sind,  die 
Auflösbarkeit  nach  den  ?/,  q  ist  dann  von  selbst  vorhanden.  Wollen 
wir  daher  die  allgemeinste  Berührungstransformation  in  0,  x^-'-Xn, 
2h' ''Pn  finden,  so  haben  wir  nur  mit  Hülfe  von  (6)  die  Grössen 
2/;  q>  y\  9.'  ^-us  (8)  fortzuschaffen,  was  giebt: 

'^lißy  X^-"Xn,  Z\  X^  "'  Xn)  =  0,  •  •  •  ^2  =  0 


(9) 


I>i  = 


Pi  ==  —  - 


aß, 

aß 
aß, 

^2  dz 

+  ^a< 

gß, 

(t  =  l..-n) 

aß. 
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und  müssen  nun  das  Gleichungensystem:  iß^  =  0,  •  •  •  Slq  =  0  in  all- 
gemeinster Weise  so  wählen,  dass  die  aus  (9)  durch  Elimination  der  A 
entstehenden  Gleichungen  nach  0^  x^  --  -  Xn  ,  p^  '  '  '  Pn  auflösbar  sind; 
dieselben  sind  dann  von  selbst  auch  nach  den  0^  Xj  p  auflösbar. 

Somit  haben  wir  den 

Satz  2.  Die  allgemeinste  Berührungstransformation  in  0,  x-^^-  -  •  Xnj 
Pi ' ' '  Pn  wird  erhalten,  wenn  man  A^  • 


Aj  aus  den  Gleichungen: 


(9) 


^l{0j  X^"-Xnj  0,  Xl"-  Xn)  =  0,  •  •  •  üj  =  0 


Pi 


Pi  = 


X^        1  +  ...  +  I  -^ 


dz 

aß. 


2    dz 

1  dx! 


dsi^  aß. 


(^•=l 


n) 


eliminirt.  Hier  Imnn  q  eine  jede  der  Zahlen  1,  2  •  •  •  n  +  1  sän;  das 
q-gliedrige  Gleichungensystem:  £1^  =  0,' •  - Slq  =  0  ist  nur  der  Beschrän- 
Icung  unterworfen,  dass  die  aus  (9)  durch  Elimination  der  A  entstehenden 
Gleichungen  nach  0,  x^  --  -  Xn\  pi  "  -  Pn  auflösbar  sind;  die  AufVösbar- 
Iceit  nach  0,  x^  -  •  -  Xn,  Pi  -  -  -  Pn  ist  dann  von  seihst  vorhanden. 

Ausserdem  erhalten  wir  noch  aus  dem  Satze  1  S.  153  den  folgenden 

Satz  3.    Liefern  die  Gleichungen  (9)  gerade  m  ^  0  unabhängige  von 

den  A  freie  Belationen  zwischen  0  ,  xl  -  -  -  Xn  ,  pi  -  -  ■  Pn   allein,  so  liefern 

sie  auch  gerade  m  unabhängige  Belationen  0wischen  den  0,  x,  p  allein. 

Durch   Specialisirung    des   Satzes   2    finden    wir    endlich    alle  Be- 
rührungstransformationen von  der  Form: 

(10)         0'  =  Ä0  +  Sl{x,  p),  x[  ==  Xi(x,  p),  Pi'  =  Bi(x,  p) 

(j  =  1 . . . «) . 

Denken  wir  uns  nämlich  die  aus  (10)  folgenden  Relationen  zwischen 
0,  x^"'Xn,  0,  xi "  '  Xn  aufgestellt,  was  durch  Elimination  von 
Pi' ' '  Pn  aus  den  n  -\-  1  ersten  Gleichungen  (10)  geschehen  würde,  so 
erkennen  wir  sofort,  dass  diese  Relationen  0  und  0'  nur  in  der  Ver- 
bindung 0'  —  A0  enthalten,  dass  sie  also  auf  die  Form  gebracht 
werden  können : 

{0    —  A0—V{x^"'Xn,   Xi  •'•Xn)=^0, 

^  ^  1  U^{x,  x')  =  0,  ••'  U,-i{x,  x')  =  0. 
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Soll  daher  das  Gleichungensystem  (9)  eine  Berührungstransfor- 
mation von  der  Form  (10)  liefern,  so  müssen  die  Gleichuugen  £1^  =  0, 
Slq  =  0  die  Form  (11)  erhalten  können.  Ersetzt  man  umgekehrt  in  (9) 
die  Gleichungen  ß^  =  0,  •  •  •  ß^  =  0  durch  (11),  so  erhält  man  offenbar 
eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt  (10).     Also: 

Theorem  16.  Die  allgemeinste  Berührungstransformation 
in  s,  x^"  'Xn,  p^"  'Pny  hei  welcher  die  Veränderlichen  x^-'-Xn, 
Pi'--Pn  unter  einander  transformirt  werden,  entsteht^  wenn 
man  X,  K"'h  «^^^  den  2n  +  g+l  unabhängigen  Gleichungen: 


iZ 


-  ^  ö — 1-  ^1  ö— ^  +  • 

^'                                      XÄ 

dW           dSi^ 
,.      'dxf       '^3xf       ■" 

1  dx! 

^'                                     X 

(/  =  1 . . . «) 

(12) 


wegschafft.  Hier  bedeutet  A  eine  beliebige  von  Null  ver- 
schiedene Constante,  q  Jcann  eine  jede  der  Zahlen  0,  1,  2---n 
sein^  endlich  sind  W,  Sl^  •  Slq  beliebige  Functionen  ihrer  Ar- 
gumente und  nur  der  einen  Beschränkung  unterworfen,  dass 
die  Gleichungen,  welche  aus  (12)  durch  Eli^nination  der  X  ent- 
stehen, nach  den  z\  x,  p  auflösbar  sein  müssen,  die  Auflös- 
barJceit  nach  den  z,  x,  p  folgt  daraus  von  selbst^) 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (12)  die  Constante  A=l  und  die 
Function  W=0  und  lässt  man  sodann  die  Gleichung:  z  — s  =  0 
weg,  so  kommt  man,  wie  es  auch  sein  muss,  wieder  auf  die  Formeln 
des  Theorems  15  S.  150  für  die  allgemeinste  homogene  Berührungs- 
transformation iu.  X^'  •  •  Xn,  p^  '  •  •  pr 


^n 


§  41. 

Es   sei  in    den  Veränderlichen  s,  x^ --  •  x»,  Pi --  -  Pn    irgend    ein 
Gleichungensystem:    ^i  =  0,    •  •  •    ^;«  =  0    vorgelegt,    welches    die 

Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  p^dx^ PndXn  =  0  befriedigt.  Führen 

wir  nun  auf  dieses  Gleichungensystem   irgend   eine  Berührungstrans- 
formation: 

0'  =  Z{z,  x,"-Xn,  Pi"  •pn)y  xl  =  Xi,  p;  =  P, 

(t  =  1 . .  •  w) 

*)  Lie,   Zur  analytischen  Theorie  der  Berührungstransformationen,   Verhand- 
lungen der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  Juni  1873;  Math.  Ann.,  Bd.  VIII. 
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aus^  so  erhalten  wir  in  z\  a:/  •  •  •  Xr,\  p^  -- -  Pn    ein  neues  Gleichungen- 
system:  ^/  =  0,  •  •  •  0^'  =  0,  welches  nach  S.  41  diejenige  Pfaffsche 

Gleichung  befriedigt,    in  welche  d^—p^dXj^ —  p^dXn  =0   bei 

der  Transformation  übergeht;  nun  verwandelt  sich  aber  unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  die  Pfaffsche  Gleichung: 

d0  —  p^dx^ PndXr,  =  0 

in:  dz'  — p^  dx^  —  .  . .  _  pn'dXn  =  0;  also  sehen  wir: 

Bei  einer  Beriihrungstransformation  in  den  Veränderlichen  0,  x^---  Xn, 
Pi''-Pn  gellt  jedes  Gleichungensystem ,  welches  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  p^dx^  — p^  dXn  =  0   befxiedigt,    in    ein    Gleichungensijstem 

von  derselben  Beschaffenheit  über. 

Um  nachweisen  zu  können,  dass  auch  das  Umgekehrte  gilt,  schicken 
wir  zunächst  einen  Hilfssatz  voraus: 

Satz  4.     Bie  Gleichung:    dz  —  p^dx^  — p,^dXr^  =  0   ist  die 

einzige  Pfaffsche  Gleichung ,  welche  von  allen  Gleichungensystemen  von  der'* 
Form: 

(13)  ,-i^(^,...«„)  =  o,^,-f|  =  0,  ...^._||  =  o 
befriedigt  wird. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  sehr  einfach.    Es  sei: 

n  n 

(14)  A(z,  X,  p)dz  +  ^  Bi{z,  X,  p)dxi  +  ^Ci{z,  x,  p)dp,  ==  0 

1  1 

irgend  eine  Pfaffsche  Gleichung,  welche  von  allen  Gleichungensystemen 
von  der  Form  (13)  erfüllt  wird.     Dann  muss  die  Gleichung: 

bei  der  Substitution: 

1  n 

ZU  einer  Identität  werden,  welche  Function  von  x^  -  -  -  Xn  auch  F  sein 
mag.    Folglich  müssen  die  n  Gleichungen: 


(!  =  1  •  .  .  n) 


für  alle  Zahlenwerthe  der  Grössen: 

Z,    X^"  -Xn,   Pi  '--pHy    J^^_  {v,i  =  l...n) 

identisch  erfüllt  sein,  das  aber  tritt  nur  ein,  wenn 

Ci^O,    Bi  ^  Api  (/  =  1  •  •  .  n) 
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ist,  das  heisst,  wenn  die  Pfaffsclie  Gleichung  (14)  die  Form: 

Ä{d2  —  p^dXj^  —  .  .  .  —  p„dx„)  ==  0 
besitzt.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Nunmehr  denken  wir  uns  irgend  eine  Transformation: 
(15)         ^'  ==  z(z,  X,  p),  x/  =  a(^,  X,  p),  pl  =  i7,(^,  X,  p) 

(f  =  1  .  .  .  n) 

vorgelegt,  welche  jedes  Gleichungensystem,  das  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dz  —  p^dx^ •  •  —  PndXn  =  0  befriedigt,  in  ein  ebensolches  über- 
führt. Wir  werden  zeigen,  dass  diese  Transformation  eine  Berührungs- 
transformation ist. 

Wir  führen  die  Transformation  (15)  auf  ein  beliebiges  Gleichuugen- 
system  von  der  Form: 

(13)      ,  -  F{x,-'--  x„)  =  0,  p,-l^^=Q,  ..._p„-g  =  0 

aus.  Da  (13)  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  p^dx^  —  •  •  •  —  PndXn  =0 
befriedigt,  müssen  wir  auf  diese  Weise  stets  ein  Gleichungensystem: 
^^  ==  0,  •  •  •  Wn-{-i  =  0  in  den  0^  x\  p    erhalten,  welches  die  Pfaffsche 

Gleichung:  dz   —  p^dx^  — Pn  dXn   =  0  befriedigt.    Führen  wir 

daher  in:  dz'—p^dx^ —  pn  dXn  ^  0  vermöge  (15)  die  ur- 
sprünglichen Veränderlichen  ^,  o;,  p  wieder  ein,  so  muss  sich  eine 
Pfaffsche  Gleichung: 

dz  — pldxl  — PndXn  = 

n  n 

=  A{z,  X,  p)  dz  +  ^'Bi{z,  X,  p)dXi  +  ^Ci{z,  x,  p)dpi  =  0 
1  1 

ergeben,  die  von  allen  Gleichungensystemen  von  der  Form  (13)  erfüllt 
wird.  Das  ist  nach  dem  Obigen  nur  der  Fall,  wenn  d  ^  0  und 
Bi  ^  —  Api  ist,  folglich  besteht  vermöge  der  Transformations- 
gleichungen (15)  eine  Relation  von  der  Form: 

dz'  — p^dxl PndXn  =A(z,  X, p)  {dz  —  p^dx^ Pn dXn) , 

das  heisst  (15)  ist  wirklich  eine  Berührungstransformation. 

Verbinden  wir  dieses  Ergebniss  mit  dem  oben  abgeleiteten,  so 
können  wir  sagen: 

Theorem  17.  Die  Berührungstransformationen  in  den  Ver- 
änderlichen Zy  x^---Xn,  Pi"'Pn  lassen  sich  auch  definiren  als 
diejenigen  Transformationen  in  den  z,  XjP,  welche  jedes  {n-\-  1)- 
gliedrige  Gleichung ensystem^  das  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dz — p^dx^  —  •  •  •  —  PndXn  ==  0  befriedigt^  in  ein  Gleichungen- 
system von  derselben  Beschaffenheit  üb  er  führ  en^-) 

Vgl.  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  V  und  VIII. 
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§  42. 

In  Kapitel  4  haben  wir  gesehen,  dass  die  (w  +  1) -  gliedrigen 
Gleichungensysteme  in  s,  x^-'-Xn,  Pi-'-Pn,  welche  die  Pfaffsche 
Gleichung:  d0  —  p^dx^  —  .  .  .  —  p^^Xn  =  0  befriedigen,  in  eine  end- 
liche Zahl,  nämlich  in  ?^  +  1  verschiedene  Klassen  zerfallen.  Die  eine 
dieser  n  -{-  1  Klassen  besteht  aus  allen  Gleichungensystemen  von  der 
Form: 

(13)      ,~F{x,.-.x„)  =  0,p,-l§^=0,...p„-l^^=0, 

der  Inbegriff  aller  ihr  angehörigen  Gleichungensysteme  bangt  demnach 
von  einer  ivillkürliclien  Function  mit  n  Argumenten  ab.  Dagegen  hängt 
der  Inbegriff  aller  übrigen   Gleichungensysteme,  welche  die   Pfaffsche 

Gleichung:    dz — p^dx^ —  Pndx^  =  0    erfüllen,    allerdings    von 

mehreren  willkürlichen  Functionen   ab,   diese  Functionen  jedocli   ent- 
halten nicht  n,  sondern  nur  eine  geringere  Zahl  von  Argumenten. 
Bei  Ausführung  einer  Berührungstransformation: 

(16)        z'  =  Z{z,  X,  p),  xl  =  Xi{3,  X,  p),  p'i  =  P,(^,  X,  p) 

{i  =  1  .  .     n) 

verwandelt  sich  jedes    (w  +  1) - gliedrige   Gleichungensystem,    welches 

die   Pfaffsche    Gleichung:    dz  —  p^dx^  — PndXn  =  0    befriedigt, 

in  ein  Gleichungensystem  von  derselben  Beschaffenheit.  Nach  dem 
vorhin  Gesagten  lässt  sich  erwarten,  dass  die  Gleichungensysteme  von 
der  besonderen  Form  (13)  bei  Ausführung  der  Berührungstransfor- 
mation (16)  im  Allgemeinen  in  Gleichungensysteme  von  der  analogen 
Form: 

(13-)   /  -  9{x;  .  ■ .  x:)  =  0,  p,'  -  ^,  =  0,  . . .  s,:  -  g~  =  0 

übergehen.  Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  dies  wirklich  so  ist,  und 
dass  ein  Gleichungensystem  von  der  Form  (13)  bei  der  Berührungs- 
transformation dann  und  nur  dann  nicht  in  ein  Gleichungensystem 
von  der  analogen  Form  (13')  übergeht,  wenn  F(x^  •  •  -  Xn)  einer  ge- 
wissen partiellen  Differentialgleichung  genügt,  welche  wir  aufstellen 
werden. 

Wünschen  wir  das  Gleichungensystem  zu  finden,  in  welches  (13) 
bei  der  Berührungstransformation  (16)  übergeht,  so  haben  wir  nur  in 
(16)  die  Substitution: 

Z  =  F{X^  .  .  •  Xn),  Pi  =  ^-^        (/  =  1  •  •  •  «) 

ZU  machen  und  aus  den  so  entstehenden  Gleichungen: 
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(17) 


Xi 


P 


-  dx^"'dxj 
dF_  dF\ 

,  _  p  /^  d_F         dF\ 

i  —  ri^j^ ,  x^'-'Xn,  dx  '"  dxj 


(i  =  1  .  .  .  n) 

die  Veränderlichen  Xj^  •  -  •  Xn  fortzuschaffen. 

Das  transformirte  Gleichungensystem  kann  nun  offenbar  dann 
und  nur  dann  nicht  auf  die  Form  (13')  gebracht  werden,  wenn  sich 
aus  (17)  wenigstens  eine  Relation  zwischen  rr/  •  •  •  Xn  allein  ergiebt. 
Das  tritt  ein,  wenn  die  Functionaldeterminante  der  n  Functionen: 

genommen  nach  x^-  -  '  Xn  identisch  verschwii^det,  mit  andern  Worten, 
wenn  z  =  F{Xy  •  •  •  Xn)  eine  gewisse  partielle  Differentialgleichung 
identisch  befriedigt,  die  wir  mit  Anwendung  der  Abkürzungen: 


dU{Z,   X^'  "^n^P^ 


dx, 


Pn)  ^U  du  ^  dU 


_d2_ d^s_ 


folgendermassen  schreiben  können: 


(18) 


^=2^ 


dx^ 


dX^ 
dx 


-  =  0. 


Die  Determinante  D  kann  nicht  identisch  verschwinden,  denn 
thäte  sie  es,  so  müsste  sie  jedenfalls  dann  identisch  null  werden,  wenn 
man  in  ihr  alle  Pix(i=^'i^  gleich  Null  setzte.  Nun  nimmt  B  bei 
dieser  Substitution  die  Form  an: 


7)" 


d  X^    y^       d  Xj    ,  d  Xi 

J^ -r  Pi -J^  T  Pn  J^ 

dx^    ^^1    dz    ^^^11 


dx^ 


+  Pn 


"■    dz 

dX^ 


dz 


Pr. 


^Pa 


dp, 

und  D^  kann  offenbar  nur  dann  für  alle  Werthe  von  Pn  '  •  '  Pnn  iden- 
tisch verschwinden,  wenn  alle  w- reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


dx, 

+ 

Pl 

ex, 

dz 

dX, 
0*„ 

+  Pn 

gx, 

ax, 

dX, 

dx^ 

dz 

ep. 

^Pn 

8Xn 

+ 

Pl 

dz 

8X„ 

+  Pn 

S^n 

sx„ 

S^n 

d. 

dz 

Sp, 

■     »P„ 
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identisch  null  sind.     Das  ist  aber  unmöglich,  denn  dann  verschwänden 
auch  alle  n- reihigen  Determinanten  der  erweiterten  Matrix: 


n      1 
.T-  +  Pl 


dX, 
dz 


dX,   ^      dX, 


dx^     '    ^1    ^0  dp^   ^--  dp, 

identisch  und  es  wären  demzufolge  die  n  Gleichungen: 

nicht  von  einander  unabhängig,  während  sie  doch  (vgl.  Satz  6,  S.  124) 
sicher  von  einander  unabhängig  sind. 

Damit  haben  wir  das 

Theorem  18.    Bei  einer  Berührungstransformation: 
(16)         0'  =  Z{z,  X,  p),  xl  =  X,{z,  X,  p),  pl  =  P,(^,  X,  p) 

(i  =  1  .  •  '  n) 

verivandelt  sich  ein  Gleichungensystem  von  der  besonderen  Form: 


(13) 


F{x^'-'X,)  =  0,  p, 


=  0,  ■■■p,^ 


1^  =  0 

dx„ 


im   Allgemeinen    in   ein   Gleichungensystem    von   der   analogen 
Form: 


d^ 


(13')    /  -  <P{cc^  . . .  x:)  =  0,  p,'  -  ^,  =  0, 


dx^ 


•Pn 


d^ 


ox^ 


^— 0; 


ausgenommen  ist  nur  der  Fall,  ddss  die  Function  F{x^  "  ■  Xn) 
eine  gewisse  partielle  Differentialgleichung  (18)  befriedigt, 
dann  nämlich  liefert  das  aus  (13)  entstehende  transformirte 
Gleichungensystem  mindestens  eine  Relation  zwischen  x^  - -- Xn 
allein.'*) 

Wir  wollen  die  vorstehenden  Entwickeluugen  noch  etwas  ver- 
vollständigen und  zunächst  annehmen,  dass  die  Berührungstransfor- 
mation (16)  aus  einer  PunJätransformation  des  Raumes  z,  x^-  •  -  Xn 
durch  Erweiterung  entstanden  ist,  dass  sie  also  die  Form  besitzt: 

(19)  ^'  =  Z{z,  X),  xl  =  Xiiz,  x),  pl  =  P,{z,  X,  p) 

(1  =  1...  n). 

Hier  sind  Z,  X^^-Xn  beliebige  unabhängige  Functionen  von  0,  x^^  •  •  •  :r„ ; 


*)  Lie,  Zur  Theorie  der  Berührungstransformationen,  Abhandlungen  der 
Kgl.  Sächsischen  Ges.  d.  W.,  Bd.  XIV,  Nr.  XII;  vgl.  auch  die  Verhandlungen  der 
Ges.  d.  Wissenschaften  zu  Christiania  1872  und  1873,  sowie  Archiv  for  Math., 
Bd.  2,  Christiania  1877. 

liie,   Theorie  der  Trarsformationsgruppcn.    II.  U 
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alsdann  giebt  es  ja  immer  n  eindeutig  bestimmte  Functionen  P^    •  -  Pn 
von  0,  iTi  •  •  •  Xn,  2h  '  •  ■  Pn,  welche  eine  Gleichung  von  der  Form: 
dZ  —  P^dX^ —  PndXn  =  Q(dz  —  p^dx^ —  PndXr) 

identisch  erfüllen  (vgl.  Theorem  12,  S.  124). 

Die  Punkttransformation,  aus  welcher  (19)  durch  Erweiterung 
entstanden  ist,  lautet: 

(20)  z  =  Z{z,  x),    <=  X,{z,  x),  -  ■  ■  Xn  =  Xn{z,  x). 

Bei  Ausführung  dieser  Punkttransformation  geht  die  Gleichung: 
^  _  F{x^  •  •  •  x^  =  0  in  eine  Gleichung:  ^(^',  rr/  •  •  •  Xn)  =  0  über, 
welche  offenbar  nur  dann  von  s'  frei  ist,  wenn  die  Gleichung: 
z  —  F  =0  die  Form:  ^{X^  •  •  •  Z«)  =  0  erhalten  kann.  Wir  sehen 
daraus,  dass  eine  Berührungstransformation  von  der  besonderen  Form 
(19)  das  Gleichungensystem  (13)  dann  und  nur  dann  nicht  auf  die 
analoge  Form  (13')  bringt,  wenn  die  Gleichung:  z  —  F  =  0  sich  in 
der  Form:  9.(X^  •  •  •  X„)  =  0  darstellen  lässt;  dieser  Fall  kann  natür- 
lich nur  dann  eintreten,  wenn  X^'-Xn  nicht  alle  von  z  frei  sind. 

Das  gewonnene  Ergebniss  könnte  man  auch  durch  Betrachtung  der 
Gleichung:  D  =  0  herleiten.  Sind  nämlich  in  der  Berührungstransformation 
(19)  die  Functionen  Zj  •  •  •  X„  der  ^,  x^  ■  •  -  Xn  nicht  sämmtlich  von  z 
frei ,  so  wird  D  =  0  eine  lineare  partielle  Diiferentialgleichung  erster 
Ordnung  für  z^  deren  allgemeinste  Lösung  durch  eine  beliebige  Eelation: 
U{X^-  '  '  X„)  =  0  zwischen  X^  •  •  •  Z„  dargestellt  wird.  Sind  dagegen 
X^"-Xn  Sämmtlich  von  z  frei,  so  ist  JD  eine  nicht  identisch  verschwindende 
Function  von  x^  -  -  -  x„  allein  und  es  ist  daher  nicht  möglich  F{x^-  •  -  Xn) 
so  zu  bestimmen,  dass  D  bei  der  Substitution:  z  =  i^  identisch  verschwindet. 

Betrachten  wir  jetzt  eine  eigentliche  Berührungstransformation: 

(16)        z  =^Z{z,x,p),    x/=Xi(z,  x,p),    p-=Pi{z,x,p) 

ii  =  l...n), 

also  eine,  die  nicht  durch  Erweiterung  einer  Punkttransformation  ent- 
standen ist,  in  welcher  also  X^-Xn^Z  nicht  sämmtlich  von  p^-'-pn 
frei  sind. 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  in  diesem  Falle  schon  X^-Xn 
allein  nicht  sämmtlich  von  Pi--'Pn  frei  sind.  In  der  That,  sind 
Xi  •  •  •  X„  von  p^'  ■  •  pn  frei,  so  gilt: 

dz /dx,       ■  dx.\   ,         ,   dz  /dx,         dxx 

(21)  [ZXJeeO==^-(^  +  P,^)  +  ...  +  ,-^(^^  +  P«-,-) 

Verschwände  nun  die  Determinante: 

(22)  2  ±  (ä.,  +P^^)---  h^  +  P"  J^) 
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identisch,    so   wären   wegen    der   Beschaffenheit   der    X  zugleich    alle 


n-reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


n 


dx^       dz 


dx^       dz 


identisch  null   und   X-^-  •  •  Xn  wären   nicht   von   einander  unabhängig. 
Also   ist  die  Determinante  (22)  von  Null  verschieden  und   es   ergiebt 

sich   aus  (21),   dass  ^ — •••- —    identisch  -verschwinden :    sobald    X 

'  •  '  Xn  von  den  p  frei  sind,  gilt  dasselbe  auch  von  Z.     Also : 

In  einer  eigentlichen   Berührungstransformation  (16),  das  heisst  in 

einer  solchen^  welche  nicht  durch  Erweiterung  einer  Funlittransformation 

des  Raumes  ^,  x^  -  •  -  Xn  entstanden  ist,  sind  die  Functionen:  X^-  •  •  Xn 

niemals  sämmtlich  von  Pi  ■  •  -pn  frei. 

Da  die  Grössen  Z,  X^-'-Xn  als  gleichberechtigt  aufgefasst  werden 

können,  folgt  ohne  weiteres,  dass  hei  einer  eigentlichen  Benihningstrans- 

formation  höchstens  n  —  \  unter  den  Grössen  Z,  X^--  X,,  von  p^  -■  -pn 

frei  sein  können. 


Führen  wir  eine  solche  eigentliche  Berührungstransformation  (16) 
auf  das  Gleichungensystem: 

(13)         0-F(x,---  x^),  p^-l^=0,.--p,.-l^  =  0 

1  n 

aus,   so    erhalten   wir  nach   dem   Früheren   dann   und    nur   dann   kein 
Gleichungensystem  von  der  analogen  Form: 


(130  ^' 


dF 


^n)  =  0,  j»; - ^  =  0, 


•    Pn 


1^  =  0, 


wenn  z  =  F(x^  •  •  •  Xn)  die  partielle  Differentialgleichung: 

(18)  Z>  =  2'±^---^"  =  0 

befriedigt. 

Wir  werden  zeigen,  dass  die  Gleichung  D=0  jetzt  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  ist. 

Zu  diesem  Behufe  betrachten  wir  die  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen: [X^f]  ==0,  •  •  •  [Xnf]  =  0  oder  ausführlich  geschrieben: 

^ax,  a^         /^     ax,W_^/ax  ^xV^_n 

^   dp.  dx.  "T"  \^^'  dp.J  dz         ^  \~dx:  '^  ^'   dz  jdp]  ~ 


(x  =  i, 


n), 


11* 
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welche  (Satz  6,  S.  124)  ein  w-gliedriges  vollständiges  System  mit  n+1 
unabhäügigen  Lösungen  Z,  X^  -  •  •  X^  bilden.  Werden  diese  Lösungen 
gleich  beliebigen  Constanten  a,  a^-  -  -  ün  gesetzt,  so  erfüllt  das  hervor- 
gehende Gleichungensjstem: 

Z  =  CLj       X-^  """^  ^1?    *  *  *    -^n  =  <^n 

immer  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  p^dx^ PndXn  =  0.     Es 

ist  daher  möglich  (S.  94  f.)  eine  solche  Reihenfolge  «^  •  •  •  «„  der  Zahlen 
1  •  •  •  w  zu  wählen,  dass  die  Gleichungen:  Z  =  a^  Xj^  =  a^,  "  -  Xn  =  a» 
sich  nach: 

auflösen  lassen;  und  da  die  Grössen  Z,  X^  -  -  -  Xn  nicht  von  den  p 
frei  sind,  so  kann  (Satz  2,  S.  81)  die  Zahl  q  immer  grösser  als  Null 
gemacht  werden.  Wir  können  dabei  ohne  Beschränkung  annehmen, 
dass  unsere  Gleichungen  sich  nach: 

^7  Pl'  "  Pqy       ^2+1  •  '  •  OOn  (9  >  0) 

auflösen  lassen,  so  dass  die  2w  +  1  Grössen: 

Z,     Xi  •  •  •   Xn,        Pq-\-l   •  •  •  Pn,        CC^-'-Xq 

von  einander  unabhängig  sind.  Alsdann  sind  die  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen:  [XJ^^O,  •••  [X„/']  =  0  nach  den  Differential- 
quotienten: 


q  ^^9+1 


auflösbar  und  dementsprechend  die  Determinante: 

El-,  =2/  ±  ^  •  •  •  1^  ?^  +  P^+'^r      ax„  +  P"  dz 

von  Null  verschieden. 

Also  enthält  die  partielle  Differentialgleichung  D  ==  0,  geordnet 
nach  den  Potenzen  der  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  piy.  jeden- 
falls ein  Glied  zweiter  Ordnung,  nämlich: 

El...qP^^"-Pqq, 

welches  nicht  identisch  verschwindet. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  partielle  Differentialgleichung  D  =  0, 
welche  m  einer  eigentlichen  Berührungstransformation  gehört ^  immer 
von  der  zweiten  Ordnung  ist. 

Es  sei  nunmehr:  z==F(x^---Xn)  irgend  eine  Lösung  der  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung:  D  =  0. 

Da  (16)  eine  Berührungstransformation  ist,  so  haben  wir  identisch: 
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dZ 

Tz 

dZ 

dx. 

dZ 


^1  dz 


P. 


=  0 


und  wir  erhalten  somit  zur  Bestimmung  von  P^"Pn  die  Gleichungen: 
(dZ 

dx, 


(23) 


C  dZ  ßX,  8X\  /dX^  dx\ 


dZ             ax 
=  p 1 4- 


Diese  Gleichungen  sind,  wie  wir  wissen^  mit  einander  verträglich  und 
nach  P^  '  '  '  Pn  auflösbar;  das  bleiben  sie  im  Allgemeinen  auch  dann, 
wenn  man  in  ihnen  die  Substitution: 


(24) 


0=  F(X^-  •  -Xn),      Pi  = 


cF 


Pn  = 


BF 
dx„ 


macht,  denn:  ^  ==  i^  ist  eine  beliebige  Lösung  der  partiellen  Diiferential- 
gleichung  zweiter  Ordnung:  Z>  =  0;  es  ist  daher  im  Allgemeinen  keine 
Lösung  derjenigen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
welche  ausdrücken,  dass  die  Gleichungen  (23)  nicht  nach  P^-  >  •  P^ 
auflösbar  sind.  Hiermit  ist  bewiesen,  dass  P^-  -  -  Pn  im  Allgemeinen 
bei  der  Substitution  (24)  weder  unbestimmt  noch  unendlich  werden. 
Aus  den  Gleichungen  (23)  leiten  wir  nun  die  folgenden  ab : 


cx- 


dZ         ^ 


dZ 


dZ 
dx. 


dX^ 
^  dx. 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  z  =  Fix-^-  •  -  x»)  ausser  der  Gleichung: 
Z)=0  auch  noch  alle  andern  partiellen  Differentialgleichungen  befriedigt, 
welche  durch  Nullsetzen  der  ?i- reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


dZ   dX^ 
dx      dx 


dZ    dX^ 
dx„    dx„ 


dx^ 


dX, 
dx^. 
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erhalten  werden.  Hierin  liegt,  dass  sich  x^-  -  •  Xn  aus  je  n  von  den 
n  -\-  1  Gleichungen: 

ry(^  dF         dF\ 

Xi    —  J^i^J^,    X^-'-  Xn,     ^^y"   g^J 

eliminiren  lassen.     Wir  können  daher  sagen: 

Ist  die  Berührungstransformation  (16)  nicht  durch  Erweiterung  einer 
FiinUtransformation  entstanden  und  ist:  z  ==  F{x^-  •  -  Xn)  eine  Lösung 
der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung:  Z)  =  0,  so  geht  das 
Gleichungcnsystem : 

z  —  F[x, . . .  ;r,)  =  0,   p^~j-  =  0,"-pn  —  j^^  =  0 

hei  Ausfülirung  der  Berührungstransformation  (16)  im  Allgemeinen  in 
ein  Gleichungensystem  über,  ivelches  eine  Belation  von  der  Form: 
z'  —  ^{x^  •  •  •  Xn)  =  0  und  ausserdem  noch  mindestens  eine  Belation 
zwischen  x^  •  •  -  Xn   allein  liefert. 

Man  kann  sich  nun  die  Frage  vorlegen:  Wie  muss  das  Gleichungen- 
system: 

(13)     z-F{x,---x„)  =  Q,   p,  -  ||:  =  0,  •  ■  •  p„  -  If  =  0 

1  '* 

beschaffen  sein,  damit  es  bei  einer  vorgelegten  Berührungstransformation 
(16)  in  ein  Gleichungensystem  übergeht,  das  gerade  w^>0  unabhängige 
Relationen  zwischen  x-^  •  -  •  Xn    allein  liefert? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  leicht  zu  geben.  Es  müssen 
nämlich  für:  z  =  F{x-^  -  -  -  Xn)  mit  der  Determinante  JD  zugleich  alle 
ihre  Unterdeterminanten:  (n  —  l)-ten,  •  •  •  (n  —  tn  +  l)-ten  Grades 
identisch  verschwinden,  ohne  dass  alle  ünterdeterminanten  (n  —  m)-ten 
Grades  identisch  null  werden.  Demnach  sind  alle  Gleichungensysteme 
(13)  von  der  verlangten  Beschaffenheit  dadurch  definirt,  dass  i^  gemein- 
same Lösung  einer  Reihe  von  partiellen  DifiPerentialgleichungen  sein 
muss-,  diese  Differentialgleichungen  erhält  man  durch  Nullsetzen  aller 
(n  —  m-{-  1)- reihigen  Unterdeterminanten  von  D. 

§43. 

Wir  wissen,  dass  die  q  Gleichungen: 

(25)     Slj^{z,Xi"-Xn,  z\x^'-"Xn)  =  0,"-  Slq{z,Xj^"-Xn,  z\x^'-"Xn)  =  0 

dann   und   nur   dann   eine   Berührungstransformation   bestimmen,   wenn   sie 


(26) 
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eine  gewisse  auf  S.  155  in  Satz  2  angegebene  Bedingung  erfüllen.  Jetzt 
wollen  wir  zeigen,  dass  dieser  Bedingung  ein  sehr  einfacher  begrifflicher 
Sinn  zu  Grunde  liegt. 

Die  bewusste  Bedingung  kommt  darauf  hinaus,  dass  die  Gleichungen: 

'5ii(^,  ^,  s\  x')  =  0,  •  •  •  5^2(^,  X,  z\  x)  =  0 

''^^T^  ....  +  , 15 

^^  dz  ^       ^  ^'i  dz 
(X  =  1 .  •  •  <i) 

keine  von  z\  x^  -  -  ■  Xn  und  l^-  •  ■  Xq  freie  Relation  zwischen  z^  x^-  ■  -  Xn^ 
Pi-  •  '  Pn  allein  liefern  dürfen.  Ertheilt  man  nun  aber  in  (26)  den  z\ 
xl  '  '  •  Xn  beliebige  feste  Werthe  c,  a^-  -  -  ein  und  denkt  man  sich  l^-  -  -  X,^ 
aus  (26)  eliminirt,  so  stellen  die  erhaltenen  Gleichungen  eine  Element -ilf„ 
des  Raumes  ^,  x^  -  -  -  Xn  dar,  nämlich  diejenige  Element- il/;j,  welche  aus 
allen  oo"  Elementen  der  (w  — g)-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeit: 

(25')     Sl^{0,  x^'-'Xn,  c,  a^"'a^  =  <d,  •••  Sl^{z,  x^-'-Xn,  c,  «^...a„)  =  0 

besteht.  Sollen  daher  die  Gleichungen  (26)  keine  von  den  z\  x\  p'  und 
den  l  freie  Relation  zwischen  den  ^,  x^  p  allein  liefern,  so  ist  uoth wendig 
und  hinreichend,  dass  der  Inbegriff  aller  Elemente  ^,  x,  p  derjenigen 
Mannigfaltigkeiten,  welche  durch  die  Gleichungen  (25')  mit  den  Parametern 
c,  %  •  •  •  ün  dargestellt  werden,  keine  Relation  von  der  Form: 

0(^,    X^"  'Xn,  Pi'  •  '  Pn)  =="0 

befriedigt.  Da  es  im  Räume  ^,  x-^--'Xn  cxd^'^+i  verschiedene  Elemente 
giebt  und  da  jede  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  (25')  gerade  oo^  Elemente 
enthält,  so  ergiebt  sich  insbesondere,  dass  die  Schaar  (25')  aus  gerade 
oc)»+i  verschiedenen  Mannigfaltigkeiten  bestehen  muss. 

Wir  haben  daher  den 

Satz  5.     Die  q^  Gleichungen: 

(25)     Äi(^,  X^---Xn,   Z\  Xj^"-Xn)  =  Of  •••  Sl^(s ,  X^'"Xn,  s\  X-^"-Xn)  =  0 

bestimmen  dann  und  nur  dann  eine  Berührungstransformation,  wenn  sie, 
sobald  man  z' ,  x^ ---Xn  als  wiUkürUclie  Parameter  deutet,  00"+^  verschiedene 
Mannig f alt iglceiten  des  Baumes  z,  x^--'Xn  darstellen,  deren  Elemente  z^  x,  p 
keine  Gleichung  von  der  Form:   0(z^  %  •  •  •  i3?„,  jp^  •  •  «i?«)  =  0   befriedigen. 

Bestimmen  die  Gleichungen  (25)  eine  Berührungstransformation  und 
deutet  man  in  ihnen  -0,  x-^  -  •  •  Xn  als  Parameter,  so  stellen  sie  natürlich 
c5o^+i  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes  z\  ^/  •  •  •  Xn  dar,  deren  Elemente 
z\  x\  p'  keine  Relation  von  der  Form:  ^{z\  x\  p')  erfüllen.  Also 
können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Satz  6.     Stellen  die  q  Gleichungen: 
5li(^,  x^  -'-Xn,  c\  a^  •"  an)  -=  0,  •  •  •  ^q{^,  x^---  Xn,  c\  a/  •  •  •  an)  =  0 
mit  den  Parametern  c',  a^' •  -  -  a»    00""+^  verschiedene  MannigfaltigJiciten  des 
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Baumes  0,  x^"-Xn  dar,  deren  Elemente  0,  x^'--Xn,  p^- • -p»  Iceine  Relation 
von  der  Form:   0{z,  x,  p)  ==  0   befriedigen,   so   stellen   die  q   Gleicliimgen: 

Äi(c,   a^-'-ün,   Z\  X,'  •'•Xn)  =  0,    •••   5ij(c,   a^-'-an,  Z\  X^  '■■Xn)=0 

ihrerseits  oo"+i  MannigfaltigTieiten  des  Baumes  z\  x^  -  -  -  Xn  dar,  deren  Ele- 
mente ß\  x^"'Xn^  Px'--Pn  "keine  Belation  von  der  Form:  ^{z\  x\p')=0 
befriedigen. 

Betrachten  wir  nun  die  Berührungstransformation,  welche  durch  q 
vorgelegte  Gleichungen: 

(25)    Sl^{s,Xi'"Xn,  z\Xi--'Xn)  =  0,   "-   Sl^{z,  X^'"Xn,  s\  X^' "•Xn)==0 

bestimmt  ist,  etwas  näher. 

Bei  unsrer  Berührimgstransformation  geht  jede  Element -Jf„  in  eine 
Element-ilf;^  über,  insbesondere  also  auch  die  Element- Jf^^,  welche  aus  den 
oo'^  Elementen  des  Punktes: 

^  ==  C,       X^  =  «1,    •  •  -    Xn==  an 

besteht.  Denken  wir  uns  unsre  Berührungstransformation  auf  diese  c»" 
Elemente  ausgeführt,  so  erhalten  wir  c»'*  Elemente  s\  x^-'-x^^  Pi-'-Put 
welche  die  q  Gleichungen: 

ß;.(c,    a^  •  •  •  an,    Z\    ic/  •  •  •  ic/)  =  0  (;« =  1  .  .  .  3) 

aber  sonst  keine  von  p^-"Pn  freie  Gleichung  erfüllen.  Die  eben  geschrie- 
benen Gleichungen  bestimmen  daher  die  Punktmannigfaltigkeit,  deren  Ele- 
mente die  oo^  transformirten  Elemente  z\  x\  p'  sind. 

Eine  ganz  ähnliche  üeberlegung  zeigt,  dass  die  Element  -  M^^ ,  welche 
aus  den  Elementen  der  Punktmannigfaltigkeit: 

^y.{z,    OCi  •  •  •  Xn,    c\    «/  •  •  •  a^)  =  0  (x  =  1  •  •  •  3) 

besteht,  bei  unsrer  Berührungstransformation  in  die  Element -ill/;,  übergeht, 
welche  von  allen  Elementen  des  Punktes: 

z   =  C  j      Xi  ==  a^  j   •  •  •  Xn  =  an 

gebildet  wird. 

Diese  Ergebnisse  können  wir  kurz  folgendermassen  aussprechen: 
Satz  7.     Ist   eine   JBerührungstransformation   des   Baumes    z,  x^  -  •  -  Xn 

durch  die  q  unabhängigen  Gleichungen: 

Sly,{z,    ^1  •  •  •  Xny    Z\    X^  '  "  Xn)  =  0  (y.  =  l...q) 

defönirt,  so  führt  sie  den  Punkt:  z  =  c,  Xi  =  a^,  •••  Xn  ==  a^  in  die 
{n  —  q)-fach  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit: 

^y.ic.,    a^'  '  '  a^    Z\    Xi    •  '  ■  Xn)  =  0  (x=l  .  .  .  3) 

über  und  die  (n~q)-fach  ausgedehnte  Punktmannigfaltigkeit: 

•ßx(^,  x^-  '  •  Xn,  c,  al '  •  •  an)  =  0  ('«  =  1 ...  3) 

in  den  Punkt:  z  ==  c\    x^  =  a^,  .  .  .  Xn  =  an. 

Im  Räume  z,  x^  •  -  ■  Xn  seien  00"+^  Element -71[f„  gegeben,  deren  Ele- 


Die  endlichen  Gleichungen  einer  Berührungstransformation.  169 

mente  keine  Relation  von  der  Form:  0(z^  x,  p)  =  0  erfüllen;  die  ent- 
sprechenden (X)'*+^  Punktmannigfaltigkeiten  mögen  durch  die  Gleichungen: 

(27)  Wi(0,  x^"'Xn,  c\  a^"-an)  =  0,  -"W^iz^x^-'-Xn,  c\  a^"-an)  =  0 

dargestellt  werden. 

Wir  wollen  nun  auf  irgend  eine  Weise  jeder  dieser  cx)'*"'"i  Mannig- 
faltigkeiten einen  Punkt  z\  x^  -  •  •  Xn  derart  zuordnen,  dass  zwei  verschie- 
denen unsrer  oo^+^  Mannigfaltigkeiten  stets  auch  zwei  verschiedene  Punkte 
entsprechen,  das  heisst,  wir  setzen: 

(28)  z  =  y{c\  a/  •  •  •  an),     xl  =  ai{c\  %' •  •  •  «/) 

(^  =  l...n), 

WO  die  Functionen  y,  a^'  -  -  Un  ganz  beliebig  und  nur  der  Beschränkung 
unterworfen  sind,  dass  die  Gleichungen  (28)  nach  c',  a^  ■  -  -  an  auflösbar 
sein  müssen: 

(29)  c  =  C{z\  x^ '  "  Xn) ,     al  ==  Äi{z\  X^  -  •  -  Xn) 

(;  =  i.  "71). 

Unter  diesen  Voraussetzungen  sei: 

Wy.{^^X^"'Xn,C,A^'"Ar^^^y,{z^X^'-'Xn^    z\x^"'Xn)  ('<  =  l---3), 

dann  stellen  die  Gleichungen: 

(30)  ^y.{ß,    X^"  •  Xn,    Z\    Xj^  "  '  Xn)  =  0  (>«  =  1  •  •  •  5), 

wenn  man  in  ihnen  z\  x^  -  -  •  Xn  als  Parameter  deutet,  genau  dieselbe 
Schaar  von  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes  z,  x^  •  -  -  Xn  dar,  wie  die  Glei- 
chungen (27),  also  ebenfalls  00"+^  Mannigfaltigkeiten,  deren  Elemente  keine 
Relation  von  der  Form:  0(z,  x,p)  =  0  befriedigeno  Infolgedessen  definiren 
die  Gleichungen  (30)  nach  Satz  5,  S.  167  eine  Berührungstransformation 
des  Raumes  z,  x^  '  •  -  Xn  und  diese  Berührungstransformation  führt  nach 
Satz  7,  S.  168  die  Mannigfaltigkeit: 

Sly.{Zj    X^"  '  Xn,    y,    €i^'  "  Cir^   =0  (x  =  l  .  .  .  q) 

in  den  Punkt:  z  =  y,  x-^  =  «!,•••  Xn  =  an  über  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  sie  verwandelt  jede  Mannigfaltigkeit: 

(27)  W^{z^  x^"-  Xn,  c\  a^"'  an)  =  0         (>«=i  •  •  •  3) 
in  den  ihr  zugeordneten  Punkt: 

(28)  z'  =  y(c\  %' •  •  •  an),     xl  =  a,-(c',  0?/  •  •  •  an) 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  die  eben  gefundene  Berührungstransformation 
die  einzige  ist,  welche  jede  Mannigfaltigkeit  (27)  in  den  ihr  zugeordneten  Punkt 
(28)  überführt.  In  der  That,  jede  Berührungstransformation,  welche  diese 
Üeberführung  leistet,  führt  zugleich  die  Mannigfaltigkeit: 

Äx(^,  a?i  •  •  •  ^;i,  y,  «1  •  •  •  a«)  =  0         (x=i . . .  3) 

in  den  Punkt:  z  =  y,  x-^'  =  a^,  •  •  •  Xn  =  ccn  über.     Hieraus  geht  hervor, 
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dass  die  Gleichungen  der  betreffenden  Berührungstransformation  zwischen 
z ^  x^  '  •  •  Xni  z  ,  x^' '  •  •  Xn    allein  nur  die  Relationen: 

(30)  ^y.{z^    X^'  '  '  Xn,    Z\    X^  '  '  •  Xr!)  =  0  (>^  =  1  •  •  •  ?) 

und  sonst  keine  Relationen  weiter  liefern.  Wir  wissen  aber,  dass  es  nur 
eine  Berührungstransformation  giebt,  bei  welcher  z^  x^  -  -  -  Xn-,  z\  x^  •  -  -  Xn 
blos  durch  die  Relationen  (30)  verknüpft  sind,  eben  die  Berührungstrans- 
formation, welche  durch  die  Gleichungen  (30)  definirt  ist. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  8.  Wälilt  man  irgend  cx)"+i  PunlitmannigfaUigkeiten  des  Baumes 
z^  x^  '  •  ■  Xn  aus,  deren  Elemente  z^  x-^  ■  •  -  Xn^  Pi  •  •  •  Pn  Jceine  Belation  von 
der  Form:  0{z^  x,  p)  =  0  befriedigen:^  und  ordnet  man  diesen  cx)^+^  Mannig- 
faltigkeiten nach  irgend  einem  Gesetze  die  oo^+^  PunMe  des  Baumes  z^  x^-'-Xn 
derart  zu,  dass  jeder  Mannigfaltigkeit  ei?i  Punkt  entspricht  und  ztvei  ver- 
schiedenen Mannigfaltigkeiten  auch  zwei  verschiedene  Punkte  entsprechen,  so 
giebt  es  immer  eine  aber  auch  nur  eine  Berührungstransformation,  tv eiche 
jene  00"+^  Mannigfaltigkeiten  derart  in  die  Punkte  des  Baumes  überführt, 
dass  jede  Mannigfaltigkeit  in  den  ihr  zugeordneten  Punkt  übergeht. 

Führt  man  auf  zwei  Element -7lf„  des  Raumes  ^,  x^  -  -  -  Xn-,  welche 
etwa  cx)"*  Elemente  gemein  haben,  eine  Berührungstransformation  dieses 
Raumes  aus,  so  erhält  man  stets  wieder  zwei  Element- Jf^i,  welche  00"* 
Elemente  gemein  haben.  Von  dieser  Bemerkung  werden  wir  eine  einfache, 
aber  wichtige  Anwendung  machen. 

Wir  betrachten  irgend  eine  {n  —  m)-fach  ausgedehnte  Punktmannig- 
faltigkeit W\n—m  lind  einen  auf  ihr  gelegenen  Punkt  P.  Als  Element-l/« 
aufgefasst,  haben  die  ^n—m  und  der  Punkt  P,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, gerade  cx)"*  verschiedene  Elemente  gemein.  Führen  wir  daher  auf 
die  lAn—m  und  auf  den  Punkt  P  eine  Berührungstransformation  aus,  so 
erhalten  wir  zwei  Element -7lf„,  welche  ebenfalls  00*"  Elemente  gemein 
haben.     Das  gilt  für  jeden  Punkt  der  ^n—m-     Also: 

Führt  man  auf  die  cx)'^"~"*  Punkte  einer  (n  - — m)-fach  ausgedehnten 
Punktmannigfaltigkeit  M«—,«  des  Baumes  z^  x^-  -  -  Xn  eine  Berührungstrans- 
formation dieses  Baumes  aus,  so  erhält  man  00 ""~"*  Element- Mn,  tvelche 
diejenige  Element -Mn  umhüllen,  in  ivelche  die  Mn—m  übergeht. 

Wir  können  umgekehrt  alle  Element -Ji„  finden,  welche  bei  einer  vor- 
gelegten Berührungstransformation  in  Element -iltfn  übergehen,  die  als 
Punktgebilde  gerade  (n  —  m)-fach  ausgedehnt  sind.  Bei  der  betreffenden 
Berührungstransformation  gehen  ja,  wie  wir  wissen,  cx)"+^  verschiedene 
Element -ilf„  in  die  Punkte  des  Raumes  über.  Wählen  wir  nun  unter 
diesen  00"+^  Element- Jf^i  nach  irgend  einem  Gesetze  00 ^~"*  verschiedene 
aus,  so  müssen  dieselben  eine  Element- Jfn  umhüllen,  die  bei  der  Berührungs- 
transformation in  eine  Element -!/„  übergeht,  welche  als  Punktgebilde 
(}i  —  m)-fach  ausgedehnt  ist.  In  dieser  Weise  findet  man  alle  derartigen 
Element -ilf«. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  entsprechen  genau  den  analytischen 
Entwickelungen .  des  §  42;  sie  zeigen  überdies,  dass  man  alle  Lösungen 
der  damals  auftretenden  partiellen  Differentialgleichungen  ohne  Integration 
finden  kann.     Denn  ist  irgend  eine  Berührungstransformation: 
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(31)  s  =  Z{z,  x^p),     Xi'=  Xi(z,  X,  p),    pf  =  Pi(z,  X,  p) 

vorgelegt,  so  kann  man  aus  ihr  stets  durch  blose  Eliminationen  die 
Gleichungen: 

Sly,(0^  %  •  •  •  Xn^  s\  x^ '  '  ■  Xn)  =  0  iy-  =  i '  -  ■  q) 

finden,  welche  sie  zwischen  ^,  x^  '  '  •  Xm  ^',  Xj^  •  •  -  Xn  allein  liefert.  Hat 
man  die  Gleichungen:  i2/j  =  0,  •  •  •  Slq  =  0  gefunden,  so  kann  man  nach 
Satz  7,  S.  168  sofort  diejenigen  Mannigfaltigkeiten  angeben,  welche  bei  der 
Berührungstransformation  (31)  in  die  Punkte  des  Raumes  übergehen.  Wie 
wir  eben  gesehen  haben,  braucht  man  aber  nur  diese  Mannigfaltigkeiten 
zu  kennen,  um  im  Stande  zu  sein,  alle  Mannigfaltigkeiten  anzugeben,  welche 
bei  der  Berührungstransformation  (31)  in  Punktmannigfaltigkeiten  von 
gegebener  Dimensionenzahl  übergehen. 


Kapitel  7. 


Das  Poissonsche  Theorem,  die  Jacobische  Identität  und  die 
Jacobische  Integrationsmethode. 

Wir  stellen  in  diesem  Kapitel  einige  wichtige  von  Poisson  und 
Jacohi  herrührende  Theorien  zusammen,  welche  im  Folgenden  häufig 
Anwendung  finden. 

§44 

Von  dem  Klammersymbole: 

(cp,  ^)=  yi(j^4^-p-ji-) 

1 
gilt  der  wichtige 

Satz  1.     Sind  ti,  v,  lo  drei  ganz  beliebige  Functionen  von  x-^-  -  •  Xn, 
Pi  '  • '  Pn,  so  besteht  die  Identität: 
(1)  ({tij  v)  tv)  +  {(v,  tu)  u)  +  {(tv,  u)  v)  ^  0. 

Wir  beweisen  die  Gültigkeit  dieser  Identität  zunächst  für  den 
besonderen  Fall,  dass  die  Function  tv  sich  auf  eine  der  Grössen  Xi 
oder  Pi  reducirt. 

Aus  ,        .  ^   "^^  /  du     d'V  du     dv  \ 

ergiebt  sich: 

./        s      . d{u,  v)  __   -^  /    d^u       dv d'^u       dv  \    , 

[Sih  V)  Xi)  =  -^j^  =  2]  \dp,dp,  dx,       dx^dp,  dpj  -^ 


-^  /  du       d^v  du       d^v \ 

""    ^  \^^  ^x^dpi  ~  Txl  dVydPi)^ 
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also  bekommen  wir: 

=  ((u,  Xi)  v)  +  (u  (v,  X,)), 

das  aber  ist  eben  die  Identität  (1)  für  den  besonderen  Fall:   w  =  Xi, 
Genau  in  derselben  Weise   sieht  man  ein,   dass   die  Identität  (1) 

auch  für  tv  =  pi  richtig  ist. 

Um  nun  die  Allgemeingültigkeit  von  (1)  zu  beweisen,  verfahren 

wir  so: 

Ist:  J^  ^^ 


IL 


W)  =  5e.fe---2/»0^, 


so  gilt  die  bekannte  Gleichung: 

m 


1 
Setzen  wir  daher: 

'  l^-^Vb/'/           -^ 

'Vi.Jf^y^ 

("■•)- 2' (St - 

du     dw  \ 

=  A{w) 

(•.")=i:(t'£- 

dv      div\ 

=  B(w), 

so  kommt: 

(«(«),  iv))  —  {v{u,  w))  =  Ä{B(w))  —  BiAiw)) 

Nun  aber  ist,  wie  wir  oben  gesehen  haben: 
und  natürlich  auch: 

(u  i-^^  -{v  -^w  ^J^^ 


also  ergiebt  sich: 


H., .))  -  (.(«, .))  ^  ^  { t^)  ^  -  ^  (-;)  -g  j 
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oder: 

(1')  (u(v,  w))  —  iv(u,  w))  =  ((w,  v)  w), 

wovon  die  Identität: 

(1)  ((W;  v)  w)  +  ({Vj  w)  u)  +  {{Wy  ti)  v)^0 

nur  eine  andere  Schreibart  ist. 

Die  wichtige  Identität  (1)  ist  zuerst  von  Jacohi  bewiesen  worden 
und  zwar  in  der  soeben  entwickelten  Weise.  Wir  nennen  sie  daher 
kurz  die  Jacohi  sehe  Identität. 

§  45. 

Aus  der  Jacobischen  Identität  folgt  unmittelbar  das  berühmte 
Theorem,  welches  nach  seinem  Entdecker  Poisson  benannt  ist  und 
welches  folgendermassen  lautet: 

Satz  2.  Sind  v  und  w  zwei  beliebige  Lösungen  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung : 

so  ist  stets  auch  (v^  w)  eine  Lösung  dieser  Differentialgleichung. 
In  der  That,  unter  den  Voraussetzungen  des  Satzes  ist: 
(w,  v)  ^  0,      (u,  w)  '=E  0, 

folglich  ergiebt  sich  aus  der  Identität  (1),  dass  der  Ausdruck 
((v,w)u)^E  —  (u(v,  w))  identisch  verschwindet,  womit  der  Satz 
bewiesen  ist. 

Foisson  hat  sein  Theorem  bereits  im  Anfauge  dieses  Jahrhunderts 
veröffentlicht;  es  ist  demnach  älter  als  die  Jacobische  Identität,  die 
erst  aus  Jacobi's  Nachlasse  veröffentlicht  worden  ist. 

§  46. 

Es  seien  u^  •  -  •  Ur  irgend  r  solche  unabhängige  Functionen  von 
x^'-'Xn,  p^  '  ' '  Pnj  welche  paarweise  in  der  Beziehung  (w,-,  Uy)^0 
stehen. 

Betrachten  wir  nun  die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

(2)  A,{f)  =  (u,,  /■)  =  0,  .  •  •  Aif)  =  {Ur,  f)  =  0, 

so  erkennen  wir  zunächst,  dass  dieselben  von  einander  unabhängig 
sind,  denn  aus  der  Unabhängigkeit  der  Functionen  Uj^  -  •  -  Ur  von  ein- 
ander folgt  augenscheinlich,  dass  nicht  alle  r- reihigen  Determinanten 
der  Matrix: 
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3«x 

du^    du^ 

^^ 

Sx^ 

dx^  dp^ 

^Pn 

0», 

du^    du^ 

du^ 

«-1 

dx^    dp^ 

^Pn 

identisch  verschwinden  und  darin  liegt  eben  die  Unabhänorigkeit  der 
Gleichungen  (2). 

Weiter  ergiebt  sich: 

AMAf))  -  MMf))  ^  («.(«„  /•))  -  H(«^,  f)), 

hier  aber  erhält  die  rechte  Seite  wegen  der  Identität  (1)  oder  (!')  die 
Form:  ((«;,,  Uj)  /'),  sie  versehwindet  also  identisch  und  wir  bekommen: 

ÄMAf))  -  MMf))  =0  (X,  .•=  1  •  •  •  r). 

Es  bilden  daher  die  Gleichungen  (2)  ein  ^-gliedriges  vollständiges 
System.     Somit  gilt  der 

Satz  3.  Stehen  die  r  unabhängigen  Functionen  u^  -  •  ■  Ur  der  Ver- 
änderlichen x^-'-Xn,  i?i  •  •  -pn  paarweise  in  den  Beziehungen:  (^U;,  ?<;,)  =^0, 
so  hilden  die  r  linearen  partiellen  Bifferentialgleichungen: 

(2)  K,  /-)  =  0,  . .  .  {Ur,  f)  =  0 

ein  r-gliedriges  vollständiges  System. 

Das  vollständige  System  (2)  besitzt  nach  der  Theorie  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  gerade  2n — r  unabhängige  Lösungen; 
r  unabhängige  Lösungen  sind  insbesondere  u^  •  -  •  Ur  selbst. 

Ist  nun  Ur-^i  irgend  eine  von  u^  -  ■  ■  u,.  unabhängige  Lösung  des 
Systems  (2),  so  bilden  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  die  Gleichungen: 

(3)  (^,^,^)  =  0,  ...  K,^)  =  0,     {Ur^,J)  =  0 

ein  (r  +  1)  -  gliedriges  vollständiges  System  mit  2n  —  r — 1  unab- 
hängigen Lösungen,  von  denen  r  +  1  unabhängige  bekannt  sind, 
nämlich  u^-"Ur-{-i'  Ist  ^^4-2  eine  von  u^-'-Ur^^  unabhängige  Lösung 
des  Systems  (3),  so  bilden  wiederum  die  Gleichungen: 

ein  (r  +  2)-gliedriges  vollständiges  System  und  so  weiter. 

Demnach  kann  man  durch  Bestimmung  je  einer  Lösung  eines 
r-gliedrigen,  eines  (r  +  1)  -  gliedrigen,  •••  eines  {n — l)-gliedrigen 
vollständigen  Systems  n  —  r  Functionen  w^+i  •  •  •  ^^«  finden,  welche 
unter  einander  und  von  u^  -  -  -  Ur  unabhängig  und  so  beschaffen  sind, 
dass  alle  Ausdrücke  (ui,  u,,)  (/,  x  =  i...«)  identisch  verschwinden.  Die 
n  Gleichungen: 
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K,  /•)  =  0,  •  • .  (m„,  /■)  =  0 

bilden  dann  natürlich  ein  n-gliedriges  vollständiges  System  mit  n 
unabhängigen  Lösungen,  eben  u^  •  -  •  Un. 

Sind  Ur-\-i  ' '  -  Un  gefunden,  so  kann  man  nach  Satz  11,  S.  129 
durch  eine  Quadratur  eine  Function  ^(x^^-  -  -  Xn,  Pi  •  •  •  Pn)  bestimmen, 
welche  die  n  Gleichungen: 

[0  +  SI(X,  p)  ,    Ui\  =  0  (z  =  1  .  •  .  n) 

identisch  befriedigt  und  es  liefern  alsdann,  wie  in  Kap.  4,  S.  101  f. 
auseinandergesetzt  wurde,  die  Gleichungen: 

^1  (^>  P)  =  «l;  •  •  •   Wr(^,  P)  =  ar,      t*r+l(^;  P)  =  C^,    •  •  •  Un{x ,  p)  =  Gn-r 

z  +  ^{x,p)  =  C 

mit  den  n  -\-  1  willkürlichen  Constanten  a^-  ■  •  ary  C^  •  •  •  Gn—ry  G  eine 
vollständige  Lösung  für  eine  jede  unter  den  r  partiellen  Differential- 
gleichungen : 

Wi(^l  '  -'Xn,    V^"  •  Pn)  =  «i;     •  •  •    ^^r(Xl   •  '  '  Xn,  P^  '  '  •  Pn)  ==  «z-*, 

das  gilt  für  alle  Werthe  der  Constanten  a^  •  -  ■  a^. 

Wir  wollen  dieses  Ergebniss  für  den  besonders  wichtigen  Fall 
r  =  l  aussprechen,  also  für  den  Fall  einer  einzigen  partiellen  Differential- 
gleichung von  der  Form : 

U(X^  "  '  Xn,   Pi   -  ■  ■  Pn)  =  a. 

Satz  4.  Jede  partielle  Differentialgleichimg  erster  Ordnung  von 
der  Form: 

U(X^  -  •  '  Xn,  Pi_'  -  'Pn)  =  a 

hesitzt  vollständige  Lösungen.  Zur  Bestimmung  einer  solchen  vollständigen 
Lösung  gelangt  man  durch  Lntegration  mehrerer  vollständiger  Systeme. 

Die  in  diesem  Paragraphen  entwickelte  Integrationstheorie  ist  eine 
Verallgemeinerung  von  Jacohi's  Integrationsmethode  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ordnung.  Jacobi  führt  die  unnöthige  Be- 
schränTcung  ein,  dass  die  n  Functionen  w^  •  •  -  w^  •  •  •  w„  in  Bezug  auf 
Pi' '  '  Pn  unabhängig  sein  sollen.*) 

Die  obenstehenden  Entwickelungen  geben  einen  neuen  und  ein- 
facheren Beweis  eines  auf  Seite  97  aufgestellten  Satzes.  Sind  nämlich 
u^' '  -Un  unabhängige  Functionen  von  X-^  -  •  -  Xn,  p^-  -  •  Pnj  welche  paar- 
weise in  der  Beziehung:  (w/,  u^)  =  0  stehen,  so  bilden  die  Gleichungen: 

{u„  /•)  =  0,  •  •  •  («„,  /•)  =  0 


^)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  1873, 
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ein    w-gliedriges    vollständiges    System    mit    gerade    n    unabhängigen 
Lösungen,  nämlich  u^-  -  ■  Un.     Hiermit  haben  wir  den 

Satz  5.  Stehen  m  unabhängige  Functionen  u^-  •  •  u,n  von  x^-  -  -  x^^ 
Pi  '  '  -  Pn  paarweise  in  den  Beziehungen  (ui,  Uy)  =  0,  so  ist  m  nicht 
grösser'  als  n. 


Abtlieilung  IL 
Invariantentlieorie  der  Berührungstransformationen. 

Führt  man  auf  gegebene  Functionen:  F^  -  -  -  F^  der  Veränder- 
lichen 0,  x^-  •  '  Xn,  Pi'  '  •  Pn  eine  Berührungstransformation: 

(A)  /  ==  Z(z,  X,  p),  x;  =  Xi{z,  X,  p),  p!  =  Fi{z,  X,  p) 

(i  =  1 . . . «) 

in  diesen  Veränderlichen  aus,  so  erhält  man  gewisse  neue  Functionen: 
O^'  ■  '  Orri  der  neuen  Veränderlichen:  z\  x^  •  -  •  Xn,  Pi  •  •  -  Pn- 

Man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen,  diejenigen  Eigenschaften 
des  gegebenen  Functionensystems:  F^  -  -  -  F^  zu  finden,  welche  gegen- 
über allen  Berührungstransformationen  von  der  Form  (A)  invariant 
bleiben,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  Man  kann  nach  den 
Kriterien  fragen,  vermöge  deren  sich  entscheiden  lässt,  ob  es  eine  Be- 
rührungstransformation (A)  giebt,  welche  die  m  vorgelegten  Functionen: 
F^'-'Fm  von  den  ^,  x,  p  bezüglich  in  m  gegebene  Functionen:  W^---  Wm 
von  den  z,  x\  p'  überführt. 

Die  Erledigung  dieser  wichtigen  Aufgabe  ist  eines  der  Haupt- 
ergebnisse der  gegenwärtigen  Abtheilung.  Wir  gehen  dabei,  weil  es 
so  am  zweckmässigsten  ist,  folgendermassen  zu  Werke: 

Zunächst  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  dass  die  m  vorgelegten 
Functionen:  F^-  -  •  Fm  blos  von  x^  -  •  -  Xn^p^-  -  -  Pn  abhängen  und  suchen 
die  invarianten  Eigenschaften  dieses  Functionensystems  gegenüber  allen 
Berührungstransformationen  von  der  besonderen  Form: 

(B)  z  ==z  +  Sl(x,  p),  x[  =  Xi{x,  p),  p{  =  Pi(x,  p) 

das  heisst,  wir  suchen  die  Kriterien  dafür,  ob  sich  m  gegebene  Functionen 
F^' '  •  Fm  von  x^'  '  •  Xn,  Pi-  '  '  Pn  durch  eine  Berührungstransformation 
(B)  in  m  gegebene  Functionen  ^^  •  •  •  W,n  von  x^  "•  Xn\  Pi  "  •  Pn  über- 
führen lassen. 

Sodann  treffen  wir  eine  noch  weitergehende  Beschränkung,  indem 
wir  die  entsprechende  Untersuchung  für  solche  Functionen  von  x^---  Xn, 
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Pi'  '  'Pnj  welche  in  den  p  homogen  sind,  und  für  homogene  Berührungs- 
transformation durchführen;  wir  denken  uns  also  m  in  den  p  homo- 
gene Functionen:  F^-Fm  von  x^-- ■  Xn,  p^-- -  Pn  vorgelegt  und  suchen 
die  Kriterien  dafür,  ob  sich  F^--  -  Fm  durch  eine  homogene  Berührungs- 
transformation: 

(C)  Xl  =  Xi(x,   p),  p!  =  Fi{x,   p)  {i  =  l---n) 

in  m  gegebene  in  den  p'  homogene  Functionen:  W^--  yi^rn  von  x^  -"Xn  y 
V\  '  '  '  Pn    überführen  lassen. 

Durch  die  Lösung  dieser  letzten  Aufgabe  ist  dann  die  zu  Anfang 
gestellte  allgemeine  Aufgabe  von  selbst  erledigt. 

Das  eben  Gesagte  giebt  in  grossen  Zügen  den  Weg  an,  welchen 
wir  in  der  gegenwärtigen  Abtheilung  verfolgen.  Aber  die  Erledigung 
der  erwähnten  allgemeinen  Aufgabe  ist  keineswegs  das  Einzige,  was 
in  dieser  Abtheilung  geleistet  wird.  Im  Gegentheil,  die  Hülfstheorien, 
welche  zur  Erreichung  dieses  einen  Zieles  entwickelt  werden,  besitzen 
auch  an  und  für  sich  schon  eine  hervorragende  Bedeutung.  Als  be- 
sonders wichtig  ist  zu  nennen  der  Begriff  „Functionengruppe ,^'  dessen 
Zusammenhang  mit  dem  allgemeinen  Begriffe  „Transformationsgriippe^' 
später  (in  Abtheilung  3)  erörtert' wird.*) 

Erwähnt  möge  noch  werden,  dass  das  allgemeine  Problem,  welches 
in  dieser  Abtheilung  für  beliebige  Functionen  von  ^,  x^-'-Xnj  Pi'-'Pa 
erledigt  wird,  noch  einer  Verallgemeinerung  fähig  ist.  Zu  dieser  Ver- 
allgemeinerung gelangt  man,  wenn  man  die  Grössen  Pi'  -  •  Pn  als  die 

Ableitungen : 

dz  dz 

von  s  nach  x-^-  -  -  Xn  deutet.  Es  liegt  nämlich  nahe,  sich  m  Functionen 
F^'  • '  Fm  von  0y  x^-  • '  Xn  und  von  den  Ableitungen  erster,  zweiter, 
•  •  •  s-ter  Ordnung  des  ^  gegeben  zu  denken  und  zu  fragen,  unter 
welchen  Bedingungen  es  eine  Berührungstransformation  in  ^,  x^^  -  -  -  Xny 
Pi  '"Pri  giebt,  welche  F-^-  •  Fm  in  m  vorgelegte  Functionen  'i*"^  •  •  •  Wm 
von   3  j  x^  • '  '  Xn     und    von    den  Ableitungen    des  s'   nach  X-[  -  '  •  Xn 


*)  Die  in  dieser  Abtheilung  dargestellte  Invariantentheorie  der  Berührungs- 
transformationen wurde  begründet  in  den  Verhandlungen  der  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Christiania  1872  und  1873  durch  die  Abhandlungen  „Zur  Inva- 
riantentheorie der  Berührungstransformationen",  „Ueber  partielle  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung"  und  „Partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
in  denen  die  unbekannte  Function  explicite  vorkommt"  von  Sophus  Lie.  Der 
Inhalt  dieser  Arbeiten  ist  ohne  wesentliche  Aenderung  reproducirt  in  den  Mathe- 
matischen Annalen,  Bd.  VIII,  1874,  in  der  Abhandlung:  „Begründung  einer  In- 
variantentheorie der  Berührungstransformationen". 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.   II.  12 
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Überführt.  Man  kann  sogar  noch  weiter  gehen  und  statt  der  beiden 
Functionensj sieme:  F^-Fm  und  W^-- •  W,n  sich  zwei  Gleichungen- 
systeme gegeben  denken  und  nun  die  Frage  stellen^  ob  und  wann  das 
eine  Gleichungensystem  durch  eine  Berührungstransformation  in  das 
andere  übergeführt  werden  kann.*) 

Derartige  allgemeinere  Aufgaben  zu  erledigen,  liegt  nicht  in  dem 
Plane  dieses  Werkes;  dieselben  sollen  daher  hier  nicht  behandelt 
werden. 


Kapitel  8. 
Funetionengruppen  und  ihre  ausgezeichneten  Functionen. 

In  Uebereinstimmung  mit  dem,  was  wir  in  der  Einleitung  der 
gegenwärtigen  Abtheilung  gesagt  haben,  beginnen  wir  damit,  nach 
allen  invarianten  Eigenschaften  zu  fragen,  welche  ein  System  von  m 
Functionen  F^  -  -  -  Fm  der  Veränderlichen  x^-  --  Xn,  Pi  ■  •  -  Pn  gegen- 
über allen  Berührungstransformationen  von  der  Gestalt: 

(1)  ^'  =  ^  +  ^{x,  p),' x/  =  Xi(x,  p),  pl  =  Fi{x,  p) 

(i  =  1 . . . «) 
besitzt.  Bei  der  Inangriffnahme  dieser  Frage  werden  wir  sogleich  auf 
den  wichtigen  Begriff  Fundionengruppe  geführt,  dessen  Theorie  in 
diesem  und  im  nächsten  Kapitel  entwickelt  werden  soll.  Auf  Grund 
der  gewonnenen  Theorie  werden  wir  dann  in  Kapitel  10  ohne  Schwie- 
rigkeit die  invarianten  Eigenschaften  eines  beliebigen  Functionen- 
systems:  F^^x,  p)  -  --  Fmipo^  p)  angeben  können. 

§  47. 
Es  seien  F^-  -  -  Fm  irgend  welche  Functionen  der  Veränderlichen: 
^1  •  •  •  ^«;  JPi  •  •  'Pn-  Führen  wir  auf  Fj.  -  --  Fm  eine  Berührungstrans- 
formation von  der  Gestalt  (1)  aus,  so  erhalten  wir  gewisse  neue 
Functionen:  0^-  -  ^^n  der  neuen  Veränderlichen:  x^  ■  •  •  Xn,  Pi  •  •  -p/. 
Wegen  der  Eigenschaften  des  Klammersymbols  wird  zu  gleicher  Zeit 
(s.  S.  131): 

Hierin  liegt,  dass  jeder  der  Ausdrücke  {F^,Fr)^  allen  Berührungs- 
transformationen von  der  Form  (1)  gegenüber  eine  Invariante  des 
Functionensystems:  F^-  -  -  Fm  ist. 

*)  Lie,  Kurzes  Resume  mehrerer  neuer  Theorien,  Verh.  d.  Ges.  d.  W.  zu 
Christiania,  3.  Mai  1872;  vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  VIII,  S.  217;  Bd.  XVI,  S.  526; 
Bd.  XXIV. 
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Was  die  Beschaffenheit  der  Ausdrücke  (F/nFr)^  anbetrifft,  so  sind 
zwei  verschiedene  Fälle  denkbar:  Entweder  nämlich  lassen  sich  alle 
(F/iiFr)^  als  Functionen  von  F^  ■  -  -  F^  allein  darstellen  oder  eine 
solche  Darstellung  ist  nicht  möglich.  Liegt  der  zweite  Fall  vor,  so 
denken  wir  uns  die  Functionen  (F^iF^)^  zu  den  Functionen  F^'  •  -  F,n 
hinzugefügt  und  erhalten  so  ein  neues  Functionensystem:  F^  -  -  ■  F^, 
jP,„_I_i  '  '  '  F^.  Lassen  sich  jetzt  immer  noch  nicht  alle  (FiFy)  {i,y.=i---q) 
durch  F^"'  Fq  allein  ausdrücken,  so  fügen  wir  alle  Functionen  {F^F^) 
{Tt  =  i---q;  Q  =  m-\-i"-q)  ZU  F^  •  •  '  Fq  hluzu  uud  crhaltcn  abermals  ein 
neues  Functionensystem.  In  dieser  Weise  fahren  wir  fort.  Weil  es 
nun  blos  2n  von  .einander  unabhängige  Functionen  der  Veränderlichen 
Xj^  '  •  '  Xn  f  Pi  •  '  '  Pn  giebt,  so  müssen  wir  auf  dem  angegebenen  Wege 
schliesslich  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  auf  ein 
Functionensystem:  F-^-'-Fr  (r^m)  stossen,  welches  so  beschaffen  ist, 
dass  alle  (F^Fy)  (/,  ;<  =  i---r)  sich  als  Functionen  von  F^-'-Fr  allein 
darstellen  lassen. 

Es  liegt  daher  nahe  sich  zunächst  auf  die  Betrachtung  solcher 
Functionensysteme:  F^-Fr  zu  beschränken,  für  welche  bereits  alle 
(F^^F^)  iiu,  v  =  i---r)  durch  F^-  •  -  Fr  allein  ausgedrückt  werden  können. 
Zweckmässig  wird  man  dabei  noch  die  Voraussetzung  einführen,  dass 
F^'  •  '  Fr  von  einander  unabhängig  sind ;  denn  wären  zum  Beispiel 
blos  F^'  ' '  Fl  von  einander  unabhängig  und  FiJ^i  -  -  -  Fr  Functionen 
von  F^'-'Fi  allein,  so  würden  alle  (FiFy)  o,  x^i-w)  sich  durch 
F^'  '  '  Fl  allein  ausdrücken  lassen,  so  dass  man  Fij^i  ■  -  •  Fr  jedenfalls 
zunächst  ganz  ausser  Betracht  lassen  könnte. 

Wir  denken  uns  demzufolge  r  unabhängige  Functionen  F^  •  -  Fr 
von  x^  '  •  •  Xn,  Pi-  '  '  Pn  vorgclcgt,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  alle 
(F/uFv)^     sich  als  Functionen  von  F^-  •  -  Fr  allein  darstellen  lassen: 

{Ff,F,)^^  =  W^r  (-Fl  •  •  •   Fr)  (,«,  v  =  l  .  .  .  r). 

Sind  TJ{F^  •  •  •  Fr)  und  V{F-^  •  •  •  F^)  irgend  zwei  Functionen  von 
F^-  ' '  Fr  allein,  so  ergiebt  sich: 

l...r 
(  ü  V):,p  =  ^   dF~  dF,  ^-^^'  -^"^^P 

es  wird  also  (ÜV)xp  stets  wieder  eine  Function  von  F^  •  •  Fr  allein. 
Wir  sehen  hieraus,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  der 
Inbegriff  aller  Functionen  von  JF\  •  •  •  Fr  die  folgende  charakteristische 

12* 
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Eigenschaft  besitzt:  combinirt  man  irgend  zwei  Functionen^  welche 
dem  Inbegriff  angehören,  durch  Klammeroperation,  so  erhält  man  stets 
wieder  eine  dem  Inbegriff  angehörige  Function. 

Statt  nun  das  Functionensystem  F^  -  -  •  Fr  an  und  für  sich  zu 
"untersuchen,  werden  wir  uns  zunächst  mit  dem  Inbegriffe  aller 
Functionen  von  F^  -  •  Fr  beschäftigen.  Wir  bezeichnen  diesen  In- 
begriff von  Functionen  als  eine  Functionengruppe  und  nennen  diese 
Functionengruppe  r-gliedrig^  weil  sie  durch  die  r  von  einander  unab- 
hängigen Functionen:  F^  ■ --  Fr  bestimmt  ist.     Also: 

Sind  r  unabhängige  Functionen  F^-Fr  der  Veränderlichen  x^-'-Xn, 
Pi-  "Pn  so  beschaffen,  dass  jedes  (Ff,Fr)xp  o^  v=i...r)  sich  als  Function 
von  F^'  ■  '  Fr  allein  darstellen  lässt,  so  bestimmen  sie  eine  r-gliedrige 
Functionengruppe  in  den  Veränderlichen  x^  -  -  ■  x^^  Pi  •  -  -  Pn-  Diese 
Functionengruppe  seihst  besteht  aus  dem  Inbegriff  aller  Functionen  von 
i^x  •  •  •  Fr."") 

Bestimmen  die  unabhängigen  Functionen:  F^  -  •  -  Fr  eine  r-glie- 
drige Functionengruppe,  so  sagen  wir  wohl  auch  kurz:  die  Functionen- 
gruppe: F^  •  ■  Fr.  Andererseits  lassen  wir  zuweilen  das  Wort 
„Functionen"  weg  und  reden  einfach  von  „Gruppen"  statt  von 
„Functionengruppen",  doch  thun  wir  das  nur  so  lange,  als  nicht  von 
Transformationsgruppen  die  Rede  ist. 

Wir  stellen  zunächst  einige  naheliegende  Bemerkungen  über 
Functionengruppen  zusammen. 

Bestimmen  F^  -  •  Fr  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den 
Veränderlichen  x^-  -  •  Xn,  Pi  -  ■  •  Pn  und  sind  Q^  -  0r  irgend  welche 
unabhängige  Functionen  von  i^^  •  •  •  Fr,  so  lassen  sich  alle  (0,  Q^)^ 
zunächst  durch  F^-  -  •  Fr  und  demnach  auch  durch  O^  -  ■  -  Or  allein 
ausdrücken.  In  Folge  dessen  bestimmen  ^i  •  •  •  ^r  ihrerseits  eine 
r-gliedrige  Functionengruppe,  aber  augenscheinlich  ebendieselbe  Func- 
tionengruppe, welche  F^  -  --  Fr  bestimmen.  Die  beiden  Functionen- 
systeme:  F^  •  •  •  Fr  und  0^^  ■  •  Or  müssen  daher  als  zwei  verschiedene 
Darstellungsformen  einer  und  derselben  Functionengruppe  aufgefasst 
werden. 

Aus  diesem  Grunde  bezeichnen  wir  jedes  System  von  r  unabhängigen 
Functionen  einer  r-gliedrigen  Functionengruppe  als  eine  Form  der  betref- 
fenden Gruppe.  Solcher  Formen  kann  die  Gruppe  natürlich  unbegränzt 
viele  erhalten. 

Bilden  die  r  unabhängigen  Functionen  jPj  •  •  •  Fr   ein  r-gliedriges 


*)  Lie,   Verhandlungen    der  Ges.  d.  W.    zu   Christiania,    Decbr.    1872    und 
März  1873. 
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Involutionssystem,  so  sind  alle  {Fi  Fy)  ^  0  und  F^-  - '  Fr  bestimmen 
daher  eine  r-gliedrige  Functionengruppe.  Es  ist  klar,  dass  alle 
Functionen  dieser  Gruppe  paarweise  in  Involution  liegen  und  dass 
jede  Form  der  Gruppe  ein  r-gliedriges  Involutionssystem  ist. 

Hat  man  s  Functionen  F^-  -  -  Fs  der  Xj  p,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  jedes  (FiFy)  {i,  y.==i- ■  -  s)  sich  durch  F^'-Fs  allein  aus- 
drücken lässt,  giebt  es  aber  unter  diesen  s  Functionen  blos  r  von 
einander  unabhängige,  etwa  F^-  -  -  F,,  während  Fr-{.\  -  -  Fs  Functionen 
von  F^'  '  '  Fr  allein  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  JPj  •  •  •  Fr  eine  r-glie- 
drige    Functionengruppe    bestimmen,    welcher    auch    JP^+i  •  •  •  F^   an- 


gehören. 


Bestimmen  F^  •  -  -  Fr  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  und  l  un- 
abhängige Functionen  der  jP,  etwa: 

eine  /-gliedrige,  so  nennen  wir  die  ^-gliedrige  Functionengruppe  eine 
Untergruppe  der  r-gliedrigen. 

Liegen  zwei  Functionengruppen:  F^  •  -  -  Fr  und  W^-  -  -  Wi  in  den 
Veränderlichen  x^-  --Xn,  Pi'-  -pn  vor,  so  ist  denkbar,  dass  es  Functionen 
von  x^  ■  '  ■  Xnj  p^  '  ' '  p,i  giebt,  welche  beiden  Gruppen  gleichzeitig  an- 
gehören. Wir  wollen  annehmen,  dass  es  gerade  h  unabhängige  Func- 
tionen: Xi''-Xh  von  dieser  Beschaffenheit  giebt,  so  dass  also  jede 
Function,  welche  sowohl  der  Gruppe:  F^-Fr,  als  der  Gruppe: 
'-P\  •  •  •  "^Fi  angehört,  sich  als  Function  von  %^  -  -  '  %h  allein  darstellen 
lässt.  Dann  gehört  auch  jede  Function  {%y.%j)  den  vorgelegten  Functionen- 
gruppen an  und  lässt  sich  in  Folge  dessen  durch  %^  •  -  -  in  allein  aus- 
drücken, das  heisst:  %^'  -  •  %h  bestimmen  ihrerseits  eine  A-gliedrige 
Functionengruppe.    Dieses  Ergebniss  drücken  wir  folgendermassen  aus: 

Satz  1.  Bie  gemeinsamen  Functionen  ziveier  Functionengruppen 
bilden  ihrerseits  eine  Functionengruppe. 

Es  seien  F^  -  •  •  Fr  solche  unabhängige  Functionen  von  ^^  •  •  •  ^„, 
Pi  ■  •  'Pn,  welche  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  bestimmen,  welche 
daher  in  Beziehungen  von  der  Form: 

(FMFv)^j^  =  W^,{F,-"Fr)  (^,r  =  l...r) 

stehen.  Führt  man  nun  auf  F^  •  •  -  Fr  eine  Berührungstransformation 
von  der  Form: 

(1)  /  =  0  +  Sl(x,  p),  x[-=  Xiix,  p),  pl  =  Fi{x,  p) 
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aus,  so  bekommt  man  r  unabhängige  Functionen  W^-  -  -  ^r  Jer  a;',  p\ 
welche  wegen  des  Verhaltens  des  Klammersymbols  in  den  Beziehungen: 

(/< ,  r  =  1  .  .  .  r) 

stehen;  zugleich  geht  jede  Function  von  F^-  •  -  Fr  in  dieselbe  Function 
von   ^1  •  •  •  Wr  über.     Hierin  liegt  der 

Satz  2.  Jede  r-gliedrige  Fnnctionengmppe  in  den  Veränderlichen 
x^'  ' '  Xn^  Pi'  '  '  Pn  verwandelt  sich  hei  Ausführung  einer  Berührungs- 
transformation von  der  Form: 

(1)  ^'  =  ^.+  ^Q^(x,  p),  xl  =  Xiix,  p),  pl  ==  Ti{x,  p) 

(/  =  1 .  •  • «) 

stets  wieder  in  eine  r-gliedrige  Functionengruppe.  Sind F^ {x,p)  -•  -Frix, p) 
solche  unabhängige  Functionen,  welche  die  ursprüngliche  Functionengruppe 
'bestimmen,  so  gehen  sie  bei  Ausführung  der  Berilhrungstransformation  (1) 
in  r  unabhängige  Functionen  W^^  ■  -  •  Wr  von  x(  -  -  -  Xn,  Pi  -  -  -  Pn  über, 
ivelche  die  transformirte  Functionengruppe  bestimmen;  dabei  drücU  sich 
jedes  {^i^Wv)^.^.  genau  so  durch  ^j  •  •  •  ^^  aus  wie  das  entsprechende 
{F,F\^  durch  F,'-Fr. 

Bilden  die  r  unabhängigen  Functionen  F-^^{x,  p)  •  -  -  Fr{x,  p)  ein 
Involutionssystem,  ist  also  jedes  {F^,Fy)^  ^0,  so  bestimmen  sie,  wie 
schon  oben  bemerkt  wurde,  eine  r-gliedrige  Functionengruppe.  Wenden 
wir  auf  diese  Functionengruppe  den  eben  ausgesprochenen  Satz  an, 
so  erkennen  wir,  dass  jedes  r-gliedrige  Involutionssystem  in  den  x,  p 
bei  jeder  Berührungstransformation  von  der  Form  (1)  wieder  in  ein 
r-gliedriges  Involutionssystem  übergeht. 

Da  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen 
x^-"Xn,  Pl ' '  'Pn  durch  jede  Berührungstransformation  von  der  Form  (1) 
in  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen  x^-'-Xn, 
Pl  '  '  'Pn'  übergeführt  wird,  so  ist  es  ganz  naturgemäss  und  dem  in 
der  Einleitung  Gesagten  entsprechend,  wenn  wir  uns  die  Frage  vor- 
legen: Welche  Eigenschaften  einer  beliebigen  r-gliedrigen  Functionen- 
gruppe bleiben  allen  Berührungstransformationen  von  der  Form  (1)  gegen- 
über invariant? 

Diese  Frage  kann  auch  folgendermassen  ausgesprochen  werden: 
Gegeben  sind  irgend  zwei  r-gliedrige  Functionengruppen ,  die  eine  durch 
r  unabhängige  Functionen  F^  •  -  -  Fr  von  x^--  •  Xn^  Pi'  '  'Pn,  die  andere 
durch  r  unabhängige  Functionen  0^  •  •  •  ^^  von  x^  -  -  -  Xn  ,  p^  •  •  -  p^  , 
gesucht  werden  die  Kriterien  dafür,  ob  die  erste  Functionengruppe  durch 
eine  Berührungstransformation  von  der  Form  (1)  in  die  zweite  über- 
geführt werden  hann   oder  nicht.     Dabei  ist  das  „übergeführt  werden^^ 
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natürlich  so  zu  verstehen,  dass  bei  der  fraglichen  Berührungstrans- 
formation der  Inbegriff  aller  Functionen  von  F^-Fr  in  den  Inbegriff 
aller  Functionen  von  ^^  •  •  •  ^^  übergehen  soll  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt:  es  soll  durch  die  betreffende  Berührungstransformatioti  jede 
der  r  Functionen:  F^"-Fr  in  eine  Function  von  Q^^'-Qr  übergeführt 
werden. 

Das  eben  aufgestellte  Problem  ist  von  ausserordentlicher  Wichtig- 
keit; v^^ir  vs^erden  in  den  folgenden  Entwickelungen  des  gegenwärtigen 
Kapitels  seine  Erledigung  vorbereiten,  die  Erledigung  selbst  aber  soll 
erst  im  nächsten  Kapitel  gegeben  werden.  Nachher  wenden  wir  uns 
wieder  zu  dem  Probleme,  von  welchem  wir  ausgegangen  sind,  zur 
Untersuchung  der  invarianten  Eigenschaften,  welche  ein  beliebiges 
Functionensystem :  F^(x,  p)  ■  -  -  Fm(x,  p)  gegenüber  allen  Berührungs- 
transformationen von  der  Form  (1)  besitzt. 

§  48. 

Die  Grundlage  der  Theorie  der  Functionengruppen  bildet  das 
wichtige 

Theorem  19.  Bestimmen  r  unabhängige  Functionen  u^  -  •  >  Ur 
von  x^  ■  •  '  Xn,  Pi  '  ' ' Pn  eine  r-gliedrige  Functionengruppe,  so 
bilden  die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

(uj)  =  0,  ...  {urf)^0 

■in  den  unabhängigen  Veränderlichen  Xj^^-x»,  2h" 'Pn  ein  r-glie- 
driges  vollständiges  System."^) 

Um  dasselbe  zu  beweisen,  bemerken  wir  zunächst,  dass  die  r 
eben  geschriebenen  Differentialgleichungen  von  einander  unabhängig 
sind;  wären  sie  es  nämlich  nicht,  so  würden  alle  Determinanten  von 
der  Form: 

identisch  verschwinden,  unter  n^-  -  -  itr  irgend  r  von  den  2?^  Veränder- 
lichen x^  p  verstanden,  folglich  wären  u^-  -  -  Ur  entgegen  der  Voraus- 
setzung des  Theorems  nicht  von  einander  unabhängig.  Ferner 
setzen  wir: 

dann  wird: 


*)  Lie,   Verhandlungen  der  Ges.  d.   W.  zu  Christiania,   Decbr.    1872    und 
März  1873. 
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MMf))  - MMf))  =  Ov(«./'))  -  («.(«,./■)) 

oder  wegen  der  Jacobisclien  Identität: 

MMf))  -  MMf))  =  ((«/<«.)/•)• 

Nun  aber  bestehen  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

(2)  (UiiiUr)  ==  tV^,  r  (^1  •  '  •  Ur)  (//,»'=  1  •  •  •  r); 

es  kommt  also: 

A,(A..(f))-A,iÄ,if))  =  (iv,„f) 

r      /^ 

1       ''J 


-X-^Mf) 

Damit  ist  das  Theorem  bewiesen. 


Wir  denken  uns  nun  in  den  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xn,  p^  -  •  - Pn 
irgend  r  unabhängige  Functionen:  u^  •  •  •  u,.  vorgelegt,  die  eine  r-glie- 
drige  Functionengruppe  bestimmen.  Das  r-gliedrige  vollständige  System: 

hat  dann  2n  —  r  unabhängige  Lösungen.  Sind  v^-  -  -  V2n-r  derartige 
Lösungen,  so  lässt  sich  jede  beliebige  andere  Lösung  als  Function 
von  Vj^'  '  '  V2n-r  allein  darstellen.  Aus  dem  Poisson'schen  Theoreme 
(s.  S.  173)  folgt  weiter,  dass  zugleich  mit  t\  •  -  -  V2n-r  auch  jedes  {vyvj) 
eine  Lösung  des  vollständigen  Systems  ist.  Demnach  sind  alle  {vy.Vj)^ 
Functionen  von  v^--  -  V2n-r  allein  und  Vj^  •  ■  -  v^n-r  bestimmen  ihrer- 
seits eine  {2n  —  r)-gliedrige  Functionengruppe. 

Wenden  wir  auf  die  Functionengruppe:  v^  -  -  -  v^n-r  dieselben  Be- 
trachtungen an,  wie  soeben  auf  die  Gruppe:  ii^  •  •  •  Ury  so  kommen  wir 
auf  die  Gruppe:  Wj  •  •  •  w^  zurück;  denn  das  (2?«  —  r)- gliedrige  voll- 
ständige System: 

(v,f)  =  0,  ...  (^;2,^,^)  =  0 

hat  2n  —  {2n  —  r)  =  r  unabhängige  Lösungen  und  zwar  sind  augen- 
scheinlich ti^  ■  ■  •  u,.  solche  Lösungen  und  jede  andere  Lösung  eine 
Function  von  u^  -  -  •  u^  allein. 

Diese  Ergebnisse  können  wir  folgendermassen  zusammenfassen: 
Theorem  20.  Zu  einer  jeden  r~gliedrigen  Functionengruppe: 
«1  .  •  •  Ur  in  den  Veränderlichen:  ^,  •  •  •  ^„,  p^-  •  -pn  gehört  eine 
ganz  bestimmte  (2n  -—  r)-gliedrige  Functionengruppe,  welche  zu 
der  r-gliedrigen  in  einem  vollständigen  Beciprocitätsverhält- 
nissc    steht.      Jede    dieser    beiden    Gruppen     wird    von    allen 
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Functionen  gehildet,  welche  mit  allen  Functionen  der  andern 
Gruppe  in  Involution  liegen.'^) 

Wir  bezeichnen  in  der  Folge  zwei  solche  Functionengruppen  als 
reciproJce  Functionengruppen y  zuweilen  nennen  wir  auch  jede  von  beiden 
die  Folargruppe  der  andern. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  zwei  reciproke  Functionengruppen 
bei  jeder  Berührungstransformation  von  der  Gestalt: 

2'  =  Az  -\-  9^  {x,  p),  Xi  =  Xi(x,  p),  pi  =  Pi(x,  p) 

(/  =  1  .  .  .  n) 

wieder  in  zwei  reciproke  Functionengruppen  übergehen. 

Ist  die  r-gliedrige  Functionengruppe:  u^-  •  -  u,.  insbesondere  ein 
Involutionssystem,  verschwinden  also  alle  (iiiUy)  identisch,  so  besitzt 
das  r-gliedrige  vollständige  System: 

mindestens  r  unabhängige  Lösungen,  denn  «/^  •  •  •  u,-  sind  in  diesem 
Falle  Lösungen  des  Systems.  Daraus  folgt,  dass  2n  —  r'^r  ist,  es 
ergiebt  sich  also  für  die  Gliederzahl  r  des  Involutionssystems  die  Be- 
dingung: r  ^  m;  das  heisst,  es  gilt  der 

Satz  3.  Fin  Involutionssystem  in  den  2n  Veränderlichen  x^-  •  -Xn, 
Pi' '  •  Pn  enthält  nie  mehr  als  n  unabhängige  Functionen. 

Diesen  Satz  haben  wir  bereits  in  Kapitel  4,  S.  97  (vgl.  auch 
Kap.  7,  S.  176)  gefunden. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  dass  das  Theorem  19  sich  vervoll- 
ständigen lässt. 

Man  kann  sich  nämlich  die  Frage  stellen,  unter  welchen  Be- 
dingungen r  Gleichungen  von  der  Form: 

ein  r-gliedriges  vollständiges  System  in  den  Veränderlichen  x^-'-Xn, 
Pi'  •  -Pn  bilden. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  r  Functionen  cp-^(x,  X^)  '  '  '  ^r{po,  p) 
von  einander  unabhängig  sein  müssen,  denn  wären  sie  es  nicht,  so 
sähe  man  wie  oben  ein,  dass  auch  die  Gleichungen:  i?i(/')=0, 
'  • '  Br{f)  =  0  nicht  von  einander  unabhängig  wären.  Sind  nun 
(pi'  '  •  (pr  unabhängige  Functionen,  aber  keine  solchen,  welche  eine 
r-gliedrige    Functionengruppe    bestimmen,     so     giebt  ,es    unter    den 


*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  1872  und  1873. 
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Functionen  ((pi(px)^p  mindestens  eine  von  q)^^  -  -  ■  cpr  unabhängige;  es 
giebt  somit  unter  den  Gleichungen: 

{i,x  =  l-'-r) 

mindestens  eine,  welche  von:  B^f=0,  •  .  .  JBrf  ==  0  unabhängig  ist; 
hieraus  aber  folgt,  dass  die  Gleichungen:  B^f  =0^  .  .  .  Brf  =  0  unter 
der  gemachten  Voraussetzung  kein  r-gliedriges  vollständiges  System 
bilden.  Demnach  erhalten  wir  unter  Berücksichtigung  des  Theo- 
rems 19  den 

Satz  4.     Die  r  Gleichungen: 

bilden  nur  dann  ein  r-gliedriges  vollständiges  System,  wenn  die  r  Functionen 
(Pi  ' ' '  (fr  der  Veränderlichen:  x^-  •  -  Xnj  Pi  -  -  •  Pn  vo7i  einander  unab- 
hängig sind  und  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  bestimmen. 

Sind  9?i  •  •  •  9?r  unabhängige  Functionen  einer  r-gliedrigen  Functionen- 
gruppe, so  bilden  die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

(<p,f)  =  0,  •••   {q>rf)--0 
ein  vollständiges  System,  welches  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  gleich- 
zeitig mit  ifj  und  %  auch  (i^x)  eine  Lösung  darstellt. 

Man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen,  in  den  Veränderlichen 
^i  •  •  '  ^nj  Pi  '  •  •  Pn   edle  vollständigen  Systeme: 

ÄJ=0,  ...A/'=0 
zu  finden,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen. 

Sind  1^1  ••  •  U2n-r  ein  System  Lösungen  eines  solchen  vollstän- 
digen Systems,  so  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

es  bestimmen  daher  die  u  eine  (2n  —  r)-gliedrige  Functionengruppe. 
Sind  v^- '  '  Vr  unabhängige  Functionen  der  zugehörigen  Polargruppe, 
so  lassen  sich  die  u  nach  S.  184  definiren  als  die  Lösungen  des  voll- 
ständigen Systems: 

welches  in  Folge  dessen  mit  dem  Systeme:  ^i/'=0,  •••  Arf=0  äqui- 
valent ist.     Hiermit  haben  wir  den 

Satz  5.  Besitzt  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  in  den  Ver- 
änderlichen x^  '  •  •  Xn,  Pi  •  '  •  Pn  die  Eigenschaft ,  dass  der  aus  zwei 
Lösungen  ip  und  %  des  Systems  gebildete  Klammerausdruch  {^%)  stets 
wieder  eine  Lösung  dar  stellt ,  so  Tiann  es  die  Form: 
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erhalten*);    es   bestimmen   dabei   v^  '  '  '  Vr   eine   r-gliedrige   Functionen- 
gruppe, 

§  49. 

Eine  Functionengruppe  kann  Functionen  enthalten,  welche  auch 
der  reciproken  Gruppe  angehören  und  daher  beiden  Gruppen  gemein- 
sam sind.  Solche  Functionen  nennen  wir  ausgezeichnete  Ftmctionen**) 
der  ersten  Gruppe.  In  dieser  Definition  liegt,  dass  die  ausgezeich- 
neten Functionen  einer  Functionengruppe  zugleich  auch  die  aus- 
gezeichneten Functionen  der  reciproken  Gruppe  sind;  zugleich  ergiebt 
sich  aus  Satz  1,  S.  181,  dass  die  ausgezeichneten  Functionen  einer 
Functionengruppe  ihrerseits  eine  Functionengruppe  bilden. 

Analytisch  gesehen  sind  die  ausgezeichneten  Functionen  einer 
r-gliedrigen  Functionengruppe:  u^  •  -  -  tt^  diejenigen  Functionen  U  von 
it^-'-Ur  allein,  welche  das  r-gliedrige  vollständige  System: 

(^«^?7)  =  0,  ...  (iirU)=^0 

in    den  Veränderlichen   x^  '  -  -  Xny  Pi  -  -  -  Pn    befriedigen.     Wir   können 
daher  sagen: 

Die  ausgezeichneten  Functionen  einer  Functionengruppe  sind  die- 
jenigen Functionen  der  Gruppe,  ivelche  mit  allen  Functionen  der  Gruppe 
in  Involution  liegen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  ausgezeichneten  Functionen  einer  Functionen- 
gruppe paarweise  in  Involution  liegen,  dass  also  /^  unabhängige  aus- 
gezeichnete Functionen  stets  ein  A-gliedriges  Involutionssystem  bilden. 

Wird  eine  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen  x,  p  durch 
eine  Berührungstransformation  von  der  Form  (1)  in  eine  Functionen- 
gruppe in  den  x,  p'  übergeführt,  so  verwandelt  sich  offenbar  zu 
gleicher  Zeit  jede  ausgezeichnete  Function  der  ursprünglichen  Functionen- 
gruppe in  eine  ausgezeichnete  Function  der  neuen  Gruppe.  Demnach 
ist  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen 
einer  Functionengriippe  in  den  x,  p  gegenüber  allen  Berührungstrans- 
formationen von  der  Gestalt  (1)  invariant. 


*)  Lie,  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab,  Bd.  9,  Christiania  1884. 
Für  den  Fall  r  =  1  war  der  erste  Theil  des  Satzes  5  schon  früher  von  Herrn 
Koricine  aufgestellt  worden. 

**)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  1872  und  1873. 
Später  wird  gezeigt,  dass  es  naturgemäss  ist,  die  ausgezeichneten  Functionen 
einer  Functionengruppe  als   die  invarianten  Functionen  derselben  zu  bezeichnen. 
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Ist  F{x,p)  eine  ausgezeichnete  Function  der  r-glicdrigen  Functioiien- 
gruppe:  n^-  -  -  Ur,  so  gehört  es  nicht  blos  der  Gruppe  u^  •  •  •  u,.  au, 
sondern  auch  der  reciproken  Gruppe:  v^-  •  •  V2n-r,  es  lässt  sich  daher 
sowohl  durch  w^  •  •  •  ti^  als  durch  v^  -  ■  -  v^n-r  ausdrücken: 

(3)  F{X,  p)  =    ü(li,  .  .  .  Ur)  =  V{V,  .  .  .  V2n-r). 

Mit  andern  Worten:  jeder  ausgezeichneten  Function  der  Gruppe:  u^-'-Ur 
entspricht  eine  Relation  zwischen  den  Functionen  der  beiden  reciproken 
Gruppen:  u^  •  •  -  Ur  und  v^  -  •  -  V2n-r  und  zwar  eine  Relation  von  der 
besonderen  Form  (3).  Sind  F^(x,  p)  ■  ■  ■  Fm{x,  p)  unabhängige  aus- 
gezeichnete Functionen  der  Gruppe:  u^  •  -  -  Ur,  so  sind  natürlich  auch 
die  w^  ihnen  entsprechenden  Relationen: 

Fy,(x,  p)  =    üy.(Ui  '  '  •  tlr)  =  Fx(Vi  •  •  •  V2n-r) 

(X  =  1  •    .   .  7Jl) 

von  einander  unabhängig. 

Wir  wollen  nun  umgekehrt  annehmen,  dass  die  r  unabhängigen 
Functionen:  iij^  -  •  •  u^  einer  r-gliedrigen  Functionengruppe  mit  den 
2n  —  r  unabhängigen  Functionen:  t\  -  -  -  V2n-r  der  Polargruppe  durch 
gerade  m  unabhängige  Relationen: 

(4)  ^Fy.(lli  •  •  •  Ur,    V^-  ■  -  V2n-r)  =  0  (y.  =  1  .  .  .  m) 

verknüpft  sind.  Wir  werden  zeigen,  dass  die  beiden  reciproken  Gruppen 
in  diesem  Falle  gerade  m  von  einander  unabhängige  Functionen  gemein 
haben,  dass  also  jede  von  ihnen  gerade  m  unabhängige  ausgezeichnete 
Functionen  enthält. 

Die  2n  Functionen  w^  -  -  -  Ur,  v^  -  -  -  V2n—r,  unter  denen  es  nach 
unsrer  Voraussetzung  gerade  2n  —  m  von  einander  unabhängige  giebt, 
sind  augenscheinlich  so  beschaffen,  dass  sich  jedes  (ui,  Uy),  (jif,  Vy), 
(viy  Vy)  durch  sie  allein  ausdrücken  lässt,  sie  gehören  daher  zufolge 
einer  auf  S.  181  gemachten  Bemerkung  sämmtlich  einer  gewissen 
(2w  —  m)-gliedrigen  Functionengruppe  an.  Nun  müssen  sich  die  m 
Gleichungen  (4)  sowohl  nach  m  von  den  u^  als  nach  m  von  den  v 
auflösen  lassen,  sonst  wären  ja  entweder  die  v  oder  die  u  nicht  von 
einander  unabhängig;  wir  können  daher  annehmen,  dass  eine  Auf- 
lösung sowohl  nach  u^  •  •  •  Uni  als  nach  v^  -  -  -  v,n  möglich  ist.  Dann 
wird  die  (2n  —  m)  -  gliedrige  Functionengruppe,  welcher  alle  27i 
Functionen  u^  v  angehören,  sowohl  durch  die  2n  —  m  unabhängigen 
Functionen:  u^-'-Ur,  Vm-\-i '  •  -  V2n—r  als  durch  die  2n  —  m  unab- 
hängigen :  Um-^i '  • '  Ur,  v^  ■  ■    V2n—r  bestimmt  sein. 

Zu  der  eben  besprochenen  {2n  —  m)-gliedrigen  Functionengruppe 
gehört  eine  m- gliedrige  Polargruppe.  Jede  Function  dieser  Polar- 
gruppe befriedigt  die  Gleichungen: 
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und  gehört  daher  der  Gruppe:  v^-"V2n-r  an,  zugleich  aber  befriedigt 
sie  die  Gleichungen:  • 

{v,,  /•)  ==  0,  .  .  .  {v,n-n  f)  =  0, 
gehört  demnach  auch  der  Gruppe:  %  •  •  •  iv  an.  Damit  ist  bewiesen, 
dass  alle  Functionen  der  in  Rede  stehenden  m-gliedrigen  Polargruppe 
den  beiden.  Gruppen:  u^-  -  •  Ur  und  v^-  ■  -  v^n—r  gemeinsam  sind,  dass 
also  jede  dieser  beiden  Gruppen  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
m  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen  enthält.  Das  aber  wollten 
wir  beweisen. 

Nunmehr  wissen  wir  Folgendes:  Wenn  die  r-gliedrige  Functionen- 
gruppe:  u^  •  •  -  Ur  gerade  m  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen 
enthält,  so  sind  u-^-  -  ■  Ur,  v^-  ■  •  v^n—r  jedenfalls  durch  m  unabhängige 
Relationen  von  der  besonderen  Form: 

TJy.iu^  '  •  .  li>)  =    Vy.{Vy  ■  .  .  V2n-r) 
(y.  =  l  '  •  ■  m) 

verknüpft.  Sind  andererseits  %  •  •  •  m,.,  v^  •  ■  •  v-2n-r  durch  gerade  m 
unabhängige  Relationen  verknüpft,  so  enthält  die  Gruppe  u^- •  "Uy 
jedenfalls  m  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen.  Wir  erkennen 
daher  sofort,  dass  das  folgende  Theorem  besteht: 

Theorem  21.  Eine  r-gliedrige  Ftcnctionengruppe:  ii^  • .  •  Ur 
mit  der  (2n  —  r)-gliedrigen  Folargruppe:  v^  •  •  -  v^n—r  enthält 
stets  genau  so  viele  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen, 
als  es  unabhängige  Relationen  zwischen  den  2n  Functionen: 
%  •  •  •  Ury  v^  •  ■ '  V2n—r  gicbt.  Die  betreffenden  Relationen  lassen 
sich  immer  auf  die  Form: 

UyXUi  ■  '  •  W/-)  =VyXVi"  ■  V2n-r) 
(x=l,  2...) 

bringen;  sie  sagen  eben  aus,  dass  die  ausgezeichneten  Functionen 
einer  Functionengruppe  zugleich  die  ausgezeichneten  Functionen 
der  recipro'ken  Gruppe  sind.*) 

Wieviele  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen  enthält  eine  vor- 
gelegte r-gliedrige  Functionengruppe:  u^-  ■  -Ur  in  den  Veränderlichen: 

OCj_-  '  ■  Xn,  Pi"  •Pn'^ 

Soll  F(x^  '  ' '  Xn-,  Px'  •  ■  Pn)  eine  ausgezeichnete  Function  der 
Functionengruppe:  u^  •  -  •  Ur  sein,  so  ist  noth wendig  und  hinreichend, 
dass  es  die  r  Gleichungen: 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  1873. 
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AiF)  =  («n  -F)  =  0,  •  •  •  Ar{F)  =  («,,  F)  =  0 

identisch  befriedigt  und  dass  es  ausserdem  eine  Function  von  ii^  •  •  •  u,. 
allein  ist.  Hieraus  ergiebt  sich^  dass  die  ausgezeichneten  Functionen 
der  Gruppe:  u^  ■  ■  •  Ur  diejenigen  Functionen  U  von  «/^  •  •  •  u^  sind, 
welche  den  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 


(5) 


MU)  =  ^O^'^^^^O-air  ^  2'^^'j^^^"'^''^j^  =  ^ 


(x=i 


in  den  unabhängigen  Veränderlichen  u^  •  •  -  Ur  identisch  genügen. 

Was  die  Gleichungen  (5)  betrifft,  so  kommt  alles  auf  die  Beschaffen- 
heit der  Determinante: 


(6) 


D  = 


K^i) 


(u^Ur) 


an.  Wir  wollen  voraussetzen,  dass  diese  Determinante  nebst  allen 
ihren  Unterdeterminanten  (r  —  l)-ten,  •  •  •  (r  —  m  +  l)-ten  Grades 
verschwindet,  während  von  den  {r  —  m)-reihigen  Unterdeterminanten 
jedenfalls  eine,  etwa: 

nicht  identisch  verschwindet. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  die  r  —  m  Gleichungen : 
Ä^^U)  =  Oj  •••  Ar^rn{ü)  =  0  vou  einander  unabhängig,  während: 
Är—m-[-i(ü)  '  •  '  Är{U)  sich  in  der  Form: 


Ar-m+^iü)  =  x^n{u^ 


{/u  =  1  •  '  •  m) 


l     %M,r—m\}^i  '  '  '  ^r)  •  •^r—my'J) 


darstellen  lassen.  Nun  aber  stehen  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (5) 
nach  S.  184  paarweise  in  den  Beziehungen: 

r 

Ä,(MV))  -  MA,{TJ))  =  ^>^^^^^^'^-  •  Aj(JJ) 

1  J 

denkt  man  sich  hier  auf  der  rechten  Seite  überall  Är-m+i{U)"-Ar{JJ) 
durch  A^(JJ)  ' '  •  Ar—m{JJ)  ausgedrückt,  so  erkennt  man  sofort,  dass 
die  r  —  m  Gleichungen:  A^{TJ)  =  0,  •  •  •  Ar—m{U)  =  0  ein  (r  —  m)- 
gliedriges  vollständiges  System  bilden.  Dieses  vollständige  System 
besitzt  gerade  m  unabhängige  Lösungen,  es  ergiebt  sich  also,  dass 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  r  Gleichungen  (5)  gerade 
m    unabhängige    Lösungen    gemein    haben    und    dass    die    vorgelegte 
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Functionengruppe:  u^  -  ■  -  k^  gerade  m  unabhängige  ausgezeichnete 
Functionen  enthält. 

Wir  haben  somit  das 

Theorem  22.  Die  r-gliedrige  Functionengruppe  u^-  ■  •  Ur  in 
den  Veränderlichen:  x^  -  -  -  x^,  Pi-'-Pn  enthält  dann  und  mir 
dann  gerade  m  und  nicht  mehr  unabhängige  ausgezeichnete 
Functionen,  wenn  die  Determinante:  H  ^{ii-^u^  •  -  ■  (^u,,u,)  und 
alle  ihre  ünterdeterminanten  (r  ~  Vj-ten,  •••  (r  —  m  +  l)-ten 
Grades  identisch  verschwinden,  während  die  ünterdetermi- 
nanten  {r  —  m)-ten  Grades  nicht  alle  identisch  null  sind;  in 
diesem  Falle  reduciren  sich  die  r  linearen  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen: 


(5) 


1  -^  1  -^ 

(X  =  1  .  .  .  r) 

in  den  Veränderlichen  u^  -  •  -  Ur  auf  ein  (r  —  m)-gliedriges  voll- 
ständiges System,  dessen  Lösungen  die  ausgezeichneten  Func- 
tionen der  Gruppe  ii^^  *  -  •  u^  sind.*) 

Man  kann  demnach  immer  durch  ausführbare  Operationen  ent- 
scheiden^ wieviele  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen  eine  vor- 
gelegte Functionengruppe  enthält,  dagegen  erfordert  die  Bestimmung 
dieser  ausgezeichneten  Functionen   selbst   im  Allgemeinen  Integration. 

Bemerkenswerth  ist,  dass  eine  Functionengruppe  mit  ungerader 
Gliederzahl  r  stets  mindestens  eine  ausgezeichnete  Function  enthält; 
die  Determinante  D  ist  nämlich  schief,  ist  daher  r  ungerade,  so  ver- 
schwindet sie  stets  identisch  und  die  Gleichungen  (5)  haben  mindestens 
eine  Lösung  gemein. 

Wir  knüpfen  hieran  noch  den 

Satz  6.  Enthält  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den  Veränder- 
lichen x^  •  •  •  Xn,  p^  •  '  •  pn  r~l  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen, 
so  liegen  alle  ihre  Functionen  paarweise  in  Involution  und  die  Gruppe 
enthält  nur  ausgezeichnete  Functionen. 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach.  Sind  nämlich  C/^  •  •  •  TJr-i  die 
bewussten  ausgezeichneten  Functionen  und  V  irgend  eine  von  ü^-  -- 
TJr-i  unabhängige  Function  der  Gruppe,  so  ist  nach  der  Voraus- 
setzung des  Satzes: 

{TJiüy)=^0,        (UiV)=0 

(i,y.  =  l...r), 

also  bilden  ZJ^  •  •  -  Ur-i,  V  ein  r-gliedriges  Involutionssjstem  und  es 
liegen   wirklich   alle   Functionen  der  Gruppe  paarweise   in  Involution. 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  1873. 


;[92  Kapitel  8,  9,  §  50. 

§  50. 
Es  bezeichne  wie  bisher   u^  •  •  •  Ur   eine   r-gliedrige  Functionengruppe 
in    den   Veränderlichen    a^j  •  •  •  ic„,  Pi  •  " Pn,   jedoch   wollen   wir    nicht   wie 
bisher    die  Functionen   Wj  •  •  •  Ur   selbst   als   bekannt   voraussetzen ,    sondern 
uns  nur  ein  (2n  —  r) - gliedriges  vollständiges  System: 

(7)  Ä.,Xu)  =  ^>i^a..,{x,  iOlj  +  a.,(^,  p)|jj  =  0 

(x  =  l  •  •  •  2w  — r) 

gegeben  denken,  welches  u^  •  ■  -  u,-  zu  unabhängigen  Lösungen  hat,  so  dass 
die  Functionengruppe :  %  •  •  •  Ur  aus  dem  Inbegriff  aller  Lösungen  des 
vollständigen  Systems  (7)  besteht. 

Zu  der  r-gliedrigen  Functionengruppe:  u^  -  -  -  Ur  gehört,  wie  wir 
wissen,  eine  ganz  bestimmte  (2w  —  r)-gliedrige  Polargruppe:  v^  •  •  V2n-r, 
welche  aus  dem  Inbegriff  aller  Lösungen  des  r-gliedrigen  vollständigen 
Systems : 

(8)  (u^v)  =  0,  ••  •  (urv)  =  0 

besteht.  Bei  den  gemachten  Voraussetzungen  sind  nun  freilich  %  •  •  •  Ur 
unbekannt;  wir  werden  aber  zeigen,  dass  es  nichtsdestoweniger  stets  mög- 
lich ist,  ohne  Integration  ein  r- gliedriges  vollständiges  System  anzugeben, 
welches  genau  dieselben  Lösungen  besitzt  wie  das  unbekannte  System  (H). 
Unter  %^  •  •  •  %2n  möge  eine  solche  Reihenfolge  der  Veränderliehen: 
^1  •  •  •  ^n,  P\  •  *  -i^n  verstanden  werden,  dass  die  2w  —  r  Gleichungen  (7) 
nach  ^^ ^^   auflösbar  sind.     Denken  wir  uns  die  betreffende  Auf- 

lösung  ausgeführt  und  die  gefundenen  Werthe  der  genannten  Ableitungen 
von  u  in  {%iv)  eingesetzt,   so   erhalten  wir  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

(9)  (^.)  =  BM  •  1^  +  •  •  •  +  Tir(v)  ■  ll 


wo  B^{v)  •  •  •  Br{v)  bekannte  lineare  homogene  Functionen  der  Ableitungen 
von  V  sind. 

Die  Gleichung  (9)  besteht  bei  beliebigem  v  vermöge  der  Gleichungen  (7); 
sie  wird  also  zur  Identität,  wenn  in  ihr  an  Stelle  von  u  eine  Lösung  des 
vollständigen  Systems  (7)  eingesetzt  wird.  Wir  erkennen  somit,  dass  die 
folgenden  r  Identitäten  bestehen: 

/  du  ^  ^1 

(10) 


Nun   aber  waren   die  Gleichungen  (7)  nach  -^ j^  auflösbar  und 

es  sind  daher  u^- --  Ur  nach  Abschn.  I,  Theorem  12,  S.  91  in  Bezug  auf 
die  Veränderlichen  tc^  •  •  •  iiy  von  einander  unabhängig,  so  dass  die  Deter- 
minante : 
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+ 


.^mJ  —  dn^  dn 


nicht  identisch  verschwindet.  Folglich  sind  die  Identitäten  (10)  nach: 
B^(v)'-'Br{v)  auflösbar  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  das  System 
der  r  unbekannten  Gleichungen  (8)  ist  äquivalent  mit  dem  Systeme  der  r 
bekannten  Gleichungen: 

(11)  B,{v)^0,''-  Br{v)  =  0. 

Es  ist  klar,  dass  die  Gleichungen  (ll)  ein  r-gliedriges  vollständiges  System 
von  der  gewünschten  Beschaffenheit  bilden,  dass  also  die  Polargriippe:  v  ■  -- 
V2n-r  der  Functionengruppe:  n^  -  -  ■  u,  von  dem  Inbegriffe  aller  Lösuno-en 
des   vollständigen  Systems  (ll)  gebildet  wird. 

Man  kann  die  vorstehenden  Entwickelungen  noch  verallgemeinern 
mdem  man  auf  die  Voraussetzung  verzichtet,  dass  r  unabhängige  Lösun-en 
ii^"-Ur  des  (2?2-r)-gliedrigen  vollständigen  Systems  (7)  eine  r-crliedrio-e 
Functionengruppe  bestimmen  sollen.  Man  erhält  dann  genau  in  der  vorhin 
auseinandergesetzten  Weise  ein  System  von  r  Gleichungen  (ll)  welches 
mit  dem  Systeme  der  r  unbekannten  Gleichungen  (8)  äquivalent'  ist;  nur 
der  Unterschied  gegen  vorhin  tritt  jetzt  ein,  dass  die  r  Gleichun<ren  (8) 
und  ebenso  die  Gleichungen  (ll)  im  Allgemeinen  kein  r-gliedriaes  voll- 
standiges  System  bilden,  ja  dass  sie  unter  Umständen  gar  keine  Lösungen 
gemein  haben.  ^ 

Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  7  Ist  in  den  Veränderlichen  x,  •  •  ^  x^,  p,  •  •  - p,  ein  (2n  ~m)- 
ghednges  vollständiges  System:  ^ 

A(/')  =  0,  ...  X2,_4/")  =  0 

vorgelegt,  dessen  Lösungen  unbekannt  sind,  und  verstellt  man  unter  u  -"U 
irgend   m  unaWiängige  Lösungen   dieses  vollständigen  Systems,  so  Unn  mal 
stets  ohne  Integration  ein  System  von  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
erster   Ordnung  angehen,   tvelches  genau   dieselben  Lösungen  hesitzt  wie  das 
by Stern  der  unheJcannten  Gleichungen: 

(^if)xp  =  0,  •  .. .  (u^f)^p  =  0,*) 


Kapitel   9. 

Die  kanonischen  Formen  und  die  invarianten  Eigenschaften  der 
Fnnctionengruppen. 

Bestimmen  die  r  unabhängigen  Functionen:  n.-^- u,  der  Veränder- 
lichen x^"-Xn,  p,'-.p^  eine  r-gliedrige  Functionengruppe,  so  bestehen 
Relationen  von  der  Gestalt: 

*)  Lie,  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab,  Bd.  2,  1877. 

Lie,  Theorie  der  Transformationagruppen.    II.  -iq 
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(1)  i^i^^Xp  =  ^^''■(^1  ■ ' '  ^^'0 

(/,  y.  =  l-  ■     r). 

Ersetzt  man  u^^-'-Ur  durch  irgend  r  unabluingige  Functionen:  Uj-'-Xt,. 
von  u^"-Ury  bringt  man  also  (vgl.  S.  180)  die  Functionengruppe : 
u^-  '  ■  u,.  auf  die  neue  Form:  U^  •■  •  U,,  so  bekommt  man  zwischen  den 
II  ähnliche  Relationen: 

(!')  (u/Ux)xjt,  =  n)/x(Ui---ii.) 

wo  die  Functionen  auf  der  rechten  Seite  natürlich  im  Allgemeinen 
andere  sind  als  in  den  Relationen  (1). 

Wir  werden  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  zunächst  die  Relationen 
(1')  durch  geeignete  Wahl  der  Functionen  u^-  -  -Ur  vereinfachen  und 
werden  zeigen,  dass  sich  die  r-gliedrige  Functionengruppe:  u^  • -- Ur 
auf  eine  gewisse  kanonische  Form:  Uj  •  •  •  U,.  bringen  lässt,  für  welche 
jede  der  Functionen  tu/;,  in  den  Gleichungen  (1')  einen  der  beiden 
Werthe:  0  oder  1  besitzt.  Von  der  kanonischen  Form  ausgehend, 
gelangen  wir  leicht  dazu  die  Bedingungen  anzugeben,  unter  welchen 
zwei  vorgelegte  r-gliedrige  Functionengruppen  durch  Berührungstrans- 
formationen  von  der  Form: 
(2)  0'  =  ^  +  ß(.T,  p),    x!  =  Xi{x,  p),    p[  =  Pi(x,  p) 

(/  =  1  .  •  .  n) 

in  einander  übergeführt  werden  können;  damit  haben  wir  dann  zugleich 
diejenigen  Eigenschaften  einer  Functionengruppe,  welche  gegenüber 
allen  Berührungstransformationen  von  der  Form  (2)  invariant  bleiben. 

§  51. 

Wir  denken  uns  also  in  den  Veränderlichen  x^  -  •  -  Xn  ,1h'--  P>i 
eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  u^  •  •  •  tir  vorgelegt,  für  welche  die 
Relationen: 

(1)  C^^-^^Jo:;,  =  ^^^'^O'l    •   •    •  ^^'■) 

(/,  x  =  l  .  .  -r) 

bestehen. 

Wären  alle  W/y.  identisch  null,  so  wäre  es  nicht  möglich  die  Re- 
lationen (1)  durch  Einführung  neuer  Functionen  von  u^  ■  --  Ur  zu  ver- 
einfachen. Wir  können  uns  daher  auf  den  Fall  beschränken,  dass 
nicht  alle  iv^y.  identisch  verschwinden,  dass  also  u^  •  -  ■  Ur  nicht  sämmt- 
lich  ausgezeichnete  Functionen  unserer  Functionengruppe  sind. 

Es  sei  demnach  ii^  keine  ausgezeichnete  Function  der  Functionen- 
gruppe: Uj^-'-'Ur.     Dann  verschwindet  der  Ausdruck: 
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■Sri,  dF(u---u\  ^  dF 

2f  K ».)  — -g-^-'  =  2,' "■''(">  •  •  •  'Og^ 

nicht  für  jedes  F  identisch,  es  stellt  somit: 


dF 


^■W^.,{li^-  "U^J^ 


==  1 


in  den  VeräKderhchen  u^---Ur  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
dar,  für  deren  Lösungen  F{n^'--Ur)  der  Ausdruck:  {nj^)  identisch 
den  Werth  1   besitzt.     Also  haben  wir  den 

Satz  1.  Ist  ?(j  licine  ausgemdmete  Fimction  der  r-glicdrigen 
FuncUonengruppe  u^  •  •  •  7i,  in  den  Veränderlichen  x^-  ■  ■  Xny  Pi  •  •  -  p„y 
so  giebt  es  in  dieser  Gruppe  immer  Functionen  F(n^  •  •  •  u,),  welche  die 
Gleichung:  (ii^F)  =  1  identisch  befriedigen. 

Irgend  eine  derartige  Function  F  denken  wir  uns  bestimmt;  die- 
selbe ist  offenbar  von  u^  unabhängig  und  kann  daher  als  ?/^  gewählt 
werden,  so  dass  wir  von  jetzt  ab  das  Bestehen  der  Identität: 

voraussetzen  können. 

Nunmehr  suchen  wir  alle  Functionen  der  Gruppe:  ?/,•■•?<,.,  welche 
sowohl  mit  Uy  als  mit  u.^  in  Involution  liegen,  das  heisst,  wir  suchen 
alle  Functionen  f{u^  ■  ■  -  w,.),  welche  den  beiden  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen: 

(".a.  =  si  +  «--wg^  +  •  •  •  +  ^"^  oo^;^  =  Mf)  =  0 


(3) 


in  den  Veränderlichen  ^<^  •  •  •  u,-  identisch  genügen. 

Die  beiden  Gleichungen  (3)  sind  augenscheinlich  von  einander 
unabhängig,  überdies  ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Jacobischen 
Identität: 

AiA,(f))  -  AMiif))  =  (u,(n,n)  -  {u,(uj)) 

=  i{u,n,)f)  =  (l,f) 
=  0, 

folglich  bilden  sie  ein  zweigliedriges  vollständiges  System  in  den  r 
Veränderlichen  u^'--Ur  und  haben  gerade  r — 2  unabhängige  Lösungen 
li'x'  '  '  Ur-.2  gemein. 

Diese  r  —  2  Lösungen  wi  •  •  •  Ur-2  bestimmen   als  Functionen  von 

13* 
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Xj^  •  '  •  Xnj  Pi  •  '  '  Pn  betrachtet  eine  (r  —  2)-gliedrige  Functionengruppe, 
welche  in  der  Functionengruppe:  u^  -  -  ■  Ur  als  Untergruppe  enthalten 
ist.  In  der  That  nach  dem  Poisson sehen  Theoreme  (s.  S.  173)  ergiebt 
sich,  dass  nicht  blos  ui  -  •  -  Ur—2  sondern  auch  alle  (ii'uj)^  sowohl 
mit  %  als  mit  Wg  ^^  Involution  liegen;  da  nun  jedes  (iifuj)^^  von 
vornherein  nur  von  u^"-Ur  abhängt,  so  muss  es  die  beiden  Differential- 
gleichungen (3)  in  den  Veränderlichen  w^  •  •  •  Ur  befriedigen  und  daher 
eine  Function  von  ui  -  -  •  ttr—2  allein  sein. 

Endlich  ist  noch  leicht  einzusehen,  dass  die  r  Functionen:  ii^,  n.^y 
u[-  '  '  Ur—2  nicht  durch  eine  Relation  verknüpft  sein  können;  wären 
sie  es  nämlich,  so  müsste  die  betreffende  Relation  nothwendig  u^  oder 
U2  enthalten,  sie  liesse  sich  daher  entweder  auf  die  Form: 

Ui  —  9>('i^2y  ^1  •  •  •  '^r— 2)  =  0 
oder  auf  die  Form: 

U^-r  1p (% ,   u{'  '  ■  Ur—2)  =  0 

bringen,  aber  in  beiden  Fällen  kommt  man  auf  einen  Widerspruch, 
denn  im  ersten  würde  sich  ergeben: 

und  im  zweiten  entsprechend. 

Demnach  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Satz  2.  Ist  n^  ■  '  •  Ur  eine  r-gliedrige  Functioneitgruppe  in  den  Ver- 
änderlichen x^-  ' '  Xnj  Pi  • ' '  Pv  und  besteht  die  Relation :  (u^  u^)  =  1 , 
so  bilden  die  Gleiehungen: 

(^1^)  ==  Ful  +  ^""i^s)^^  -\ +  ('h^r)§~  =  0 

Kn  =  -  |{-  +  (^2%)^  +    •  •  •    +  {u,Ur)§^^=0 

in  den  Veränderlichen  u^"-Ur  ein  zweigliedriges  vollständiges  System  mit 
r  —  2  unabhängigen  Lösungen:  wi  •  •  •  Ur—2-  Diese  Lösungen  besti^nmen 
als  Functionen  von  x^-  •  -  Xn,  Pi  -  •  -  Pn  betrachtet  eine  (r  —  2)-gliedrige 
Untergruppe  der  Functionengruppe:  u^'--Ur,  überdies  sind  sie  von  i/j,  u^ 
unabJiängiQj  es  ist  also:  u^j  u^j  wi  •  •  •  Wr— 2  eine  Form  der  r-gliedrigen 
Gruppe:  u^-  •  •  Ur. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  kann  man  übrigens  auch  folgender- 
massen  gelangen. 

Es  sei  u^'--Ur  eine  r-gliedrige  Functionengruppe,  für  welche  die 
Relation  {uiU^  =  1  besteht,  v^'-v^n-r  seien  unabhängige  Functionen 
der  zugehörigen  (2w  — r)-gliedrigen  Polargruppe.  Dann  sind  Wj,  u^, 
V,  .  •  .  V2n-r  uicht   durch   eine  Relation   verknüpft;   denn   bestände   eine 
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Relation  von  der  Form:  u^  =  x(ii2>  ^i  *  •  *  «^2«-r),  so  ergäbe  sich  die 
immögliche  Gleichung:  (u^il^)  ==  1  =  (j^^u^)  =  0 .  In  Folge  dessen 
bestimmen  die  Functionen:  ^<^,  w^,  v^  -  •  •  V2n-r  eine  (2n  — r  +  2)- 
gliedrige  Functionengruppe ,  deren  Polargruppe  (r  —  2)  -  gliedrig  und 
offenbar  in  der  Functionengruppe:  u^  •  •  -  Ur  enthalten  ist.  Sind  %••• 
Ur-2  unabhängige  Functionen  dieser  Polargruppe,  so  sieht  man  genau 
wie  oben  ein,  dass  %,  it^;  ^i  •  •  •  ^C—2  von  einander  unabhängig  sind 
und  also  eine  Form  der  r-gliedrigen  Functionengruppe  u^-'-Ur  bilden. 

Indem  wir  den  Satz  2  eine  Reihe  von  Malen  hintereinander  an- 
wenden, gelangen  wir  leicht  zu  der  auf  S.  194  angekündigten  kanoni- 
schen Form  der  r-gliedrigen  Gruppe:  u^  -  •  -  Ur. 

Haben  u'i"'Ur-2  die  in  dem  Satze  2  auseinandergesetzte  Bedeutunir, 
SO  ist: 

^1  >    ^2 )    "^^l  *  *  "  ^^ 2 

eine  neue  Form  der  r-gliedrigen  Functionengruppe:  u^  -  ■  -  Ur  und  zwar 
bestehen  die  Relationen: 

{ii^u^)  =  1,     {u^uj)  =  {iL^U-J)  =  0 

(z==l.  .  ./•  — 2), 

während:  Wi'--iv_2  ihrerseits  eine  (r  —  2)-gliedrige  Functionengruppe 
bestimmen. 

Die  Functionengruppe  u'i  •  •  •  u'r—^  behandeln  wir  nun  genau  so 
wie  oben  die  ursprüngliche  Gruppe:  u^'--Ur.  Also:  wenn  ih'--Ur-.2 
kein  (r  — 2)-gliedriges  Involutionssystem  bilden,  so  wählen  wir  irgend 
eine  nicht  ausgezeichnete  Function  der  Gruppe:  Wi  •  •  •  w,'_2  aus  —  sie 
möge  ^<3  genannt  werden  — ,  wir  bestimmen  irgend  eine  Function  «^ 
von  u[  •  '  •  Ur—2,  welche  zu  u.^  in  der  Beziehung:  {ii^tt^)^^l  steht,  end- 
lich suchen  wir  r — 4  unabhängige  Functionen  tii--'Ur-i  der  ^*',  welche 
sowohl  mit  u^^  als  mit  u^  in  Involution  liegen.  Dann  bestimmen: 
Ui'-'Ur—i  ihrerseits  eine  (r  —  4)-gliedrige  Functionengrujjpe,  zugleich 
ist:  t%,  %,  ui  •  •  •  tirL4_  eine  neue  Form  der  (r  —  2)-gliedrigen  Gruppe: 
Ui  '  '  '  Ur—2  und  endlich  ist: 

%,    ^2,    %,    W4;    Ui  '  '  '  Ur—i 

eine  neue  Form  der  r-gliedrigen  Gruppe:  %  ---Ur. 

Bilden:  tti  •  •  •  ui-Li  kein  Involutionssystem,  so  können  wir  die  von 
ihnen  bestimmte  Gruppe  wieder  so  behandeln,  wie  soeben  die  Gruppe: 
th  •  •  •  Ur—2  und  so  weiter.  In  dieser  Weise  fahren  wir  fort  und 
gelangen  schliesslich  zu  einem  (r — 2wi)-gliedrigen  Involutionssysteme: 
uim)  .  .  .  «eW^^^^^  was  übrigens  nach  Satz  3,  S.  185  nicht  eher  eintreten 
kann,  als  bis  r  —  2m  ^n  ist. 
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Diese  Ergebuisse  sprechen  wir  folgeudermassen  aus: 
Satz  3.     Eine  r-gliedrige  Fimctionengruppe:    u^  •  •  •  n,    in  den  Ver- 
änderlichen :  x^  '  •  ■  Xn,  Pi  '  •  ' Pn  lässt  sicli  stets  auf  eine  solche  Form : 

{n^  2  =  r  -^  2  m  ;  ni  -\-  q  <C  /"■,   "i^  ü) 

bringen j  dass  jedes  \Pi  X,)  den  Werth  1  besitzt,  während  alle  übrigen 
Ausdrücke:  (PiPx),  (FiX^),  (X,Zx)  identisch  verschwinden. 

Die  in  diesem  Satze  angegebene  Form  ist  es,  welche  wir  als 
eine  Icanonische  Form  der  betreffenden  Functionengruppe  bezeichnen. 
Gruppen,  die  in  kauonisclier  Form  gegeben  sind,  nennen  wir  wohl 
auch  der  Kürze  halber  kanonische  Gruppen. 

Aus  den  Entwickelungen,  welche  zu  der  kanonischen  Form  geführt 
haben,  geht  hervor,  dass  die  einzelnen  Functionen  P  und  X  in  der 
kanonischen  Form  einer  vorgelegten  Functionengruppe  keineswegs  voll- 
ständig bestimmt  sind,  dass  also  eine  jede  Functionengruppe  in  un- 
endlich vielen  Weisen  auf  eine  kanonische  Form  gebracht  werden 
kann.  Es  wird  sich  indess  bald  zeigen,  dass  zu  allen  kanonischen 
Formen,  die  eine  Functionengruppe  erhalten  kann,  dieselben  Werthe 
der  Zahlen  q  und  m  gehören. 

Liegt  eine  Functionengruppe  in  kanonischer  Form: 

P,  ■  •  ■  P,„,  X,  •  •  •  x,„+, 

vor,  so  lassen  sich  ihre  ausgezeichneten  Functionen  sofort  angeben. 

Ist  nämlich:  i7(Pi  •  •  •  Pm,  X^  •  •  •  X,;,^^)  irgend  eine  Function  der 
Gruppe,  so  bestehen  die  Relationen: 

(P.77)  =  |^,  (X,77)  =  -|^       (.  =  i....) 

(X,,+i/Z)  =  ..-  =  (X„+,77)  =  0. 

Soll  daher  U  eine  ausgezeichnete  Function  sein,  so  darf  es  X^  •  •  •  Xm^ 
Pi  '  •  Pm  nicht  enthalten,  sondern  darf  nur  von  X^^+i  •  •  •  X,n-\-q  ab- 
hängen. Andererseits  ist  aber  jede  Function  von  X„,4-i  •  •  •  X,,,^-^  eine 
ausgezeichnete  Function  der  Gruppe,  welche  somit  gerade  q  unabhängige 
ausgezeichnete  Functionen  enthält. 

Hieraus  folgt  nun  zunächst,  dass  zu  allen  Icanonisciten  Fonnen 
P^  '  •  P„ij  Xi  •  •  •  X„i  •  •  •  Xm-^q  einer  bestimmten  Functionengruppe  die- 
selben  Werthe  der  Zahlen  q  und  m  gelwren. 

Unsre  Gruppe  ist  {2m  -\-  g)-gliedrig  und  ausgezeichnete  Functionen 
enthält  sie,  wie  wir  eben  gesehen,  gerade  q  von  einander  unabhängige, 
also  können  wir  schliessen:  die  Differenz  zwischen  der  Gliederzuhl  einer 
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FunctioneDgruppe  und  der  Anzahl  ihrer  unabhängigen  ausgezeichneten 
Functionen  ist  stets  eine  gerade  Zahl. 

Eine  (2s  +  l)-gliedrige  Functionengruppe  enthält  daher  stets  eine 
ungerade,  eine  26'-gliedrige  stets  eine  gerade  Anzahl  von  unabhängigen 
ausgezeichneten  Functionen. 

Ist  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  der  nichtkanonischen 
Form:  u^^  •  •  •  Ur  gegeben,  so  lässt  sich  nach  S.  191  die  Anzahl  q  ihrer 
unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen  ohne  Integration  finden;  die 
Zahl  r  —  q  ist  dann  nach  dem  Obigen  gerade,  etwa  gleich  2m,  man 
kann  daher  von  vornherein  sagen,  dass  jede  kanonische  Form  der 
Gruppe  die  Gestalt: 

-M.7     -^l)    ^2y    -^2}    '  '   '    -^iii}    -^rii}     -^iu-\-l   '  '  '   '^m-\-q 

(F.p,)  =  (P,X,)  ==  (X,X.)  EEE  0    (i  4  y.),    (PiX,)  =  1 
besitzen   muss.     Die   wirkliche  Aufstellung   einer    solchen  kanonischen 
Form,     also     die    Bestimmung     eines     derartigen    Functionensystems : 
Pj  •  •  •  Ftn,  Xi  '  ■  '  Xin+q  erfordert  aber  im  Allgemeinen  Integration. 

Denken  wir  uns  jetzt  überhaupt  2m -\- q  solche  Functionen: 

der  Veränderlichen  x^-  •  •  Xn,  i\  -  •  -  Pn  vorgelegt,  welche  in  den  kano- 
nischen Beziehungen: 

(P.p..)  ==  (P.X.)  =  (XiX,)  =  0   (.=1  .),   (P,X,)  =  1 
stehen. 

Wären  diese  2ni  -\-  q  Functionen  durch  eine  Relation  verknüpft, 
in  welcher  eine  der  2m  Functionen:  P^  •  •  •  Pm,  X^  •  -  X^  etwa  P^ 
vorkäme,  so  wäre: 

P,  =  0iP,--P,..,  X,  .•.x„.+,) 

und  es  würde  folgen.: 

iP,X,)=l={0X,)  =  O. 

Das  ist  ein  Widerspruch,  also  kann  eine  Relation  zwischen  den 
Functionen  Pj  •  •  •  X«-f<?  höchstens  die  Functionen  X^^+i  •  •  ■  Xy.-f^  ent- 
halten.    Damit  haben  wir  den 

Satz  4.  Stehen  die  2  m  -\-  q  Functionen  P^-  -  P,a,  X^  X,,,^^ 
der   Veränderlichen  x^  -  -  •  x^  Pi    •  - Pn  in  den  Icanonischen  Begehungen: 

(P,P.)  =  (P,X.)  =  (X,X,)  =  0    ii^y.),     (P,X0=1, 
so  sind  sie  stets  dann,  aber  auch  mir  dann  von   einander  unabhängig, 
wenn   die   q   Functionen   X,n-\-i  •  •  •  X,n-\-q   es   sind]    ist   diese   Bedingung 
erfüllt,   so  bestimmen  P^-  •    P,n,   X^  ■  •  •  X,«+^    eine   {2  m  -\-  q)-gliedrige 
Ftmctionengruppe,  welche  bereits  die  kanonische  Form  besitzt. 
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Die  bisherigen  Ergebnisse  des  gegenwärtigen  Paragraphen  fassen 
wir  jetzt  noch  einmal  kurz  zusammen: 

Theorem  23.    Eine  jede  Functionengruppe  in  den  Veränder- 
lichen x^-  '  •  Xa,  Pi  •  •  •  pa  Jcann  die  Jcanonische  Form: 

erhalten,  ivo  die  P  und  X  durch  die  Relationen: 

verknüpft  sind;  hier  ist  2m  +  q  die  Glieder  zahl  der  Functionen- 
gruppe und  q  die  Zahl  der  unabhängigen  ausgezeichneten 
Functionen,  die  Differenz  zwischen  diesen  beiden  Zahlen  ist 
daher  immer  eine  gerade  Zahl;  endlich  sind  X^+i  "  •  X„,-\-q  un- 
abhängige ausgezeichnete  Functionen  der  Gruppe  und  die  all- 
gemeinste ausgezeichnete  Function  ist  eine  willkürliche  Function 
von  X^+i . .  •  X„,_|.5.*) 

Wir  schalten  hier  noch  eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  2,  S.  196  ein. 

Es  sei: 

^1  •  •  •  *^m,    «*m+l  •  •  •  Ur 

eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen  x^'--Xn,  Pi'--Pn, 
ferner  sei  u^  •  •  •  w,«  eine  m-gliedrige  Untergruppe,  aber  eine  solche,  welche 
keine  ausgezeichnete  Function  enthält,  so  dass  die  Determinante: 


^  =  ^     +  (Mi^i)  •  •  •  {Uvi'Un) 


nicht  identisch  verschwindet.  Bildet  man  nun,  indem  man  unter  U  eine 
Function  von  u^  -  ■  -  Ur  versteht,  die  m  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

(^1  ^)  =  K  ^0  II;  +  •  •  •  +  K  ^*.)  1^  =  0 


K  U)  =  (W„,**i)   ^   -\ 1-   {u„,Ur)  ^—   =  0 

in  den  Veränderlichen  u^  -  •  -  Ur^  so  erkennt  man  leicht,  dass  diese  Glei- 
chungen von  einander  unabhängig  sind  und  ein  m-gliedriges  vollständiges 
System  mit  gerade  r  ~  m  unabhängigen  Lösungen:  u^  •  •  •  Ur-m  bilden. 
Diese  Lösungen:  n^  -  •  •  Ur—7n  bestimmen  offenbar  eine  (r  —  m)-gliedrige 
Functionengruppe,  welche  ebenfalls  in  der  r-gliedrigen:  u^  ■  -  -  Ur  als  Unter- 
gruppe enthalten  ist;  sie  sind  andererseits  von  u^  .  •  -  Um  unabhängig,  denn 
bestände  zwischen  u^"  •  Um,  U^  •  •  •  Ur-m  eine  Relation,  so  müsste  dieselbe 
nach  einer  der  Functionen  u^  --  •  u^,  etwa  nach  u^  auflösbar  sein,  es 
wäre  also: 


'=)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  1873. 
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U^   —    W(U^  ■  '  '  Um,    Uj   •  •  •  Mr-n)  ^  0  ; 

hieraus  aber  ergäben  sich  m  Identitäten  von  der  Form: 

{/.l=:l.  .  .  m), 

welche  nicht  bestehen  können,  da  die  Determinante  J  von  Null  ver- 
schieden ist. 

Satz  5.  Enthält  die  r-gliedrige  Fwnctionengruppe:  ti^  •  -  •  iir  in  den 
Veränderliclwn  x^  -  -  •  x^,  Pi  -  -  •  Pn  eine  7n-gliedrige  Untergruppe:  u^  -  •  '  Uuu 
tvelclie  Jceine  ausgeseiclinete  Function  hesitzt,  so  enthält  sie  gerade  r  —  m  un- 
abhängige Functionen:  u^  •  •  •  U,-_m,  tvelche  mit  allen  m  Functionen  u^  •  •  •  u,,, 
in  Involution  liegen^  diese  Functionen:  u,  •  •  •  Ur—m  hestimmen  ihrerseits 
eine  (r  —  m)-glicdrige  Untergruppe  der  r-gliedrigen  und  sind  überdies  von 
u^  ■  •  •  Uni  unabhängig^  so  dass:  u^  •  •  •  u^j  Uj  •  •  •  Mr—m  eine  Form  der  Grupipe: 
u^  '  ■  '  Ur  ist. 

Der  Satz  2,  S.  196  ist  ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes,  er  wird 
erhalten,  wenn  man  die  beiden  Voraussetzungen:  m  =  2  und:  (ti^u^)  =  1 
hinzufügt. 

§  52. 

Hat  man  in  den  Veränderlichen  x^  •  -  ■  x^,  p^  ■  •  •  pn  eine  kano- 
nische Functionengruppe,  deren  Gliederzahl  kleiner  ist  als  2n,  so 
kann  man  immer  grössere  kanonische  Gruppen  angeben,  welche  die 
betreffende  Gruppe  umfassen,  insbesondere  kann  man  immer  eine 
2^-gliedrige  Gruppe  von  dieser  Beschaffenheit  finden. 

Es  sei  zunächst: 
(A)  P.  •  •  •  P,„,  Z,  •  •  •  Z,„+, 

eine  (2m -|- ^)-gliedrige  kanonische  Gruppe  mit  (/ >  0  unabhängigen 
ausgezeichneten  Functionen.  Wir  lassen  eine  der  q  ausgezeichneten 
Functionen  Xm^i  •  •  •  Xm-{-q  weg,  etwa  X,u-\-i  und  bekommen  so  die 
Gruppe: 

(B)  Pl  '  '  '  Pni)    Xj  •  •  •  Xmf    Xm^2  '  '  '  ^m-|-</  • 

Die  Polargruppe  dieser  letzteren  enthält  X„j+i  und  kann  daher  auf 
die  Form: 

(C)  Xm-^i ,     Z7i ,     U2  '  '  ' 

gebracht  werden.  Da  nun  X^-^i  der  Gruppe  (B)  nicht  angehört,  ist 
es  keine  ausgezeichnete  Function  der  Gruppe  (C),  es  giebt  also  (vgl. 
Satz  1,  S.  195)  in  der  Gruppe  (C)  sicher  eine  Function  Pm+i,  welche 
die  Gleichung:  (Pm-\-i  X„t-{.i)  =  1  erfüllt.  Da  dieses  Fm+i  mit  allen 
Functionen  der  Gruppe  (B)  in  Involution  liegt,  so  befriedigen  die 
2m  -{-  q  -{-  1  Functionen: 

(D)  -^1  •  ■  •  Pm+l,    X^  •  '  '  Xm^q 
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die  kanonischen  Relationen  und  sind  nach  Satz  4,  S.  199  von  einander 
unabhängig,  weil  X,,,^2  •  •  •  X/i+ry  von  einander  unabhängig  yind.  Folg- 
lich bestimmen  die  Functionen  (D)  eine  (2m -|- (/ -f-  1)  -  gliedrige 
Gruppe,  welche  die  ursprüngliche  Gruppe  (A)  umfasst  und  ebenfalls 
bereits  in  kanonischer  Form  vorlie<jt. 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  eben  gemachten  Ueberlegungen 
erhalten  wir  zuletzt  eine  kanonische  Gruppe  von  der  Gestalt: 

also   eine   Gruppe   ohne   ausgezeichnete  Functionen.     Ist  daher  in  den 
Veränderlichen   x^-  -  -  Xn,  Pi  •  ■  •  ;p,i    eine    kanonische   Gruppe    mit   aus- 
gezeichneten Functionen  vorgelegt,  so  lässt  sich  immer  eine  kanonische 
Gruppe  ohne  ausgezeichnete  Functionen  angeben,   in  welcher   die  vor 
gelegte  Gruppe  als  Untergruppe  enthalten  ist. 

Demnach    können   wir    uns    nunmehr    auf  den   Fall    beschränken, 
dass  eine  kanonische  Gruppe  ohne  ausgezeichnete  Functionen,  etwa  die 
2>M-gliedrige: 
(E)  P,  •  .  •  P.,  Z,  . .  •  X« 

vorgelegt  ist,  und  können  grössere  kanonische  Gruppen  suchen,  welche 
diese  2m-gliedrige  umfassen. 

Eine  {2m  -\-  l)-gliedrige  Gruppe  dieser  Art  und  zwar  eine  mit 
einer  ausgezeichneten  Function  erhalten  wir,  wenn  wir  zu  der  vor- 
gelegten eine  beliebige  Function  X„,_j.i  ihrer  Polargruppe  hinzufügen. 
Aus  dieser  (2m  +  l)-gliedrigen  Gruppe: 

Pl    •   *   •   P?/o     Xj   •  •   •    X„t_j-i 

können  wir  in  der  oben  auseinandergesetzten  Weise  durch  Hinzufügung 
einer  Function  P„,+i  eine  (2m  +  2)-gliedrige  kanonische  Gruppe: 

Pl    •    •    •   P?A4-j-l;     Xj   •   •   •    X„j^i 

herstellen,  welche  keine  ausgezeichnete  Function  enthält.  Indem  wir 
dieses  Verfahren  mehrmals  hintereinander  anwenden,  bekommen  wir 
schliesslich  eine  2M-gliedrige  kanonische  Gruppe  von  der  gewünschten 
Beschaffenheit.  Zu  einer  solchen  gelangt  man  übrigens  am  schnellsten, 
indem  man  zu  der  vorgelegten  Gruppe  (E)  gleich  ihre  ganze  2(n  —  m)- 
gliedrige  Polargruppe  in  kanonischer  Form: 

Pm-f-l  '  '  '  Pn,    Xni^i  •  •  •  X« 

hinzunimmt.     Die  2?i-gliedrige  kanonische  Gruppe  lautet  dann: 

Pl  •  •  •  Pw  ;     X,   •  •  •   Xn  . 

Also  haben  wir  den 
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Satz  6.    Ist  P,-F,n,  X,'-  X„,+,  eine  (2  m  +  qycßiedrige  Uno- 
niscJie  Fimctionengruppe  in  den  2n   Veränderlichen:  x^-  ■  •  x^,  ih  •  •  •  Pn, 

so  giebt  es  immer  solche  weitere  Functionen:  F,n-\-i  •  •  •  Fa,  X,n^,j-\-i  ■  -  -  X^, 

dass: 

F,-Fn,  X,    •    X,. 

eine  2n-gliedrige  Icanonische  Functionengruppe  bestimmen. 

Die  in  diesem  Satze   tlefinirten  Functioueii:   F^-      F,,,  X^  •  -  -  Xn 

stehen  in  den  kanonischen  Beziehungen: 

(P.X,)  =  1,  iF,P.)  =  (P,X,)  =  (XiX.)  =  0 

(«,  x  =  l  •  •  •  w), 

es  giebt  daher  nach  Theorem  13,  S.  130  eine  solche  Function  Sl  von 
x^-  •  ■  Xn,  Ih  •  •  -Pny  ^lass  die  Gleichungen: 

V  =  2  -\-  ^{x,  p),  x[  =  Xi{x,  p),  pl  ==  Fi{x,  p) 

(i  =  1  •  •  ■  n) 

eiue  Berührungstransformation  bestimmen. 

Aus  dieser  Bemerkung  werden  wir  sogleich  Nutzen  ziehen;  mit 
den  letzten  Sätzen  verbunden  erledigt  sie  nämlich  das  Hauptproblem 
aus  der  Theorie  der  Functionengruppen,  sie  erlaubt  zu  entscheiden, 
unter  welchen  Bedingungen  zwei  r-gliedrige  Functionengruppen  durch 
Berührungstransformationen  von  der  Form  (2)  in  einander  übergeführt 
werden  können. 

Wir  denken  uns  also  zwei  r-gliedrige  Functionengruppen  vor- 
gelegt, die  eine:  u^  •  •  •  if,-  i^i  den  Veränderlichen:  x^  •  -  -  x,,,  Pi  •  ■  - Pn 
und  die  andere:  w^  -  -  -  Wr  in  den  Veränderlichen:  iji'  ■  -  Dnj  ^i  •  •  '  (In 
und  wir  fragen  nach  den  Kriterien  dafür,  ob  es  eine  Berühr ungstrans- 
formatiou  von  der  Form: 
(4)  l  =  ^+  ^(^S  P)^  Vi  =  ^iip^y  P)^  ^^  =  ^*(^^  P) 

(i  =  1  •  .  •  n) 

giebt,  welche  die  Gruppe:  %  •  •  •  iir  in  die  Gruppe:  w^^  -  ■  ■  Wr  überführt, 
sodass  also  die  r  Functionen  %  •  •  •  Ur  der  Veränderlichen  x,  p  bei 
Ausführung  der  betreffenden  Berührungstransformation  in  solche  Func- 
tionen der  2/,  q.  übergehen,  welche  sich  durch  w^-  ■  •  Wr  allein  aus- 
drücken lassen. 

Soll  es  eine  Berührungstransformation  (4)  geben,  welche  die  ver- 
langte Ueberführung  leistet,  so  ist  nothwendig,  dass  die  beiden 
Functionengruppen  u^  •  -  u,.  und  tv^  -  ■  -  Wr  gleichviel  unabhängige 
ausgezeichnete  Functionen  enthalten.  Diese  nothwendige  Bedingung 
ist  aber  zugleich  hinreichend. 

In  der  That,  jede  der  beiden  Gruppen  möge  gerade  q  unabhängige 
ausgezeichnete  Functionen  enthalten,  dann  lässt  sich  die  Gruppe  Uy^'-'Ur 
auf  eine  kanonische  Form: 
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bringen  und  die  Gruppe  tv,  ■  -  -  w^  ihrerseits  auf  eine  kanonische  Form: 

Auf  Grund  des  Satzes  6,  S.  203  lassen  sich  ferner  solche  Functionen 
F,  X  von   den  x,  p  und   Q,    Y  von  den  y,  q  bestimmen,   dass  auch: 

p,  "Pn,  x,...z,   und   ft-e«,  r,...r, 

kanonische  Gruppen  sind.  Endlich  kann  mau  eine  solche  Function  Sl 
von  den  x,  p  und  eine  solche  Function  0  von  den  y,  q  finden,  dass 
sowohl  die  Gleichungen: 

z'  =  s  +  Sl(x,  p),  xl  =  X,{x,  p),  p;  =  F,{x,  p) 

als  die  Gleichungen: 

l'  =  l  +  0(y,  q),  y[  =  Y,(y,  q),  q/  =  Q,(y^  q) 

(/  =  1  .  .  .  n) 

eine  Berührungstransformation  darstellen.  Dann  aber  bestimmen  nach 
Seite  132  auch  die  Gleichungen: 

l  +  0{y,  q)  =  z  +  9.(x,  p),    Z(y,  q)  =  X,{x,  p),   Q,(y,  q)  =  P,{x,  p) 

eine  Berührungstrausformation  und  zwar  eine,  welche  nach  den  5,  y/,  q 
aufgelöst  die  Form  (4)  erhält.  Diese  Berührungstransformation  'führt 
Pi  •  •  •  P,n,  X^  '•  X,n+q  in  bezüglich  Q^  -  •  Q,„,  Y^--  r,«^^  über  und 
verwandelt  demnach  die  Functionengruppe:  u^  - --  n,  in  die  Gruppe: 
v^'  -  '  Vr.  Daujit  ist  unsere  Behauptung  bewiesen  und  wir  haben  das 
Theorem  24.  Eine  r-cjliedrige  Functionengruppe  in  den  Ver- 
änderlichen x^"'Xn,  th"-Pn  lässt  sicJi  dann  und  nur  dann 
durch  eine  Berührungstransformation  von  der  Form: 

/  =  ^^si(x,  p),  x;  ==  Xi{x,  p),  p{  =  p,(^,  p) 

in  eine  andere  r-gliedrige  Gruppe  in  den  x,  p  überführen,  wenn 
leide  Functionengruppen  gleichviele  unabhängige  ausgezeich- 
nete Functionen  enthalten."^) 

Hieraus  folgt  sogleich  noch  das 

Theorem  25.  Eine  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen 
x^-  '  •  Xn,  Pi'Pn  besitzt  nur  zwei  Eigenschaften'^)^  welche  bei 
allen  Berührungstransformationen  von  der  Gestalt: 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  Decbr.  1872  und 
März  1873;  Math.  Ann.  Bd.  VIII. 
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(2)  ^'  ==  ^  +  Sl{x,  p),  x/ =  Xi{x,  p),  p/  ==  Pi{x,  p) 

(/  =    1    .    •    .   71) 

erhalten  bleiben,  die  erste  Eigenschaft  ist  ihre  Gliedersahl,  die 
zweite  die  Zahl  der  unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen, 
welche  die  Gruppe  enthält. 

Wir  wollen  zwei  r-gliedrige  Functionengruppen  in  den  Veränder- 
lichen x^--'Xn,Pi  "'Pn  stets  dann  zu  demselben  Typus  von  Functionen- 
gruppen rechnen,  wenn  die  eine  durch  eine  Berührungstransformation 
von  der  Gestalt  (2)  in  die  andere  übergeführt  werden  kann;  dagegen 
rechnen  wir  sie  zu  verschiedenen  Typen,  wenn  eine  solche  üeber- 
führung  nicht  möglich  ist.  Nach  dieser  Definition  erhalten  wir  den 
Inbegriff  aller  r-gliedrigen  Functionengruppen,  welche  ein  und  dem- 
selben Typus  angehören,  wenn  wir  auf  eine  Gruppe  des  betreffenden 
Typus   alle  Berührungstransformationen   von   der  Form  (2)  ausführen. 

Es  erhebt  sich  nun  die  Frage:  Wie  viele  verschiedene  Typen  von 
r-gliedrigen  Functionengruppen  giebt  es  in  den  Veränderlichen:  x^--  -Xn, 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  lässt  sich  auf  Grund  des  Theorems  24 
sofort  geben.  Zwei  r-gliedrige  Functionengruppen  gehören  nämlich 
offenbar  dann  und  nur  dann  zu  demselben  Typus,  wenn  sie  beide 
gleich  viele,  etwa  q  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen  enthalten, 
es  giebt  in  Folge  dessen  soviele  verschiedene  Typen  von  r-gliedrigen 
Functionengruppen,  als  die  Zahl  q  verschiedene  Werthe  haben  kann. 
Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  g  <  r  und  <  n  sein  muss,  und  dass  r  —  q 
stets  eine  gerade  Zahl  ist.  Man  sieht  also,  dass  die  Zahl  der  be- 
treffenden Typen  endlich  und  <  r  ist.  Da  die  Zahl  r  selbst  nicht 
grösser  als  2n  sein  kann,  so  erhellt  zugleich,  dass  es  überhaupt  in 
den  Veränderlichen  x^-  -  ■  x^,  Pi  •  -  •  Pn  blos  eine  endliche  Anzahl  Typen 
von  Functionengruppen  giebt. 

Ist:  «1  •  •  •  «^  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  mit  der  kano- 
nischen Form: 

und  sind  P^-j-i  -  •  -  Pny  X„;_|_^_|_i  •  -  ■  Xn  solche  Functionen,  dass:  F^-  --  Fn, 
X^  ■  '  ■  Xn  eine  2n- gliedrige  kanonische  Functionengruppe  bestimmen, 
so  ist  es  oft  empfehlenswerth  durch  eine  Berührungstransformation 
von  der  Form: 

z'  =  z  -{-  ^{x,  p),  xl  =  Xi(x,  p),  p'i  =  Fi{x,  p) 

{i  =  l-  ■  -n) 

die  P,  X  an  Stelle  der  p,  x  als  neue  Veränderliche  einzuführen.  Wir 
nennen  diese  neuen  Veränderlichen  Tianonische  Veränderliche. 
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Wir   sahen   auf  8.  198,    dass  jede   r-gliedrige   Functionengruppe: 
u^  •  '  '  Ur  in  x^  ■  '  •  Xn,  Pi  '  ■  ■  Pn    in   Unendlich   vielen    Weisen    auf  eine 


kanonische  Form  gebracht  werden  kann. 

Es  seien: 

-M  '  '  *  -^my    -^i   '  '  •  ^m-\-q 

(2m-\-q 

und: 

-ri   ■   '  ■    'P'nj    Xj   •   •  •  Xm-{-(j 

(2m +  9 

zwei  verschiedene  kanonische  Formen  derselben  r-gliedrigen  Functionen- 
gruppe: Wj  •  '  '  Ur  und  zwar  sei  die  erste  Form  in  den  Veränderlichen: 
^1  *  *  ■  ^ny  Pi  •  '  •  Pn  geschricbeu ,  die  zweite  in  rr/  •  •  •  x„'y  p^  •  •  -pn. 
Erinnern  wir  uns  nun  der  Entwickelungen^  welche  wir  beim  B»nveise 
des  Theorems  24,  S.  204  benutzt  haben,  so  sehen  wir,  dass  es  eine 
Berührungstransformation  von  der  Form: 

^'  =  ^  +  Sl(x,  p),  x/  =  Yi{x,  p),  p/  =  Ki{x,  p) 

(/  =  1  .  ■  -  n) 

giebt,  welche  jedes  Fi  in  das  entsprechende  ^/  und  jedes  Xy  in  das 
entsprechende  3Ex  überführt;  bei  dieser  Berührungstransformation  geht 
offenbar  jede  Function  von  n^  •  •  •  u,-  wieder  in  eine  Function  von  ii^-  •  -  iir 
über,  mit  andern  Worten:  die  Functionengruppe  geht  in  sich  selbst 
über.     Also: 

Sind  zwei  verschiedene  lianonische  Formen  einer  r-gliedrigen  Functionen- 
gruppe: ^<l  •  •  •  Ur  in  den  Veränderlichen  x^-  -  -  Xn,  Pi  •  '  -  Pn  vorgelegt,  so 
gieht  es  immer  eine  Beriihrungstransformation  von  der  Gestalt  (2),  tvelche 
die  Gruppe:  n^  •  •  •  Ur  invariant  lässt  und  die  eine  Imnonische  Form  in 
die  andere  über  führt. 

Zum  Schlüsse  möge  uoch  der  Satz  angeführt  werden: 

Satz  7.  Hat  man  in  den  Veränderlichen  x^  •  •  -  x^,  Pi'  •  •  Pn  eine 
r-gliedrige  Functionengruppe  und  eine  Untergruppe  der  seihen^  so  ist  es  immer 
möglicli,  eine  solche  kanonische  Form  der  r-gliedrigen  Gruppe  anzugehen,  dass 
auch  die   TJntergruppe  in  hanonisclier  Form  erscheint. 

Den  Beweis,  welcher  keinerlei  Schwierigkeiten  darbietet,  unter- 
drücken wir.-'') 


^)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  VIII,  S.  262  f. 
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Kapitel  10. 
Erledigung  eines  allgemeinen  Transformationsproblems. 

Wir  kehren  zur  Behandlung  des  allgemeinen  Problems  zurück, 
bei  dessen  Inangriffnahme  wir  seinerzeit  (Kap.  8,  S.  178  ff.)  auf  den 
Begriff  ,,Functionengruppe'^  geführt  wurden.  Jetzt,  wo  wir  die  Theorie 
der  Functionengruppen  entwickelt  haben,  wird  uns  die  Erledigung  des 
Problems  ohne  Schwierigkeit  gelingen. 

Das  Problem,  um  welches  es  sieh  handelt,  kann  folgendermassen 
ausgesprochen  werden: 

In  den  Veränderlichen  x^  -  -  •  Xnj  V\  '  '  '  If^n  sind  r  Functionen 
f7i  •  •  •  IJr  vorgelegt  und  in  den  Veränderlichen  ]f^  •  -  •  ?/«,  Qi  •  •  •  (],i  ^^ 
Functionen:  Fj  •  •  •  Fr,  es  soll  angegeben  werden,  unter  welchen  Be- 
dingungen eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt: 

(1)  ,^  =  ^  +  ^{oc,  p),  y,-  =  n,{x,  p),  (ji  =  K,-{x,  p) 

(/  ==  i  •  •  •  «) 

existiert,  welche   U^    ■  -  Ur  bezüglich  in   Fj  •  •  •  F   überführt. 

Zunächst  werden  wir  dieses  Problem  für  einen  besonderen  Fall 
erledigen,  sodann  aber  in  voller  Allgemeinheit. 

§  i^S. 

Der  besondere  Fall,  auf  dessen  Betrachtung  wir  uns  vorerst  be- 
schränken, ist  der,  dass  die  Functionen  T\  •  •  ■  Ur  von  einander  unab- 
hängig sind  und  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

(2)  (Ujr.,)  =  Sliy.{Th--'Ur) 

(/ ,  X  ^  1  .  •  .  ;•) 

stehen,  mit  andern  Worten:   r/^  •  •  •  U>-  sollen  eine  r-gliedrige  Functionen- 
gruppe  bestimmen. 

Soll  es  nun  unter  diesen  Voraussetzungen  eine  Berülirungs- 
transformation  (1)  geben,  welche  ü^  •  ■  Ur  m  bezüglich  Fj  •  •  •  F 
überführt,  so  müssen  V^  •  •  Vr  natürlich  vor  allen  Dingen  ebenfalls 
von  einander  unabhängig  sein.  Ferner  haben  wir  früher  (Kap.  8, 
S.  182)  gesehen,  dass  die  Gleichungen  (2)  bei  jeder  Berührungstrans- 
formation (1),  welche  ü^  -  •  •  Ur  in  V^  -  -  ■  Vr  überführt,  die  folgende 
Gestalt  annehmen: 
(2')  (FF.)^^  =  i2,.(F,...F.) 

Mithin   ergiebt   sich,    dass   die    r   unabhängigen   Functionen    V^    •  •  Vr 
ihrerseits  auch   eine  r-gliedrige  Functionengruppe   bestimmen   müssen. 
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und  zwar  derart,  dass  jedes  (ViV^)  sich  geradeso  durch  Fj  •  •  •  Vr 
ausdrückt  wie  (UiUy)^     durch   U^  •  •  ■  Ur. 

Damit  sind  gewisse  Bedingungen  gefunden,  welche  für  die  Existenz 
einer  ßerührungstransformation  (1)  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
nothwendig  sind;  wir  werden  zeigen,  dass  diese  nothwendigen  Be- 
dingungen zugleich  hinreichend  sind. 

Die  beiden  Functionensysteme:  U^  •  •  •  Ur  und  V^  ■  -  -  Vr  mögen 
die  angegebenen  Bedingungen  erfüllen,  das  heisst,  es  mögen  sowohl 
Ui  -  '  üry  als  Fl  •  •  •  Vr  von  einander  unabhängig  sein  und  es  mögen 
mit  den  Relationen  (2)  zugleich  die  Relationen  (2')  bestehen. 

Nach  den  Regeln  des  vorigen  Kapitels  können  wir  die  Gruppe: 
U^  •  •  •  Ur  auf  eine  kanonische  Form: 

Pl  •  •  •  Pm,    Xj   •  •  •  Xm-{-q  (2m  +  5  =  r) 

bringen.  Diese  kanonische  Form  sei  durch  die  r  von  einander  unab- 
hängigen Relationen: 

X-   =    0,{U,   ■   ■   •    Ur),     Py.   =    WyXU,   '"Ur) 
(j  ;=  1  .  .  .  7?? ;    y.  =^1  ■  ■  ■  m  -\-  q) 

bestimmt.     Ferner  denken  wir  uns  die  r  Functionen: 
Y,  =  *,(Fi  •  •  •  Vr),  Q,_  =  »P-.CFi  •  •  •  Vr) 

(?■  =  1  •  •  •  m;    y.  =  1  •  ^  •  m  -\-  q) 

berechnet,  welche  selbstverständlich  von  einander  unabhängig  sind. 
Unter    den    gemachten   Voraussetzungen    werden    nun    die   Ausdrücke: 

{QiQ^\,,  (fti^.)„,  (5^-r.)^, 

genau  dieselben  Functionen  von  F^  ••  •  Fr,  welche  die  entsprechenden 
Ausdrücke: 

{P^p.X,„  (P.X4^,  (x,.x4^ 

von  f/j  •  •  •  Ur  sind;  berücksichtigen  wir  daher,  dass  die  P  und  die  X 
in  den  kanonischen  Beziehungen: 

(^•■^4.  =  (Pi X4p  =  (X-- ^4.  =  0  (.■  + «),  (p,  z,x^  =  1 

stehen,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  zwischen  den  Q  und  den  Y  die- 
selben kanonischen  Beziehungen: 

{Qi  Q'\,  =  (ft  Y,\^  =  ( Y,  r.)^,^  =  0  (,-  + .),  (<?,.  Y)^^  =  1 

stattfinden.  Folglich  ist  das  System  der  r  von  einander  unabhängigen 
Functionen:  öi  *  *  *  Qm,  I V  *  *  ^m-\-q  eine  kanonische  Form  der  Gruppe: 
F,...n.    ^ 

Jetzt  erinnern  wir  uns  der  Entwickelungen  auf  S.  203  f.  Aus  denen 
geht  hervor,  dass  es  eine  Berührungstransformation  von  der  Form  (1) 
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giebt,  welcbe  die  FunctioueD:  X^-'-Xm,  P^  •  •  •  Pm-^-q  bezüglich  iü: 
Fj  •  •  •  Ym,  Qi  '  '  '  Qm-i-q  überführt.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  diese 
Berühruiigstransformation  auch  U^-  -  •  Ur  bezüglich  in  V^  ■  -  Vr  ver- 
wandelt, zugleich  verwandelt  sie  natürlich  die  durch  U^  '  •  •  U,-  be- 
stimmte Functionengruppe  in  diejenige,  welche  durch  V^  •  •  Vr  be- 
stimmt ist. 

Demnach  gilt  das 

Theorem  26.  Bestimmen  die  r  unabhängigen  Functionen: 
üi'  '  •  Ur  der  Veränderlichen:  x^  •  •  ■  Xn,  p^  •  -  -  Pn  ei^ie  r-gliedrige 
Functionengruppe  und  die  r  unabhängigen  Functionen:  M^-Vir 
der  Veränderlichen:  x^ -- -Xn,  p^  "-pn  ebenfalls  eine  r-gliedrige 
Functionengruppe^  so  giebt  es  dann  und  nur  dann  eine  Be- 
rührung str  ans  formation: 
(3)  s'  =  0  +  Sl(x,  p),  xl  =  Xi{x,  p),  pl  =  Pi{x,  p) 

welche  Uj  •  •  •  Ur  in  bezüglich  U^  •  •  •  Ur  überführt,  wenn  jedes 
(UjU;,)^,  ,  sich  durch  Ui  •  •  •  U^  genau  so  ausdrückt,  wie  das  ent- 
sprechende {üi  Ux)^    durch  U^"  Ur. 

Bestimmen  also  die  r  unabhängigen  Functionen:  U^  -  -  ■  Ur  von 
x^'--Xnj  Pi"'Pn  eine  r-gliedrige  Functionengruppe,  so  ist  das  Be- 
stehen der  Relationen: 

{i,  x  =  l-  ■  ■  r) 

die  einzige  Eigenschaft  des  Functionen  Systems:  U^-  •  Ur,  welche  gegen- 
über allen  Berührungstransformationen  von  der  Form  (3)  invariant 
bleibt. 

§  54. 

Nunmehr  wollen  wir  annehmen,  dass  die  beiden  Functionen- 
systeme:  U^  -  -  -  Ur  und  Fj  •  •  •  F,.,  welche  wir  uns  in  der  Einleitung 
des  Kapitels  gegeben  dachten,  vollständig  beliebig  sind,  und  wollen 
untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  es  eine  Berührungstrans- 
formation (1)  giebt,  welche   U^  ...  Ur  in  bezüglich   F^ . . .  Vr  überführt. 

Unter  den  r  Functionen:  Uj^...  Ur  gebe  es  gerade  m  von  einander 
unabhängige,  etwa:  U^...  Um,  während  Um+i  .  .  .  Ur  sich  als  Functionen 
von   U^  . .  .  Um  allein  ausdrücken  lassen: 

Um+f^^W^,{U^,..Urr)  (^.  =  1  •  •  •  r  -  m) . 

Zur  Existenz  einer  Berührungstransformation  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit ist  dann  offenbar  noth wendig,  dass  auch  Fj  .  . .  Vm  von 
einander  unabhängig  sind  und  dass  Vm-\-i  .  .  .  Vr  sich  durch  Fj  .  . .  Vm 

Lie,  Theorie  der  Trans formationsgruppen.    II.  14 
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genau  so  ausdrücken  lassen,  wie  oben  Ü,n-\-i  •  ■  -  U,  durch  C/^  •  •  •  U,n, 
das  heisst  es  muss  sein: 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  braucht  man  blos  noch  zu  unter- 
suchen, ob  es  eine  Berührungstransformation  (1)  giebt,  welche  C/j  •  •  •  Um 
bezüglich  in  Fj  •  •  •  Vm  überführt,  denn  bei  einer  solchen  Berührungs- 
trausformation  verwandeln  sich  Um+i  •  •  •  ür  augenscheinlich  von  selbst 
in    Vm+l     •  '  Vr. 

Damit  ist  der  Fall,  dass  C/^  •  •  •  ür  nicht  von  einander  unabhängig 
sind,  auf  den  Fall  eines  Functionensystems  zurückgeführt,  welches  aus 
von  einander  unabhängigen  Functionen  besteht,  wir  können  daher  ohne 
die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  zu  beeinträchtigen,  von  vornherein 
die  Annahme  machen,  dass  Uj^  •  •  -  ür  von  einander  unabhängig  sind, 
Fl  •  •  •  Vr  müssen  es  dann  natürlich  auch  sein. 

Von  jetzt  ab  nehmen  wir  an,  dass  sowohl  CTj  •  •  •  ür  als  auch 
FjL  •  •  •  Vr  von  einander  unabhängig  sind. 

Wir  bilden  die  sämmtlichen  Ausdrücke  (Uiüy)  und  wählen 
unter  ihnen  so  viele  als  möglich  aus,  welche  von  ü^-  •  ür  und  unter 
einander  unabhäugig  sind;  die  so  gefundenen  Functionen  bezeichnen 
wir  mit:  K+i  •  •  •  ür,.  Ferner  bilden  wir  alle  Ausdrücke:  (üiüj)^  , 
(ü/  üy')^^  und  wählen  unter  ihnen  so  viele  als  möglich  aus,  welche 
sowohl  von  ü^  -  '  ür,  ür-^i  '  •  '  ür,  als  unter  einander  unab- 
hängig sind,  sie  mögen:  ür',+i  -  •  -  ür[  heissen.  Ebenso  wählen  wir 
unter  den  Ausdrücken:  {üiüj/),  (ü/üj'),  {ül' üy/)  so  viele  als  mög- 
lich aus,  welche  von  ü^  •  ■  -  ür[  und  unter  einander  unabhängig  sind, 
und  bezeichnen  sie  mit:  ü'r^j^i  •  •  •  ü'r^.  In  entsprechender  Weise  ge- 
langen wir  zu  gewissen  Functionen:  ü^],^---  ül^\  welche  von  ü^--  ür^ 
und  unter  einander  unabhängig  sind,  und  so  weiter. 

Die  eben  definirten  ganzen  Zahlen:  r^,  r^---  genügen  den  Be- 
dingungen: 

r^^r,  r^>r^,  •••  n-|-i>n,  ••  -, 

ist  aber  einmal  ein  n+i  ==  n,  so  sind  augenscheinlich  auch  n+2; 
n+3  •  •  •  alle  gleich  n.  Nun  sind  die  Zahlen  r^,  r^-  ■  ■  andrerseits  alle 
^  2w,  denn  es  giebt  ja  nicht  mehr  als  2n  von  einander  unabhängige 
Functionen  der  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xn,  Pi  -  •  -  Pn-  In  Folge  dessen 
muss  es  eine  endliche  ganze  Zahl  ?^0  geben,  so  beschaffen,  dass 
zwar  für  h  <  l  jedes  r^j^i  grösser  ist  als  r/,,  dass  aber  r^^i,  ri^2,  •  •  • 
sämmtlich  gleich  Ti  sind. 
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Diese    Zahl    l    denken    wir    uns    bestimmt    und    die    Functionen: 

TJ\  ^  '  •  '  U^^^  alle  gebildet.     Dann  sind : 

unabhängige  Functionen  von  solcher  Beschaffenheit^  dass  sich  die  Aus- 
drücke: 


(4) 


^:v:)^,  ■  ■  iü:uf)^^ 


sämmtlich  als  Functionen  von  ü^-  -  -  üj!^  allein  darstellen  lassen.    Mit 

andern   Worten:     U^-  -  •  JJ^^   bestimmen   eine   r^-gliedrige   Functionen- 

gruppe,  welcher  alle  r  Functionen  U^  -  •  •  ür  angehören,  und  zwar  ist 
das  augenscheinlich  die  Ideinste  Functionengruppe  von  dieser  Be- 
scha£Fenheit. 

Soll  nun  eine  Berührungstransformation  (1)  die  Functionen: 
Ü^-Ur  bezüglich  in  V^  •  ■  -  Vr  überführen,  so  muss  sie  zu  gleicher 
Zeit:    ?7'      •••£/'      ü" ,    •  ■  •  ü'^^^  in   gewisse  Functionen:    F',    •  •  •  F' 

F^",  ^  •  •  •  F^^)   von  y^'  '  •  y^j  ^i  •  •  •  (Z„    verwandeln.      Diese  Functionen: 

F/-I-1  •  •  •  sind  vollkommen  bestimmt  und  leicht  angebbar.  Es  sind  ja 
TJ'r^i  •  •  '  TJ'r^  gewisse  r^  —  r  unter  den  Ausdrücken  {üi  Ux)^  ^;  bei  der 
betreffenden  Berührungstransformation  geht  aber  jedes  {üi  Uy)^  in 
das  entsprechende:  {Vi  Vy)^  über;  folglich  sind  die  Functionen: 
Fr-f  1  •  •  •  Vr^j  in  welche  C/^f i  •  •  •  Kj  übergehen,  einfach  diejenigen 
i\  —  r  unter  den  Ausdrücken  (V/Vy)  ,  welche  jenen  r^  —  r  von  den 
Ausdrücken  ( Üi  Uy)^  entsprechen.  Ferner  sind  L^ri+i  •  •  •  Ur[  gewisse 
r^  —  7\  unter  den  Ausdrücken:  {UiUy)^  ,  {ül  UJ)^  ,  die  Functionen 
Vr[^i  •  '  '  Vr[  sind  natürlich  die  r^  —  r^  entsprechenden  unter  den 
Ausdrücken:  (F  Vy)  ,  (F/  Vy)  .  Genau  in  derselben  Weise  lassen 
sich   F" , ,  •  •  •  F^')  finden. 

Sind  F' , ,  •  •  •  F^^^  sämmtlich  berechnet,  so  ist  offenbar  blos  noch 
zu  untersuchen,  ob  es  eine  Berührungstransformation  (1)  giebt,  welche 
^r  •  •  ^r^   ^r+i  •  •  '  ^^}  i^   ^1  •  •  •  '^n   K+1  •  •  •  FW  überführt. 

Die  Durchführung  dieser  Untersuchung  ist  sehr  leicht.  Da  näm- 
U^...  JJi^)  von  einander  unabhängig  sind  und  eine  rrgliedrige  Functionen- 

14* 
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gruppe  bestimmen,  so  kann  es  eine  Berührungstransformation  von 
der  verlangten  Beschaffenheit  nur  dann  gebeu,  wenn  auch  F^  •  •  •  F^') 
von  einander  unabhängig  sind  und  eine  r^-gliedrige  Functionengruppe 
bestimmen.  Zu  diesen  Bedingungen  tritt  endlich  nach  Theorem  26, 
S.  209  noch  die  vv^eitere  hinzu,  dass  die  Functionen: 


(6) 


(v:v')     ■  ■  (r:rw) 


yq 


sich  durch  F^  •  •  •  F^')  genau  so  ausdrücken  müssen ,  wie  die  ent- 
sprechenden Functionen  (4)  durch  U^-  -  -  ü^^\  Damit  sind  die  Be- 
dingungen gefunden,  welche  zur  Existenz  einer  Berührungstransfor- 
mation von  der  verlangten  Beschaffenheit  nothwendig  und  hin- 
reichend sind. 

Aus  den  Entwickelungen  des  gegenwärtigen  Paragraphen  erhalten 
wir  zunächst  das 

Theorem  27.  Sind  in  den  Veränderlichen:  x^-  -  -  Xn,  Pi  -  -  ■  Pn 
irgend  r  Functionen:  U^  -  -  TJr  vorgelegt  und  in  den  Veränder- 
lichen: x^"'Xn,  pI  '  '  '  Pn  irgend  r  Functionen:  Ui  •  •  •  Ur,  so 
liann  man  stets  durch  Differentiationen  und  Eliminationen 
entscheiden,  oh  es  eine  Berührungstransformation  von  der 
Gestalt: 

0'  =  z-\.  ^{x,  p),  xl  =  Xi(x,  p),  pl  =  Pi(x,  p) 
(t  ==  1 . . . «) 

gieht,  welche  U^  -  -  •  Ur  bezüglich  in  Ui  •  •  •  Ur  überführt.*) 

Die  obenstehenden  Entwickelungen  bestimmen  überdies  alle  Eigen- 
schaften eines  beliebigen  Functionensystems:  üj^  (x,  p)  ■  •  •  Ur{x,  p), 
welche  gegenüber  allen  Berührungstransformationen  von  der  Form  (3) 
invariant  bleiben. 


*)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  VIII. 
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Kapitel   11. 
Homogene  Functionengruppen  und  ihre  ausgezeichneten  Functionen. 

In  diesem  und  in  dem  nächsten  Kapitel  beschränken  wir  uns  auf 
die  Betrachtung  solcher  Functionen  von  x^  •  ■  -  Xn,  p^  •  -  - p^,  welche  in 
den  ^j  homogen  sind,  oder,  wie  wir  uns  kürzer  ausdrücken  wollen: 
wir  betrachten  blos  homogene  Functionen.  Dementsprechend  bringen 
wir  auch  blos  homogene  Berührungstransformationen  in  Anwendung, 
sonst  aber  sind  die  Entwickelungen  dieses  und  des  nächsten  Kapitels 
denen  der  drei  vorhergehenden  vollkommen  parallel. 

Sind  H^'^  und  H^''^  homogene  Functionen  von  hezüglich  i-ter  und 
x-ter  Ordnung  in  den  p,  so  iverden  offenhar  alle  einzelnen  Glieder  des 
AiisdrucJiS: 


2 


-^  -4 -^  -^~     =  iH^^H^''-^) 


homogene  Functionen  {i  -{-  k  —  \)-ter  Ordnung  und  der  ganze  ÄusdrucJc 
{W^H'^''^)  in  Folge  dessen  ebenfalls.  Nimmt  man  daher  m  homogene 
Functionen  H^-  -  -  H^y  so  erhält  man  aus  denselben  auch  bei  beliebig 
oft  wiederholten  Klammeroperationen  (HiHy),  {(HiHy)Hj)  u.  s.  w.  stets 
nur  homogene  Functionen.  Dieser  Umstand  bietet  die  natürliche  Ver- 
anlassung zur  Einführung  des  Begriffs:  homogene  Functionengruppe. 

Eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen:  x^^  -  •  -  Xn^ 
Pi  '  ■  '  Pn.  soll  homogen  heissen,  sobald  sie  r  unabhängige  Functionen  ent- 
hält, welche  in  den  p  homogen  sind. 

Aus  dieser  Definition  erhellt  unmittelbar,  dass  eine  homogene 
Functionengruppe  in  x^-  •  -  Xn,  Pi  •  ■  -  Pn  bei  jeder  homogenen  Be- 
rührungstransformation in  diesen  Veränderlichen  wieder  in  eine  homo- 
gene Functionengruppe  übergeht. 

§  55. 
Es    seien    r   unabhängige   homogene   Functionen    H^  •  •  '  H,.   einer 
r  -  gliedrigen    homogenen    Functionengruppe    vorgelegt    und    zwar    sei 
jedes  Hx  homogen  von  der  Ordnung  Sy.y  so  dass  also  die  Gleichungen: 

dB.. 

(x  =  l...r) 


^i>rg-^  =  5xÄ 


1  ^Pi 

bestehen.     Bedeutet  dann  F  eine   beliebige   Function   von   den  Hj  so 
findet  man: 

^      dF  ^dF     ^     dH^         ^  dF 
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wo  der  Ausdruck  recliter  Hand  nur  von  H^  -  •  Hr  abhängt.  Das 
heisst,  es  gilt  der 

Satz  1.  Enthält  eine  liomogme  Functionengruppe  in  den  Veränder- 
lichen x^' '  -  Xn,  p^'  •  -^pa  die  Function  F(x,  p),  so  enthält  sie  stets  auch 
die  Function: 

dF    .  .         dF 

P^l^  +  '-'+P^J^/ 

Diese  wichtige  Eigenschaft  ist  für  die  homogenen  Gruppen 
charakteristisch.     Ist   nämlich   eine   r-gliedrige   Functionengruppe   K^ 

■Kr  SO  beschaffen,  dass  mit  0{K^  •  •  •  Kr)  stets  auch  ^  pi-^^  der 

Gruppe  angehört,  so  enthält  sie  r  unabhängige  homogene  Functionen 
und  ist  daher  homogen. 

Der  Beweis  hierfür  ist  sehr  einfach.  Unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung befriedigen  die  Functionen  K  Relationen  von  der  Form: 

Wären  hier  alle  Slj  gleich  Null,  so  wären  schon  die  Kj  homogen  und 
zwar  alle  von  der  nullten  Ordnung.  Verschwinden  dagegen  nicht  alle 
Sljy  so  stellt  die  Gleichung: 

^     dN{K  ...  TT  >         ^       ^  dN 

eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  den  r  Veränderlichen 
K^'  '  ■  Kr  dar;  irgend  r—  1  unabhängige  Lösungen  iV^  •  •  •  Nr-i  dieser 
Gleichung  sind  dann  ebensoviele  unabhängige  homogene  Functionen 
nullter  Ordnung  der  Gruppe.  Um  endlich  eine  r-ie  von  N^  "  -  Nr-i 
unabhängige,  homogene  Function  der  Gruppe  zu  finden,  braucht  man 
nur  irgend  eine  Lösung  der  Differentialgleichung: 

^     dF(K  -  "  K)         ^  dF 

aufzusuchen;  jede  solche  Lösung  ist  homogen  von  erster  Ordnung  in 
den  ^,  sie  gehört  der  Gruppe  an  und  ist  ausserdem  offenbar  von  N^--- 
Nr-i  unabhängig.  Damit  ist  die  Richtigkeit  der  oben  ausgesprochenen 
Behauptung  erwiesen. 

Aus  den  angestellten  Ueberlegungen  folgt  zugleich,  dass  eine 
r-gliedrige  homogene  Functionengruppe  stets  mindestens  r  —  1  unab- 
hängige homogene  Functionen  nullter  Ordnung  enthält. 

Enthält  die  Gruppe  r  solche  Functionen,  etwa:  N^---  Nr,  so  sind 
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augenscheinlich  ihre  siimmtlichen  Functionen  homogen  von  nullter 
Ordnung.  Nun  werden  die  Ausdrücke  (iVi-iV^)  homogen  von  ( — l)-ter 
Ordnung^  sie  sind  aher  andrerseits  Functionen  der  Gruppe  und  müssen 
daher  von  nullter  Ordnung  sein.  Das  ist  nur  möglich,  wenn  alle 
(NiNy)  identisch  verschwinden,  wenn  also  alle  Functionen  der  Gruppe 
paarweise  in  Involution  liegen. 

Enthält  die  Gruppe  blos  r  —  1  unabhängige  homogene  Functionen 
nullter  Ordnung,  etwa:  N^  -  ■  -  Nr—i,  so  kann  man  nach  dem  Obigen 
stets  eine  von  iV^j  •  •  •  Nr—i  unabhängige  Function  erster  Ordnung  H 
finden,  welche  der  Gruppe  angehört.  Dann  ist:  JV^  •  •  •  N,.—i,  H  eine 
Form  der  Gruppe.  Unter  Umständen  kann  es  jedoch  bequemer  sein, 
die  Gruppe  auf  die  Form: 

H^  ==  N^H,  .  •  •  Hr-i  =  N,-,H]     Hr  =  H 
zu  bringen,  wo  alle  r  Functionen  homogen  von  erster  Ordnung  sind. 

Die  vorstehenden  einzelnen  Ergebnisse  wollen  wir  jetzt  im  Zu- 
sammenhange noch  einmal  aussprechen: 

Theorem  28.  Eine  Fimctionengruppe  in  den  Veränderlichen: 
^1  •  ■  ■  ^n,  Pi  '  •  •  Pn  ist  dann  und  nur  dann  Jiomogen,  ivenn  immer 
zugleich  mit  der  Funetion:  F{x^-'-Xn,  Pi'-Pn)  auch  die  Function: 

dF     ,  ,         ^F 

der  Gruppe  angehört.  Enthält  eine  r  -gliedrige  homogene 
Functionengruppe  r  itnahhängige  homogene  Functionen  von 
nullter  Ordnung  in  den  p,  so  sind  alle  ihre  Functionen  homogen 
von  nullter  Ordnung  und  liegen  ausserdem  paartveise  in  In- 
volution; in  jedem  andern  Falle  hann  die  Gruppe  eine  Form 
erhalten^  in  der  ausser  einer  Function  von  erster  nur  solche 
von  nullter  Ordnung  auftreten.^') 

Hierzu  fügen  wir  den 

Satz  2.  Die  gemeinsamen  Functionen  von  mvei  homogenen  Functionen- 
gruppen bilden  ihrerseits  eine  homogene  Functionengruppe. 

In  der  That,  sind  K^'-Kr  und  L^---L,n  zwei  homogene  Functionen- 
gruppen, so  bilden  die  gemeinsamen  Functionen  beider  Gruppen  nach 
Kap.  8,  Satz  1,  S.  181  jedenfalls  eine  Functionengruppe  g.  Ist  nun  § 
irgend  eine  Function  von  g,  so  gehört  die  Function: 

stets  sowohl  der  Gruppe:  K^-  -  -  Kr  als  der  Gruppe:  L^-  •  -  Lm  an  und 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  1872,  1873;  Math, 
Ann.,  Bd.  VIII. 
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ist  in  Folge  dessen  wieder  eine  Function  von  g.  Demnach  ist  die 
Gruppe  g  wirklich  homogen. 

Hier  mögen  einige  Bemerkungen  über  den  Begriff  homogene  Berührungs- 
transformationen  ihren  Platz  finden. 

Wenn  eine  Berühruugstransformation  iu  den  x,  p: 

(1)  3'=z  +  ^{x,  p),     x;  =  Xy,{x,  p),    p;  =  P,_{x,  p) 

alle  Functionen  von  x^-  •  -  Xn,  -^ —   in   Functionen   von   x^  -  --  Xn  ^ 

Pn  Pn 

V(  Pn—1  P 

r-7 —T-   überführt,    so   müssen   alle  Xi  und   auch   alle  ~  von   nullter 

"n  Pn  -t^jt 

Ordnung  in  den  p  sein.     Folglich  (s.  S.  213)  sind  alle: 

homogen  von  (— l)-ter  Ordnung  uud  alle  Py,  homogen  von  erster  Ordnung 
in  den  p.  Hieraus  folgt  nach  den  Entwickelungen  der  Seite  133,  dass  ^ 
eine  Constante  ist,  welche  ohne  Beschränkung  gleich  Null  gesetzt  werden 
kann.     Also: 

Die    Jiomogencn    Berührungstransformationen    in    den     Veränderlichen: 
"nt   Pi  '  '  '  Pn   sind   die   einzigen  Berührungstransformationen  von  der 


Form  (1),  tvelche  die  Grössen: 

^1" 
unter  sich  transformiren. 

§  56. 

Pn-l 

Pn 

Bei  Untersuchung  der  homogenen  Functioneugruppen  ist  der  fol- 
gende Satz  von  grossem  Nutzen: 

Satz  3.  Ist  H  eine  in  den  p  Jiomogene  Function  von  x^-  •  -  Xny 
Pi'--Pn  und  ist:  f=K  eine  Lösung  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung: {Hf)  =  0,  so  ist  stets  auch: 

eine  Lösung  dieser  Gleichung. 

Um  denselben  zu  beweisen,  setzen  wir: 

und: 

dann  ergiebt  sich: 
BiAif))  -  ÄiBU))  =  2^-5|f  1^  -  2^(/.'|f  +  (i/p.)}|;, 
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Ist  nun  H  homogen  von  der  m-ten  Ordnung,  so  sind  die  Differential- 
quotienten von  H  nach  den  pi  und  Xi  homogen  von  der  {m  —  l)-ten 
bez.  m-ten  Ordnung,  was  durch  die  Gleichungen: 

BH  =  mH,     B^~  =  (7)1  —  l)ö— ,     i>V-  =  '^^^- 

'  dp.        ^  ^Vi  ox..  dx. 

ausgedrückt  wird.     Also  folgt: 

BAf—  ABf=  (m  —  1)  {Hf) 
oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 

(A)    i/^-g-  -  (^'  %^'ii)  -  (*» -  ^)  (^^^^- 

Ersetzen  wir  endlich  hier  /*  durch  irgend  eine  Lösung  K  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung:  {Hf)  =  0,  so  verschwinden 
zwei  Glieder  identisch  und  wir  bekommen: 


womit  der  Satz  bewiesen  ist. 


(^'i/i-'g)-«^ 


Es  sei  nun  H^  -  •  -  Hr  eine  r-gliedrige  homogene  Functionen- 
gruppe  und  zwar  seien  der  Einfachheit  wegen  die  r  Functionen  H^ 
•  •  •  H,   sämmtlich  homogen  gewählt. 

Die  {2n  —  r)-gliedrige  Polargruppe:  K^  •  ■  K^^n-r  der  Gruppe: 
Hl  '  '  '  Hr  wird  von  allen  Functionen  gebildet,  welche  das  r-gliedrige 
vollständige  System: 

(2)  (HJ)  =  0,  . .  •  (i/,./-)  =  0 

in  den  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xn^  Pi  -  -  -  Pn  befriedigen.  Nach  dem  eben 
bewiesenen  Satze   ist   aber  mit  K  zugleich  stets  auch    ^  P^-ö—  eine 

Lösung  des  vollständigen  Systems  (2),  folglich  (Theorem  28,  S.  215) 
ist  die  Gruppe  K^  -  -  -  K2n—r  ihrerseits  homogen. 

Wir  haben  somit  das 

Theorem  29.  Bie  Polargruppe  einer  homogenen  Functionen- 
gruppe  ist  ebenfalls  homogen."^) 

Die  r  +  1  Gleichungen: 

(3)  (HJ)  =  0,  • .  .  (Hrf)  =  0,     %,g  =  0 

1 
definiren   den  Inbegriff  aller  Functionen  von  nullter  Ordnung,  welche 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1873;  Math.  Ann. 
Bd.  VIII. 


218  Kapitel  11,  §  56. 

es  in  der  Gruppe:  K^  "  -  Kin-r  giebt.  Dabei  sind  zwei  Fälle  denkbar. 
Einmal  kann  ^Pi  X  =  0  eine  Folge  der  übrigen  r  Gleichungen  (3) 

sein;  das  tritt  offenbar  stets  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  alle 
Functionen  der  Gruppe  K^'-K^n-,  homogen  von  der  nullten  Ordnung 
sind.  Im  zweiten  Falle  bilden  die  obigen  r  -{-  \  Gleichungen  ein 
(r  +  l)-gliedriges  vollständiges  System  mit  2n  —  r — 1  unabhängigen 
Lösungen,  dann  enthält  die  Gruppe:  K^"K2n-r  nur  2n  —  r—-\  unab- 
hängige Functionen  nullter  Ordnung. 

Ist  U  eine  ausgezeichnete  Function  der  Gruppe  H^  •  ■  Hr,  so  ist 
auch  ^Pijz-   eine   ausgezeichnete   Function,   denn    '^Pi^-    gehört 

ebenso  wie  U  sowohl  der  Gruppe  H^-Hr  als  der  Gruppe  K^-  K^n-r 
an.     Wir  schliessen  daraus: 

Satz  4.  Die  ausgezeichneten  Functionen  einer  liomogenen  Gruppe 
bilden  ihrerseits  eine  homogene  Gruppe.  . 

Dieser  Satz  ist  offenbar  ein  besonderer  Fall  des  Satzes  2,  S.  215. 

Die  ausgezeichneten  Functionen  einer  Functionengruppe  liegen, 
wie  wir  wissen,  paarweise  in  Involution.  Bei  den  ausgezeichneten 
Functionen  einer  homogenen  Functionengruppe  sind  nun  zwei  Fälle 
zu  unterscheiden,  denn  diese  ausgezeichneten  Functionen  sind  entweder 
alle  oder  nicht  alle  homogen  von  nullter  Ordnung. 

Es  fragt  sich,  woran  man  bei  einer  vorgelegten  homogenen 
Functionengruppe  erkennt,  welcher  von   diesen  beiden  Fällen  eintritt. 

Ist  eine  r-gliedrige  homogene  Functionengruppe  vorgelegt,  so 
denken  wir  uns  in  derselben  r  unabhängige  Functionen:  H^  -  -  -  Hr 
ausgewählt,  welche  sämmtlich  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung 
sind.  Das  lässt  sich  nach  S.  214 f.  immer  erreichen,  ausgenommen 
wenn  alle  Functionen  der  Gruppe  von  der  nullten  Ordnung  sind;  in 
diesem  Falle  aber  liegen  alle  Functionen  der  Gruppe  paarweise  in 
Involution,  die  Gruppe  besteht  daher  aus  lauter  ausgezeichneten 
Functionen  nullter  Ordnung,  so  dass  unsere  ganze  Frage  von  vorn- 
herein erledigt  ist. 

Also  H^-'Hr  sind  sämmtlich  homogen  von  der  ersten  Ordnung. 
Die  ausgezeichneten  Functionen  der  Gruppe:  H^"Hr  sind  nun  nach 
S.  191  die  gemeinsamen  Lösungen  der  r  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

(4)  iS.S,)§^  +  ...  +  (H.Hr)§^=0 

1  r 

(x  =  l...r) 

in  den   r  Veränderlichen   H^  -    ■  Hr.     Es   giebt   ausserdem    gerade   m 
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unabhängige  ausgezeichnete  Functionen,  wenn  von  der  Determinante: 

alle  {r  —  m  +  1) -reihigen  Unterdeterminanten  identisch  verschwinden, 
während  nicht  alle  (r  —  m) -reihigen  dies  thun.  Die  ausgezeichneten 
Functionen  nuUter  Ordnung  unsrer  Gruppe  genügen  ausser  den  obigen 
Gleichungen  auch  noch  der  folgenden: 

du  ^„  du 


^^^■^  =  ^^'JH^  ==  ^ 


1  1 

und  sind  dadurch  als  homogen  von  nullter  Ordnung  definirt.  Ist  diese 
Gleichung  eine  Folge  von  (4),  so  sind  alle  ausgezeichneten  Functionen 
unsrer  Gruppe  von  der  nullten  Ordnung;  andernfalls  enthält  die  Gruppe 
blos  m  —  1  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen  nullter  Ordnung. 
Um  die  gestellte  Frage  erledigen  zu  können,  braucht  man  also 
nur  die  Matrix: 

H^  '  Hr 

aufzustellen  und  zu  untersuchen,  ob  alle  {r  —  w  +  1)- reihigen  Deter- 
minanten derselben  verschwinden  oder  nicht. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  5.  Sind  H^-  -  ■  Hr  imahhänglye  homogene  Functionen  erder 
Ordnu'iig  einer  r-gliedrigen  Jiomogenen  Funetionengriippe  in  den  Veränder- 
lichen: x^-'-Xn,  Pi--'Ph,  so  hann  man  durch  Bcferminantenhildung 
nicht  Mos  die  Zahl  der  unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen  dieser 
Gruppe  finden,  sondern  auch  die  Zahl  der  unabhängigen  ausgezeichneten 
Functionen  mdlter  Ordnung. 

Weiss  man  von  einer  vorgelegten  r  -  gliedrigen  Functionengruppe : 
^<l  •  •  '  Ur^  dass  sie  homogen  ist,  kennt  man  aber  noch  nicht  r  unabhängige 
homogene  Functionen  erster  Ordnung  dieser  Gruppe,  so  kann  man  gleich- 
wohl stets  ohne  Integration  entscheiden,  wieviele  unabhängige  ausgezeichnete 
Functionen  nullter  Ordnung  diese  Gruppe  enthält.  Man  bestimmt  nämlich 
zunächst  nach  S.  191  die  Anzahl  m  aller  unabhängigen  ausgezeichneten 
Functionen  der  Gruppe.  Sodann  bildet  man  ein  (2w  —  r)-gliedriges  voll- 
ständiges System: 

(X  =  1  .  .  .  2  re  —  r) , 

welches  u^  •  -  •  Uy  zu  unabhängigen  Lösungen  hat,  endlich  stellt  man  das 
System  der  linearen  partiellen  DiiFerentialgleichungen: 
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A,(f)  =  0,  •  .  .  ^2«-,(/)  =  0,     (uj)  =  0,  .  •  .  (urf)  =  0 
auf  und  untersucht,  ob  dasselbe  die  Gleichung: 

nach  sich  zieht.  Ist  das  der  Fall,  so  sind  alle  ausgezeichneten  Functionen 
der  Gruppe:  u^  -  -  ■  ii,.  homogen  von  nullter  Ordnung,  ist  es  nicht  der  Fall, 
so  enthält  die  Gruppe  blos  m  —  1  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen 
von  dieser  Beschaffenheit. 


Kapitel   12. 

Die  kanonischen  Formen  und  die  invarianten  Eigenschaften  der 

homogenen  Functionengruppen.     Erledigung  eines  allgemeinen 

Transformationsproblems. 

Wir  erledigen  in  diesem  Kapitel  die  Frage,  was  für  Eigenschaften 
einer  homogenen  Functionengruppe  gegenüber  allen  homogenen  Be- 
rübrungstransformationen  invariant  bleiben.  Zu  diesem  Behufe  ent- 
wickeln wir  zunächst  eine  Theorie  der  kanonischen  Formen  homogener 
Functionengruppen. 

Schliesslich  soll  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  das  in  Kapitel  10 
behandelte  Transformationsproblem  erledigen  lässt,  wenn  man  sich  auf 
homogene  Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen:  x^-'-Xn^ 
Pi  •  -  ' Pn  beschränkt.  Dadurch  werden  wir  in  den  Stand  gesetzt,  das 
allgemeine  Transformationsproblem  zu  erledigen,  von  welchem  wir  in 
der  Einleitung  des  gegenwärtigen  Abschnitts  ausgingen. 

§  57. 

In  Kap.  9  sahen  wir,  dass  jede  Functionengruppe,  sie  mochte  nun 
homogen  sein  oder  nicht,  eine  kanonische  Form:  Pj  •  •  •  Pm,  X^  "  -  Xq 
erhalten  kann,  für  welche  die  kanonischen  Relationen: 

(P,X..)  ==  1 ,     iP,P.)  =  (P,X.)  =  (X,Z.)  =  0 

identisch  bestehen.  Eine  Jiomogene  Functionengruppe  kann  nun  auf 
eine  noch  speciellere  kanonische  Form  gebracht  werden,  es  ist  nämlich, 
wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  bei  einer  solchen  Gruppe  stets  möglich 
zu  erreichen,  dass  die  Fi  homogen  von  erster,  die  Xi  homogen  von 
nullter  Ordnung  in  den  p  werden. 

Wir  denken  uns  in  den  Veränderlichen  X-^-  -  -  Xn,  p^-  -  -  Pn  irgend 
r  unabhängige  Functionen:  u^"-Ur  vorgelegt,  welche  eine  r-gliedrige 
homogene  Functionengruppe  bestimmen. 


r 
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Betrachten  wir  zunächst  den  besonderen  Fall,  dass  u^-  ■  -  u^  ein 
r-gliedriges  Involutionssystem  bilden.  Sind  dann  die  Functionen: 
«1  •  •  •  ^^r  alle  homogen  von  nullter  Ordnung  in  den  p,  so  setzen  wir 
einfach :  X^  ^  u^,  •  •  •  Z^  =  Ur  und  haben  damit  bereits  die  Gruppe 
auf  eine  kanonische  Form  gebracht.  Sind  dagegen  u^  •  -  -  Ur  nicht 
sämmtlich  homogen  von  nullter  Ordnung,  so  können  wir  nach  S.  215 
r  solche  unabhängige  Functionen:  Hy^-Hr  von  u^"-Ur  finden,  welche 
in  p^---pr  homogen  von  erster  Ordnung  sind;  dann  ist:  P^  =  H^^ 
'  "  Pr  =  Hr  eine  kanonische  Form  der  Gruppe:  u^-  •  •  ii^. 

Damit  ist  der  Fall  erledigt,  dass  u^  -  -  ■  Ur  ein  r-gliedriges  In- 
volutionssystem bilden,  wir  können  daher  von  jetzt  ab  voraussetzen, 
dass  die  r  Functionen:  ii^ -- -  Ur  nicht  alle  paarweise  in  Involution 
liegen.  Dadurch  ist  es  dem  Theorem  28,  S.  215  zufolge  ausgeschlossen, 
dass  li^'  -  ■  Ur  sämmtlich  homogen  von  nullter  Ordnung  sind,  und  es 
muss  deshalb  nach  diesem  selben  Theoreme  möglich  sein,  die  Gruppe: 
u^'  -  'Ur  auf  eine  Form:  N^  ■  -  ■  iV;_i,  H  zu  bringen,  in  welcher  N^ 
'  •  •  Nr-i  homogen  von  nullter  Ordnung  in  den  p  sind,  während  H 
homogen  von  erster  Ordnung  ist. 

Die  Form:  N^-  ■•  Nr-i,  H  der  Gruppe:  u^  ■  -  -  Ur  legen  wir  im 
Folgeuden  zu  Grunde.  Wir  bemerken  noch,  dass  die  Relationen: 
(^f,^f^)  =«i;.^(t,^  ...^^^)  für  diese  Form:  N^-Nr-i,H  der  Gruppe 
folgende  Gestalt  annehmen: 

{y.,j  =  l  .  .  .r  —  1). 

Die  Ausdrücke:  (NyH)  und  H(Ny.Nj)  werden  nämlich  alle  homogen 
von  nullter  Ordnung  in  den  p^  sie  müssen  sich  daher  als  Functionen 
von  iVi  •  •  •  iV^_i  allein  darstellen  lassen. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sind  jedenfalls  N^-"N,_i 
nicht  sämmtlich  ausgezeichnete  Functionen  unsrer  Gruppe.  (Vgl. 
Satz  6,  S.  191.)  Ist  demnach  etwa  N^  keine  ausgezeichnete  Function, 
so  lässt  sich  immer  eine  Function: 

F=H,Sl{N,''-Nr-i) 
von  erster  Ordnung  angeben,  welche  zu  N^  in  der  Beziehung:  (FN^)^i 
steht.     Für  Sl  ergiebt  sich  nämlich  die  Bedingungsgleichung: 

welche  bei  Benutzung  der  Gleichungen  (1)  die  Form: 


222  Kapitel  12,  §  67. 

(2)  2}-9'i^N,  ■  ■  •  Nr-^)§§-  =  1  +  MN,  ■  ■  ■  JSVi) .  il 

1 

annimmt.  Hier  verschwinden  die  Coefficienten:  (p^^  •  ■  •  g),—i^  i,  tl)^ 
nicht  sämmtlich,  also  stellt  (2)  in  den  Veränderlichen  N^  •  •  -  iV^-i 
eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  dar,  welche  Lösungen  besitzt. 
Jede  Lösung  dieser  Differentialgleichung  liefert  mit  II  multiplicirt  eine 
Function  F  von  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Auf  der  andern  Seite  können  wir  uns  jedoch  auch  die  Function 
erster  Ordnung  II  so  gewählt  denken,  dass  sie  keine  ausgezeichnete 
Function  unsrer  Gruppe  ist,  dann  giebt  es  immer  Functionen  nullter 
Ordnung:  ^{N^  •  •  •  Nr—i),  welche  der  Bedingung: 

(Ä0)==^.(SJV.)|J=1 

1 
genügen.     Diese  Bedingung  ist  nämlich  gleichbedeutend  mit  der  Dif- 
ferentialgleichung : 

r— 1 

^, ,!,..{  IV   ...  AT     .^ 


2 


',MN,---Nr_,)i-p^-l, 


und  da  unter  der  gemachten  Voraussetzung  i/^i  •  •  •  ^r—i  nicht  sämmtlich 
verschwinden,    so    besitzt  diese  Differentialgleichung   immer  Lösungen. 

Somit  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Satz  1.  Liegen  die  Functionen  einer  homogenen  Functionengruppe 
in  den  Veränderlichen:  x^  -  -  -  x»,  Pi  •  •  ■  Pn  nicht  paariveise  in  Involution j 
so  lassen  sich  in  der  Gruppe  stets  zwei  unabhängige  Functionen:  F  und 
X  finden j  welche  in  der  Bemehung:  (PX)  ^  1  stehen  und  von  denen 
die  erste  hoinogen  von  erster  Ordnung  in  den  p  ist^  die  zweite  dagegen 
homogen  von  nullter  Ordnung.  Dabei  liann  nach  Belieben  für  F  oder 
für  X  irgend  eine  nicht  ausgezeichnete  Function  der  Gruppe  getvählt 
werden^  vorausgesetzt  nur,  dass  sie  homogen  von  der  richtigen  Ordnung  ist. 

Es  seien  jetzt  Pj  und  X^  zwei  solche  Functionen  der  homogenen 
Gruppe:  N^-'-Nr-i,  H^  welche  die  im  vorstehenden  Satze  angegebenen 
Eigenschaften  besitzen,  und  es  sei:  P,,  X^,  Ni-'Nr-2  eine  Form  unsrer 
Gruppe.  Wegen  des  Bestehens  der  Relation:  (P^Xj)  =  1  können  wir 
dann  den  Satz  2  in  Kap.  9,  S.  196  anwenden  und  erkennen  so,  dass 
unsre  Gruppe  r  —  2  Functionen:  ui  •  •  •  Ur-2  enthält,  welche  die  fol- 
gende Beschaffenheit  haben:  sie  sind  von  einander  und  von  I\  und  X^ 
unabhängig,  sie  liegen  sowohl  mit  Pj  als  mit  X^  in  Involution,  sie 
bestimmen  endlich  ihrerseits  eine  (r  —  2)-gliedrige  Functionengruppe, 
welche  in  der  /*  -  gliedrigen  als  Untergruppe  enthalten  ist.    Damit  haben 
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wir  zugleich  eine  neue  Form:  P^,  X,^  ui  "  ■  Ur-2  unsrer  r-gliedrigen 
homogenen  Gruppe  gefunden. 

Es  lässt  sich  nachweisen,  dass  die  (r  —  2)-gliedrige  Functionen- 
gruppe:  ui'-'Ur-2  wiederum  homogen  ist.  In  der  That  es  sei:  v^..- 
V2n-r  die  zu  unsrer  r-gliedrigen  Gruppe  gehörige  (2n  —  r)-gliedrige 
Polargruppe,  welche  nach  Theorem  29,  S.  217  ebenfalls  homogen  ist. 
Dann  bestimmen:  P^  ^i ,  v,  •  -  -  V2n-r  eine  (27^  —  r  +  2)  -  g^iedrige 
Functionengruppe  (vgl.  Kap.  9,  S.  196 f.)  und  zwar  offenbar  eine  homo- 
gene Gruppe.  Die  (r  —  2)  -  gliedrige  Polargruppe  dieser  homogenen 
Gruppe  ist  wieder  homogen,  sie  ist  aber  augenscheinlich  nichts  anderes 
als  eben  die  Gruppe:  tii  •  •  •  Ur-2' 

Demnach  kann  jede  r-gliedrige  homogene  Functionengruppe,  deren 
Functionen  nicht  paarweise  in  Involution  liegen,  auf  die  Form: 

(X  =  1  ...  r  —  2) 

gebracht  werden,  wo  P,  homogen  von  erster,  X^  homogen  von  nullter 
Ordnung  ist  und  wo  u[-'-Ur-2  ihrerseits  eine  (r  —  2) - gliedrige  homo- 
gene Functionengruppe  bestimmen. 

Bilden  %--.?f;_2  ein  (r  —  2)  -  gliedriges  Involutionssystem,  so 
liann  die  von  ihnen  bestimmte  Gruppe  nach  S.  221  leicht  auf  eine 
kanonische  Form  gebracht  werden.  Andernfalls  behandeln  wir  die 
Gruppe:  u[  -  •  ii',_2  genau  so  wie  vorhin  die  Gruppe:  N^  ■  •  -  N,—!  H 
das  heisst,  wir  bringen  sie  auf  die  Form: 

Pg,  Xg,  tii  •  •  •  ul.'_^ 
(P,Z,)  =  1,  {P,tQ  =  {^X,u:)  =  0, 
wo  Pg  homogen  von  erster,  X.,  homogen  von  nullter  Ordnung  ist  und 
wo:  Ui-'-u';_^  eine  (r  —  4) - gliedrige  homogene  Gruppe  bestimmen. 
Auf  diese  Weise  fortfahrend,  müssen  wir  schliesslich  zu  einer  {r  —  2m)- 
gliedrigen  homogenen  Gruppe  gelangen,  deren  Functionen  paarweise 
in  Involution  liegen.  Diese  Gruppe,  welche  von  den  ausgezeichneten 
Functionen  unsrer  r-gliedrigen  Gruppe  gebildet  wird  (vgl.  Theorem  23, 
S.  200),  bringen  wir  dann  nach  Anleitung  von  S.  221  auf  eine  kano- 
nische Form. 

Für  homogene  Functionengruppen  erhält  daher  das  Theorem  23, 
S.  200  die  folgende  speciellere  Form: 

Theorem  30.  Jede  r-gliedrige  homogene  Functionengruppe 
in  den   Veränderlichen:  x^--Xn,  p^---pr,  lässt  sich  auf  die  Form: 
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hringcn;  darin  sind  die  P/  und  Xi  homogene  Functionen  von 
bezüglich  erster  nnd  nullter  Ordnung  und  stehen  in  den  kano- 
nischen Beziehungen: 

(PiP.)  =  (PiXy.)  ==  (X,Z.)  =  0  (.•  +  .),     (P,XO  =  1 

(/,  X  =  1  ■  •  •  m); 

ferner  liegen  IJ^--  Uq  unter  einander  und  mit  den  2m  Functionen: 
P^-'Prrif  X^---Xrn  in  Involutiou  Und  bestimmen  eine  q-gliedrige 
homogene  FunctionengruppCy  welche  aus  den  ausgezeichneten 
Functionen  der  r-gliedrigen  Gruppe  besteht.  Jenachdem  die 
ausgezeichneten  Functionen:  U^  ■  -  -  üq  sämmtlich  homogen  von 
nullter  Ordnung  sind  oder  nicht,  kann  die  r-glicdrige  Gruppe 
auf  die  erste  oder  auf  die  zweite  der  beiden  kanonischen  Formen: 

Pl  •  •  ■  Pmy       X^  '  ••  Xmj       Xm-\-i  •  ■   •  X^J^q 

und: 

gebracht  wer  den  j  wo  Xm-\.i---X,nJ^q  homogen  von  nullter  Ordnung 
sind  und  Pm+i"-Pm+q  homogen  von  erster."^) 

Wenn  wir  im  Folgenden  von  einer  kanonischen  Form  einer  homo- 
genen Function engruppe  sprechen,  so  meinen  wir  stets  diejenige  der 
beiden  eben  definirten  kanonischen  Formen,  welche  die  Gruppe  erhalten 
kann.  Eine  homogene  Gruppe,  welche  bereits  in  kanonischer  Form 
vorliegt,  nennen  wir  eine  „kanonische  homogene  Gruppe"  oder  auch, 
wenn  kein  Missverständniss  zu  befürchten  ist,  kurz:  eine  „kanonische 
Gruppe". 

§  58. 

Ist  eine  homogene  Gruppe,  welche  nur  ausgezeichnete  Functionen 
nullter  Ordnung  enthält,  in  kanonischer  Form:  Pj  •  •  •  Pmy  X^  -  ■  •  Xm-\-q 
vorgelegt,  so  kann  man  immer  eine  solche  Function  Pm+i  von  erster 
Ordnung  finden,  dass  P^-'-P^^+i,  X^-'-Xm+q  eine  kanonische  Gruppe 
ist,  welche  die  ursprüngliche  umfasst. 

Nämlich  die  Polargruppe  der  homogenen  Gruppe:  Pi  •  •  •  P?«, 
Xj  •  •  •  X,„,  X,„+2  •  •  •  X,„+,^  ist  homogen  und  enthält  Xm-^i  aber  nicht 
als  ausgezeichnete  Function.  Nach  dem  Satze  1,  S.  222  des  vorigen 
Paragraphen  enthält  daher  diese  Polargruppe  sicher  eine  Function 
P,n+i  von  erster  Ordnung,  welche  der  Bedingung:  (P,„+i  X^+i)  =  1 
genügt;  es  ist  klar,  dass  dieses  P,n+i  alle  gestellten  Forderungen 
erfüllt. 


*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  1873. 
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Wenden  wir  dieses  Verfahren  im  Ganzen  g-mal  hinter  einander 
an,  so  erhalten  wir  eine  kanonische  homogene  Gruppe:  P^  •  •  •  Pm+gj 
X^  •  •  •  Xjn-^q  ohne  ausgezeichnete  Functionen.  Zu  dieser  fügen  wir 
ihre  homogene  Polargruppe  in  kanonischer  Form:  P^-^^^i  •  •  •  P„, 
Xni+q-{-i  '  ■  ■  Xn  hinzu  uud  bekommen  so  eine  2w-gliedrige  kanonische 
homogene  Gruppe:  F^-  •  -  Fny  X^-  -  ■  Xn,  in  welcher  die  ursprüngliche 
r-gliedrige  steckt.     Also: 

Satz  2.  Jede  homogene  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen: 
^1  '  '  •  ^nj  Pi  •  •  •  Pny  wcMie  die  kanonische  Form : 

besitzt,  ist  in  einer  2n-gliedrigen  kanonischen  homogenen  Functionen- 
gruppe: F^-'Fn,  X^  '  ■  •  Xn  enthalten. 

Kennen  wir  daher  zum  Beispiel  n  unabhängige  Functionen: 
Xi"'Xn  von  nullter  Ordnung,  welche  paarweise  in  Involution  liegen, 
so  lassen  sich  stets  n  von  einander  und  von  X^^  ■  -  Xn  unabhängige 
Functionen  erster  Ordnung:  P^  -  -  •  Fn  finden,  welche  zusammen  mit 
den  X  die  kanonischen  Relationen  befriedigen.  Dieses  Ergebniss  ist 
uns  schon  von  früher  her  bekannt  (s.  S.  137),  damals  f^^nden  wir  über- 
dies, dass  diese  oi  Functionen :  F^  -  -  •  Fn  eindeutig  bestimmt  sind  und 
dass  die  2n  Functionen:  X^  •  •  •  X^i,  P^-Pn  die  Gleichung: 

P^dX^  -\ 1-   PndXn  =  P^dx^  -| +  PndXn 

identisch  befriedigen. 

Enthalten  zwei  homogene  Functionengruppen  von  gleicher  Glieder- 
zahl beide  nur  ausgezeichnete  Functionen  nullter  Ordnung,  deren  aber 
gleichviele  unabhängige,  so  können  sie  bezüglich  auf  die  kanonischen 
Formen : 

und: 

Vi   *  '  *   Vw;        -'■1  *  '  '    ^in-{-q 

gebracht  werden,  wo  die  P^-,  Xi  etwa  in  x-^^-  -  ■  Xn,  p^-  •  - Pn,  die  Qij  Yi 
dagegen  in  ^i  •••«/« 5  Qi"'Qn  geschrieben  sein  mögen.  Nach  dem  vor- 
hin aufgestellten  Satze   giebt   es  nun   stets  solche  weitere  Functionen: 

Pm+l  '      •  Fn,    Xm-^q^i  •  •  •  X„    Und     Qm^l  '  '  '  Qn ,     ^m+^+l  •  •  •    Yn,    daSS: 

X  j^  *  *  *  -Lfi,       -Ä-j  •  •  •  Ji^n 

und: 

Vi  *  *  *    V« }        ^1  '  '  '    ^n 

wiederum  kanonische  homogene  Gruppen  sind.  Ein  früherer  Satz 
(S.  139)  zeigt  ausserdem,  dass  die  Gleichungen: 

X,=   Yi,       Fi=Qi  (e  =  l...n) 

eine    homogene    Berührungstransformation    bestimmen.      Es    ist    klar, 

Lie,  Theorie  der  Transförmationsgruppen.   II,  15 
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dass  diese  Berührungstransformation  die  homogene  Gruppe:  P^'-Fmy 
Xi  •  •  •  XmJ^  in  die  Gruppe:  Q^  -  -  ■  Qm,   Yi  '  •  •  Ym-^,^  überführt. 

Folglich  erhalten  wir  das 

Theorem  31.  Haben  zwei  homogene  Functionengruppen  in 
den  Veränderlichen:  x^--'Xny  Pi  •  -  -  Pn  gleiche  Gliederzahl  und 
enthalten  sie  beide  nur  ausgezeichnete  Functionen  nullter 
Ordnung^  deren  aber  gleichviele  von  einander  unabhängige,  so 
giebt  es  stets  homogene  Berührungstransformationen,  ivelche 
die  eine  Functionengruppe  in  die  andere  überführen. 

%  59. 

Bei  den  homogenen  Functionengruppen,  deren  ausgezeichnete 
Functionen  nicht  alle  von  nullter  Ordnung  sind,  können  wir  uns  jetzt 
kürzer  fassen. 

Die  kanonische  Form  einer  solchen  Gruppe  war:  Pi  •  •  •  Fm-\-qy 
X^-'-Xm.  Die  homogene  Polargruppe  der  homogenen  Gruppe: 
Pj  •  •  •  Pm,  Pm4-2  •  •  •  Pm-i-qy  X^  •  •  •  Xm  enthält  P^+i;  aber  nicht  als 
ausgezeichnete  Function,  es  giebt  daher  (vgl.  Satz  1,  S.  222)  in  dieser 
Polargruppe  eine  Function  nullter  Ordnung:  X^^+i,  welche  die  Glei- 
chung: (Pm-^iXm-\-i)  =  1  befriedigt.  Damit  ist  eine  kanonische  homo- 
gene Gruppe:  Pi  •  •  •  Pm+q,  X^  -  '  •  X,n-\-i  gefunden,  in  welcher  die 
ursprüngliche  Gruppe  steckt.  Eine  g- malige  Wiederholung  dieser 
Ueberlegungen  liefert  eine  Gruppe:  P^  •  •  •  P^-j-^,  X^  -  -  •  X^^q  ohne 
ausgezeichnete  Functionen,  fügt  man  wie  oben  zu  dieser  ihre  homo- 
gene Polargruppe  in  kanonischer  Form  hinzu,  so  bekommt  man  eine 
2w-gliedrige  kanonische  Gruppe:  P^-  ■  -  Pn,  Xj^  •  •  •  Xn-     Also: 

Satz  3.  Jede  homogene  Functionengruppe  in  den  Veränderlichen: 
^i  '  '  '  oCn,  Pi  •  ■  'Pny  wclchc  dic  kanonische  Form : 

besitzt,  ist  in  einer  2n-gliedrigen  kanonischen  homogenen  Functionen- 
gruppe: Pi"  '  Pny  X^-  •  '  Xn  enthalten. 

Durch  Betrachtungen  ganz  ähnlich  denen,  welche  uns  zu  dem 
obenstehenden  Theoreme  31,  führten,  erhalten  wir  das 

Theorem  32.  Haben  zwei  homogene  Functionengruppen  in 
den  Veränderlichen:  x^-  •  ■  Xn,  Pi'  -  -  Pn  gleiche  Glieder  zahl  und 
enthalten  sie  beide  gleichviele  unabhängige  ausgezeichnete 
Functionen  und  sind  endlich  diese  ausgezeichneten  Functionen 
bei  keiner  der  beiden  Gruppen  sämmtlich  von  nullter  Ordnung, 
so  giebt  es  stets  homogene  Berührungstransformationen,  tvelchc 
die  eine  Functionengruppe  in  die  andere  überführen. 


Die  invarianten  Eigenschaften  der  homogenen  Gruppen.  227 

Aus  den  beiden  Theoremen  31  und  32  folgt  sofort  das 
Theorem  33.  Eine  homogene  Functionengruppe  in  den  Ver- 
änderlichen x^--'Xny  Pi'--Pn  hesitsit  nur  drei  Eigenschaften ^ 
welche  hei  allen  homogenen  Berührungstransformationen  in 
diesen  Veränderlichen  erhalten  hleihen,  nämlich  erstens  ihre 
Gliedersahl  r^  zweitens  die  Zahl  q  der  in  ihr  enthaltenen  un- 
abhängigen ausgezeichneten  Functionen  und  drittens  die  Zahl  q 
der  unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen  nullter  Ordnung; 
diese  letzte  Zahl  q  ist  stets  entiveder  gleich  q  oder  gleich  q  —  1.*) 
Zwei  r-gliedrige  homogene  Gruppen  in  den  Veränderlichen: 
x^'  •  -  Xny  Pi  ■  '  'Pn  wollen  wir  zu  demselben  Typus  homogener  Func- 
tionengruppen  rechnen,  wenn  die  eine  durch  eine  homogene  Berührungs- 
transformation in  diesen  Veränderlichen  in  die  andere  übergeführt 
werden  kann,  dagegen  rechnen  wir  sie  zu  verschiedenen  Typen, 
wenn  eine  solche  Ueberführung  nicht  möglich  ist.  Die  Zahl  der 
Typen  von  r-gliedrigen  homogenen  Gruppen  ist  natürlich  endlich, 
denn  sie  hängt  ab  von  der  Zahl  aller  möglichen  Werthsysteme:  q,  q 
und  diese  Zahl  ist  endlich,  da  g  <C  r  sein  muss  und  für  q  nur  die 
beiden  Möglichkeiten:  q=q  und  q=q — 1  zu  berücksichtigen 
sind.  Selbstverständlich  giebt  es  überhaupt  in  den  Veränderlichen 
x^  '  •  ■  Xn,  Pi  '  •  •  Pn  blos  eine  endliche  Zahl  verschiedener  Typen 
von  homogenen  Functionengruppen. 

§  60. 

Jetzt  wollen  wir  das  allgemeine  Transformationsproblem,  welches 
in  Kapitel  10  behandelt  worden  ist,  unter  der  besonderen  Voraus- 
setzung erledigen,  dass  nur  homogene  Berührungstransformationen  be- 
rücksichtigt werden.  Wir  denken  uns  also  r  Functionen:  U^-  -  Ur 
von  Xi--'Xn,  Pi  '  '  '  Pn  gegeben  und  r  Functionen:  V^  -  ■  •  Vr  von 
Vi'  ' '  yny  Qi  '  '  '  Q.n  ^ud  fragcu  nach  den  Kriterien  für  die  Existenz 
einer  homogenen  Berührungstransformation: 

(3)  yi  =  ni{x,  p) ,   qi  =  Ki{x,  p) 

welche   U^  -  -  -  Ur  bezüglich  in   V^    •  ■  Vr  überführt. 

Zunächst  wollen  wir  den  besonderen  Fall  betrachten,  dass  ?7^  •  •  •  Ur 
von  einander  unabhängig  sind  und  eine  r-gliedrige  homogene  Func- 
tionengruppe bestimmen,  so  dass  Relationen  von  der  Gestalt: 


*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  März  1873. 
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(4) 


(f,  x  =  l.-.r). 


bestehen. 

Soll  es  unter  diesen  Voraussetzungen  eine  homogene  Berührungs- 
transformation (3)  geben,  welche  TJ^-'-Ur  in  V^-'Vr  verwandelt, 
so  müssen  vor  allen  Dingen  auch  F^  •  •  •  Vr  von  einander  unabhängig 
sein.  Denken  wir  uns  ferner  die  betreffende  Berührungstransformation 
auf  die  Gleichungen  (4)  ausgeführt,  so  erhalten  wir  mit  Berücksich- 
tigung der  Seiten  131  und  138  die  Gleichungen: 

(F;-F.)    =ß,,(F,--.F.) 


(5) 


2^^^^=^^(^i--'^^) 


(t,  x  =  l...r). 

Soll  es  daher  eine  homogene  Berührungstransformation  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit  geben,  so  müssen  V^  -  •  •  Vr  ihrerseits  auch  eine 
r-gliedrige  homogene  Functionengruppe  bestimmen  und  zwar  müssen 
die  Relationen  (5)  identisch  erfüllt  sein. 

Die  nothwendigen  Bedingungen,  welche  sich  hiermit  ergeben  haben, 
sind  auch  hinreichend. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  die  angegebenen  Bedingungen 
erfüllt  sind.  Wir  bringen  die  r-gliedrige  homogene  Gruppe:  U^-Ur 
auf  eine  kanonische  Form:  X^  •  •  •  X^,  Pi  •  •  •  Th,  welche  durch  die 
Gleichungen: 

Xi  =  9P,(D,  ■■■ür),    Pj  =  tj(U,  ■■■Vr) 
{i  —  l-'-m,    j  =  l.  .  .h,    m-\-h  =  r) 

definirt  sein  mag.     Offenbar  sind  dann: 

r,  =  g.,(Fi...  F.)      (.-^i.....) 

Qj-^j{y,--'Vr)        0  =  1. ../o 
unabhängige    Functionen    der    Gruppe:    F^  •  •  •  Vr    und    stehen   in   den 
kanonischen  Beziehungen,  zugleich  werden  die  F  homogene  Functionen 
nullter   Ordnung  von   den   q  und   die   Q   homogene   Functionen   erster 
Ordnung,  denn  es  ist: 

also  wird  auch: 

2-3^8^  =  0'        2'«'8^  =  Ö- 
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Hieraus  schliesseu  wir,  dass:  Y^  ■  -  Y^,  Qi'  •  -  Qh  eine  kanonische 
Form  der  homogenen  Functionengruppe:  F^  •  •  •  Vr  ist.  Nun  lassen 
sich  nach  S.  225  und  226  2n  — r  solche  Functionen  X,  P  der  x,  p 
und  2n  —  r  solche  Functionen  Y,  Q  der  y,  q  finden,  dass  X^  •  •  •  X„, 
P^  '  '  '  Pn  und  Yj^  "  '  Yn,  Qi  •  '  •  Qn  zwci  2w-gliedrige  kanonische 
homogene  Functionengruppen  werden.  Folglich  bestimmen  die  2n 
Gleichungen: 

Yi=Xi,    Qi  =  Pi  (/  =  l...n) 

eine  homogene  Berührungstransformation  und  zwar  offenbar  eine, 
welche  U^-  •  -  Ur  bezüglich  in  V^  -  •  -  Vr  überführt.  Unsere  Behaup- 
tung ist  somit  bewiesen  und  wir  haben  das 

Theorem  34.  Bestimmen  die  r  unabhängigen  Functionen 
Ui-  '  •  Ur  der  Veränderlichen:  x^-  -  -  Xn,  Pi  -  ■  -  Pn  (^ine  r-gliedrige 
homogene  Functionengruppe  und  die  r  unabhängigen  Functionen: 
Ui  •  •  •  Ur  der  Veränderlichen:  x^  •  -  -  x^^  p^  •  •  •  p,^  ebenfalls  eine 
r-gliedrige  homogene  Functionengruppe,  so  giebt  es  dann  und 
nur  dann  eine  homogene  Berührungstransformation: 
xl  ==  Xi(x,  p),  pl  =  PiiXj  p)      (*•  =  1  •  •  • «), 

welche  U^-  -  •  Ur  in  bezüglich  U^  •  •  •  Ur  überführt,  ivenn  jeder 
der  Ausdrücke: 

(^^•^4>'.  ^p^'l^-'    <'''^=l--> 

1  ^^ 

sieh  genau  so  durch  U^  •  •  •  Ur  ausdrückt,  ivie  der  entsprechende 
der  Ausdrücke: 

durch  U^'  '  '  Ur-"^) 

Sind  die  Functionen  ZJj  •  •  •  Ur  selbst  schon  homogen  in  den  p, 
so  müssen  es  U^  •  •  •  Ur  natürlich  iu  den  p'  sein  und  zwar  muss  jedes 
Mi  von   derselben   Ordnung  homogen   sein   wie   das   entsprechende   Ui. 

Aus  dem  Theorem  34  ergiebt  sich  ferner:  Bestimmen  die  r  un- 
abhängigen Functionen  U^'--  Ur  der  Veränderlichen:  x-^^-'-Xn,  Pi"'Pn 
eine  r-gliedrige  homogene  Functionengruppe,  so  ist  das  Bestehen  der 
Relationen  (4)  die  einzige  Eigenschaft  des  Functionensystems :  U^-'Urj 
welche  bei  allen  homogenen  Berührungstransformationen  in  den  Ver- 
änderlichen x-^-  •  '  Xn,  Pl-  •  '  Pn  erhalten  bleibt. 

Nunmehr  soll  der  allgemeine  Fall  behandelt  werden,  dass  die  vor- 


*)  Lie,  Mathematische  Annalen,  Bd.  VIII. 


230 


Kapitel  12,  §  CO 


gelegten  Fiuictioiieu  U^  •  -  Ur  und  \\  •  -  -  V,  ganz  beliebig  sind,  doch 
wollen  wir  wenigstens  die  Voraussetzung  machen,  dass  Uj^  •  •  •  U,-  von 
einander  unabhängig  sind,  eine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  ist 
das  nicht  (vgl.  8.  mO). 

Sollen  Ui"  Ur  durch  eine  homogene  Berühruugstransformation  (3) 
in  Fj  •  •  •  Vr  übergohen,  so  müssen  natürlich  auch  Fj  •  •  V,-  von 
einander  unabhängig  sein,  ausserdem  niuss  sich  aber  bei  der  be- 
treffenden Berührungstransformation  jedes  (C/j^/x)  in  (F,  F^)  und 
jedes: 

dp. 


Pl-^+"+Pn^p 


aF. 


dV, 


m 


'+-'  +  ^n^ 


verwaiuloln.  Diese  Ueberleguug,  sowie  die  Erinnerung  an  die  Ent- 
wickelungon  der  Seiten  210  ff.  veranlassen  uns  folgendermassen  zu  ver- 
fahren.    Wir  bilden  die  sämmtlichen  Ausdrücke; 

(6)  iu>u,\„>    S^'^lj; 

und  wählen  unter  ihnen  so  viele  als  möglich  aus,  welche  von  U^"-  Ur 
und  unter  einander  unabhängig  sind,  die  gefundenen  Functionen  be- 
zeichnen  wir   mit:    l^/^-i  •  •  •  K, .     Ferner   bilden    wir   alle   Ausdrücke: 


(7) 


{u^u.x,,,  (uru.x^,  2r^''r>7 


und  wählen  unter  ihnen  so  viele  als  möglich  aus,  welche  sowohl  von 
U,  •  •  •  Ury  Ul-^i  •  '  •  U'r^  als  unter  ehumder  unabhängig  sind,  sie  mögen: 
Kj'-f-i  '  ' '  Ur[  heissen.  In  entsprechender  Weise  bekommen  wir  ge- 
wisse Functionen:  W^^i  -  •  •  Ur['  und  so  weiter.  Schliesslich  müssen 
wir  zu  einem  Systeme  von  ri>:r  unabhängigen  Functionen: 

gelangen,  welches  so  beschaffen  ist,  dass  die  Ausdrücke: 


(8) 


du; 


d  uf> 


n 


(i7;t/i')). 


XJ) 


(ü}''IAO) 


xp 
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sich  sämintlicli  als  Functionen  von:   U^-  -  -  Uj^P  allein  darstellen  lassen, 

mit    audern  Worten:    wir    müssen    zu   einer   rrgliedrigen    homogenen 
Functionengruppe:    U^-    ■  U^P    gelangen,    welche    die    r    Functionen: 

Ui  '    •  Ur  umfasst,    und    zwar    gelangen    wir    augenscheinlich    zu    der 
kleinsten  homogenen  Functionengruppo  von  dieser  Beschafi'enheit. 
Nunmehr  suchen  wir  unter  den  Ausdrücken: 


(iV) 


iy<r'X,>  ir^-a^' 


diejenigen  auf,  welche  den  mit:  ?/,'-fi  •  •  •  Ui-^  bezeichneten  unter  den 
Ausdrücken  (G)  entsprechen  und  nennen  sie  bezüglich:  K+i  •  •  •  F^, . 
Ebenso  suchen   wir  unter  den  Ausdrücken: 


(7') 


?K/ 


(>^n%,,  (F/F/)^,,  ;^u.j 


diejenigen  auf,  welche  den  mit:  Vr,^i  ■  -  •  /'V.'  bezeichneten  unter  den 
Ausdrücken  (7)  entsprechen,  und  nennen  sie:  F,'/-|-i  •  •  Vr[.  In  ähn- 
licher Weise  bilden  wir  die  Functionen:    K,'.4-i  •  •  •  V['\ 

-^  'i 

Wenn  eine  homogene  Berührungstransformation  l\  •  U,.  in  be- 
züglich: V^-  '  •  Vr  überführt,  so  verwandelt  sie  zu  gleicher  Zeit  aueli: 
IT , .  '  •  '  U^^^  in   bezü^jjlich:     F'    .  •  •  •  F^'^:    es   kommt   in    F()l<;-e    dessen 

nur  darauf  an  zu  entscheiden,  ob  es  eine  homogene  Herühniugs- 
transformation  giebt,  welche  U^  -  -  -  Vl.'^  in  bezüglich  F,  •  •  •  Vj!^  über- 
führt. Diese  Frage  ist  aber  sehr  leicht  zu  beantworten:  Eine  homo- 
gene Berührungstransformation  von  der  verlangten  BeschalVenheit  giebt 
es  dann  und  nur  dann,  wenn   F^  •  •  •  V^!^  von  einander  unabliiingig  siiul 

und  eine  rr  gliedrige  homogene  Functionengruppe  bestimmen  und  wenn 
sich  ausserdem  (s.  Theorem  34,  S.  22D)  jede  der  Functionen: 

^      dV,        ^      dV/  ^      dVf 


(8') 


(y^K)^ 


(F.F(0) 
(F/Ff) 


y; 


yQ 


(F«)FX.)) 

genau   in  derselben   Weise  durch    F^  •  •  •  Vj!^  ausdrückt,    wie   die    ent- 
sprechende der  Functionen  (8)  durch:    U^-  •  •  Ul^K 


232  Kapitel  12,  13;  §§  60,  61,  62. 

Wir  können  jetzt  sagen: 

Theorem  35.  Sind  in  den  Veränderlichen:  x^  "  ■  ^n,  Pi-  •  - Pn 
irgend  r  Functionen:  U^"  Ur  vorgelegt  und  in  den  Veränder- 
lichen: x^-'-Xn,  P^"-Pn  irgend  r  Functionen:  U^  •  •  •  U.,  so 
Jcann  man  stets  durch  Differentiationen  und  Eliminationen 
entscheiden,  ob  es  eine  homogene  Berührungstransformation: 

x/  =  Xi(x,  p)j  p!  =  Fi {x,  p)       (/  =  !...«) 

gielt,  welche  U^-"  Ur  bezüglich  in  Uj  •  •  •  U^  überführt*) 

Ueberdies  liefern  die  vorstehenden  Entwickelungen  alle  Eigen- 
schaften eines  beliebigen  Fimctionensystems:  Uj^(x,  p)  •  -  -  Ur(x,  2^), 
welche  gegenüber  allen  homogenen  Berührungstransformationen  in  den 
Veränderlichen  x,  p  invariant  bleiben;  doch  wollen  wir  uns  nicht 
mit  Auseinandersetzungen  über  diesen  Punkt  aufhalten. 

§  61. 

Jetzt  sind  wir  endlich  im  Stande  das  in  der  Einleitung  des  gegen- 
wärtigen Abschnitts  aufgestellte  allgemeine  Transformationsproblem 
zu  erledigen. 

Wir  denken  uns  m  Functionen:  F^  -  -  •  F,n  der  Veränderlichen: 
^,  ^1-  '  •  oOn,  Pi"  -Pn  vorgelegt  und  m  Functionen:  5i  *  *  *  Sm  der  Ver- 
änderlichen: /j  x^  '"  Xn,  p^  '  '  -pn',  es  soll  entschieden  werden,  ob  es 
eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt: 

(9)  ß'  =  Z(^,  X,  p),  xl  =  Xi{z,  X,  p),  pl  =  Fi{z,  X,  p) 

(«•  =  1  . . .  n) 

giebt,  bei  welcher  F^-    -  F.,n  bezüglich  in  g^  •  •  •  %„,  übergehen. 

Um  die  gestellte  Frage  zu  beantworten,  führen  wir  (vgl.  S.  139  if.) 
an  Stelle  der  Veränderlichen:  ^,  oc^-  "  Xny  p^-  •  -  Pn  die  homogenen 
Veränderlichen:  2/1  ••  •  «/n+i,  ^i  •  •  •  g«+i  ein,  indem  wir  setzen: 

0  =  yn+iy  Xi  =  y^,  "  -  Xn=  yn 
und  dementsprechend: 

0'  =  2/n4-l,    X^  =  2//,    •  •  •    Xn     =  yn 
Pl  =  TT—  >    -"  Pn    = 


<+l  '  ^^    -  ün+l 


^)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  VIII. 
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Alles   kommt  dann   darauf  an,   zu  entscheiden,   ob   es   eine  homogene 
Berührungstransformation: 

Vv  =  Y,{y,  q),  q,'=  Q,(y,  q)       (v  =  i...«  +  i) 

giebt,  welche  die  m  Functionen: 


Fu\tfn4-U    Vi   "  "lU. '.'•■- -)  i^i^l-'m) 


(ju  =  1  •  •  •  m) 


bezüglich  in: 

er    f    '  '  '        -'?/  ~^n\ 

g^j 2/«+i,  ^1  -"Vn,  -7—,  •  •  •  -. —  I 

Überführt.     Das  aber  haben  wir  vorhin  entscheiden  gelernt.     Also: 

Theorem  36.  Sind  in  den  Veränderlichen:  s,  x^-"Xnj  ih--  -Pn, 
irgend  m  Functionen:  F^  -  -  -  F.^  vorgelegt  und  in  den  Veränder- 
lichen: s'y  x^  '  ' '  Xny  Pi  '  •  ' Pa  irgend  m  Functionen:  5i  *  "  '  5"o 
so  Jcann  man  stets  durch  Differentiationen  und  Eliminationen 
entscheiden,  oh  es  eine  Berühr itngstransformation  von  der  Form: 

(9)  2'  =  Z{z,  X,  p),  xl  =  Xi{B,  X,  p),  p[  =  Fr{z,  X,  p) 

giehtj  welche  F^  •  -  -  F^  bezüglich  iyi  5i  •  •  •  %m  üher führt. 

Offenbar  lassen  sich  auch  alle  Eigenschaften  eines  beliebigen 
Functionensystems:  F^{Sj  x,  p)  •  -  •  Fy,{^,  x,  p)  angeben,  welche  gegen- 
über allen  Berührungstransformationen  von  der  Gestalt  (9)  invariant 
bleiben. 


Kapitel    13. 
Die  Zusammensetzung  einer  Functionengruppe. 

Durch  das  gegenwärtige  Kapitel  wird  die  Theorie  der  Fuuctionen- 
gruppen  nach  einer  wesentlichen  Richtung  hin  vervollständigt  und 
zwar  im  ersten  Paragraphen  des  Kapitels  die  Theorie  beliebiger 
Functionengruppen,  im  zweiten  Paragraphen  die  Theorie  der  homo- 
genen Functionengruppen. 

§  62. 

Sind  (pi'--q)r  unabhängige  Functionen  einer  r-gliodrigen  Func- 
tionengruppe in  den  Veränderlichen:  x^-  -  •  Xnj  Pi  •  -  •  Pn,  so  bestehen, 
wie  wir  wissen,  Relationen  von  der  Gestalt: 
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Es  ist  nun  leicht  zu  erkennen,  dass  die  hier  auftretenden 
Functionen  £liy_  der  Grössen  qpj  •  •  •  qp;.  gewissen  Bedingungen  genügen, 
welche  von  der  speciellen  Form  der  Functionengruppe: 

unabhängig  sind. 
Zunächst  ist: 

also  muss  auch  der  Ausdruck:  Sl/y.  +  Sl^i  für  alle  Werthe  von  i  und  x 
identisch  verschwinden  und  da  g)^  (x,  p)  ■  -  •  (p,  (oc,  p)  unabhängige 
Functionen  ihrer  Argumente  sind,  so  ist  das  nicht  anders  möglich, 
als  wenn  die  Functionen  Sl/y  der  Veränderlichen  (p^  ■  •  •  (fr  die  Glei- 
chungen: 

(2)  ß,„  ((p^ cp,.)  -f.  Sly..  (gOi  •  •  •  (fr)  =  0  {!,  x  =  l .  .•  /■) 

identisch  befriedigen. 

Zweitens  besteht  zwischen  je  drei  der  Functionen: 

^,{X,  p)-   ■'(pr{x,  p) 

die  Identität: 

{{^i^^)%)  +  {(fPy.(Pj)(Pi)  +  {((Pj<Pi)(Py.)  =  0; 

drücken  wir  aber  hier  die  linke  Seite  mit  Hülfe  von  (1)  durch  (pi"(pr 
aus  und  berücksichtigen  wir  wiederum,  dass  (pi{x,  p)  •  •  -  (pr(x,  p)  un- 
abhängige Functionen  ihrer  Argumente  sind,  so  erkennen  wir,  dass 
die  Slix  als  Functionen  von  (p^  -  -  •  (fr  auch  die  Gleichungen: 

(3)      i?(^.4^f+^.^+^..^)=o 

identisch  befriedigen. 

Es  gilt  demnach  der 

Satz  1.  Bestimmen  r  imahhängige  Functionen  (Pi  -  -  -  (pr  äer  Ver- 
änderlichen x^-  '  •  x-m  Pi  •  •  '  Pn  eme  r-gliedrige  Functionengruppe  und 
bestehen  in  Folge  dessen  Relationen  von  der  Form: 

(1)  (9i9^^)a:p  =  ^i>c{(Pl  "      9>r)  d,  y.  =  l  -  •  '  r), 

so  befriedigen  die  Sli^  als  Functionen  der  Grössen  q)^-  -  -  (pr  betrachtet  die 
Gleichungen  (2)  und  (3)  identisch. 

Man  kann  sich  nun  umgekehrt  r^  Functionen  Wiy.  von  (p^-  -  -  (pr 
gegeben  denken  und  kann  sich  die  Frage  vorlegen,  ob  und  unter 
welchen  Bedingungen  es  möglich  ist,  die  Zahl  n  so  zu  wählen,  dass 
es  in  den  2n  Veränderlichen:  x^-  -  -  Xn,  p^-    ■  Pn  ^  unabhängige  Func- 
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tionen:  q)i(Xj  i?)  •  •  •  (pr{^j  p)  giebt,  welche  eine  r-gliedrige  Functionen- 
gruppe bestimmen  und  dabei  gerade  in  den  Beziehungen: 

(4)  {(Pi  (p,)^^^  =  IViy,  ((p,---  (fr)  (/,  ^  =  1  •  ■  •  r) 

stehen. 

Diese  Frage  soll  im  Folgenden  beantwortet  werden. 

Eine  r-gliedrige  Functionengruppe  von  der  verlangten  Beschaffen- 
heit kann  es  dem  obigen  Satze  1  zufolge  jedenfalls  nur  dann  geben, 
wenn  die  Functionen  tVix  der  Grössen  (Pi  -  •  -  (fr  sowohl  den  Glei- 
chungen: 

(5)  tVix  +  Wy.i  =  0  (/,  X  =  1  .  .  .  r) 

als  den  Gleichungen: 

•Kn  /       diV;^  dw^.  ^^i\ 

(6)  2;(-'^ä^  +  --a.7  +  *"-3i:)  =  *' 

(/,  x,;  =  l  •••/•) 

identisch  genügen.  Diese  für  die  Existenz  einer  solchen  Functionen- 
gruppe nothwendigen  Bedingungen  sind  nun  aber  auch  hinreichend, 
das  werden  wir  jetzt  beweisen. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  r^  gegebenen  Functionen  Wiy.  der 
Grössen  (p^-  -  -  cp,-  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  identisch  erfüllen. 

Wäre  es  schon  bewiesen,  dass  in  einer  geeigneten  Anzahl  "2)1 
von  Veränderlichen:  x^  •  -  •  Xn,  Pi  •  •  ' Pn  eine  r-gliedrige  Functionen- 
gruppe: (pi{Xj  p)  •  •  •  (prioCj  p)  existirt,  für  welche  die  Relationen  (4) 
bestehen,  so  würden  wir  für  zwei  beliebige  Functionen  F  und  0  von 
(pi'  '  '  (pr  die  Gleichung: 


(7) 


^"'dl!'  3<P 


(^^)-  =  2'aJ£(9'^^«u 


^"''  dF  d^ 


2 


«*/«(«pi-<p.)g^ä^ 


erhalten.  Wissen  wir  dagegen  noch  nichts  darüber,  ob  eine  solche 
Functionengruppe:  (pi{x,  p)  -  •  -  q)r(pc,  p)  wirklich  vorhanden  ist,  und 
in  diesem  Falle  befinden  wir  uns  vorläufig  noch,  so  hat  das  Symbol: 

{F{(p^  •  •  •  9^r),     ^(9^1  •  •  •  (Pr)),p 

überhaupt  gar  keinen  Sinn.  Unter  allen  Umständen  behält  nun  aber 
der  Ausdruck,  welcher  in  der  zweiten  Zeile  der  Formel  (7)  geschrieben 
ist,  einen  Sinn;  wir  führen  daher  für  diesen  Ausdruck  ein  neues  Symbol 
ein,  indem  wir  setzen: 

(8)  '^w,.{^,...Vr)'^^l^=\FO\. 


* 
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In  diesem  Symbol:  |  |  ist  das  alte  Symbol:  (  )^^,  als  ein  besonderer 
Fall  enthalten;  wenn  man  nämlich  r  gleich  2n  wählt,  für  (p^  ■  -  •  (p^n 
bezüglich:  Pi"-  Pn,  x^  -  ■  -  Xn  schreibt  und  endlich  alle  Wiy.    ausser: 

Wn  +  1,   1  =  Wn+2,  2  =  '  '  '  ==  ^^2«,  «  =   —    1 

gleich  Null  setzt,  so  sind  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  identisch  er- 
füllt, und  wenn  U  und  V  beliebige  Functionen  von  x^  -  -  -  x^y  p^  -  -  -  Pn 
bezeichnen,  so  wird: 

Das  neue  Symbol:  |  |  besitzt  die  charakteristischen  Eigenschaften 
des  alten  Symbols:  0x2)' 

Vor  allen  Dingen  gilt  wegen:  Wi^  +  Wy.i^O  die  Identität: 

(9)  \F0\  +  \OF\  =  O, 

welche  unter  Anderm  zeigt,  dass  der  Ausdruck  \FF\  immer  ver- 
schwindet. Ferner  hat  der  Ausdruck:  \(pi(px\  offenbar  den  Werth: 
Wiy,  und  der  Ausdruck: 

in  Folge  dessen  den  Werth:  ||9?i9?x|%h  da  aber  die  Functionen 
Wiy.  {fpi'  '  '  (pr)  die  Gleichungen  (6)  identisch  erfüllen,  so  besteht  auch 
noch  die  Identität: 

(10)  \Wifp^Wj\  +  \Wy.mWi\  +  \WjfPiWA  =  0 
für  beliebige  Zahlen  ^,  ;c,  j  der  Reihe:  1,  2  --    r. 

Die  Vermuthung  liegt  sehr  nahe,  dass  eine  Identität  von  dieser 
Form  auch  für  drei  beliebige  Functionen:  F,  0,  W  von  (p^-  •  •  (pr 
besteht.  Um  die  Richtigkeit  dieser  Vermuthung  zu  beweisen,  ver- 
fahren wir  folgendermassen. 

Aus  den  beiden  Identitäten: 

dF 


ergiebt  sich  in  bekannter  Weise: 

\<PiW.F\\  -  Mq>,F\\  =  ^r  {\q„\q>.g,,\\  -  |<p.|9,,<p,||}  || 
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also  mit  Berücksichtigung  von  (10): 

(11)  Wilv^-FW  -  WA9iF\\  =  \\cp,<p4F\. 
Ebenso  erhält  man  aus  den  Identitäten: 

\(pi0\=^v\(piCpr\j^^ 
1 

1 

die  folgende: 

deren  rechte  Seite  wegen  (11)  die  Form: 

^A\'PiFWAl^^\\9<F\0\ 

annimmt;  es  ist  mithin: 

(12)  \cp,\FO\\  -  \F\q„0\\  =  \\q,,F\<l>\. 
Endlich  bekommen  wir  aus: 

r 


\F^\^^\F^A^^ 


die  Identität: 

\F\0^\\  -  \0\F^F\\  =-^\^\F\0^,.\\-  \0\F^A^ 

und   wenn   wir   hier   die   rechte  Seite   mit  Hülfe   von  (12)   umformen: 

(13)  \F\^W\\~\Q\FW\\  =  \\FQ\W\ 
oder  was  dasselbe  ist: 

(14)  ||i^0|  ^F\  +  \\^^f\F\  +  II  WF\^  =  0. 
Damit  ist  unsere  Vermuthung  bestätigt  und  wir  haben  den 

Satz  2.     Sind  die  r^  Functionen:  Wiy.  der  Veränderlichen:  (p^-cpr 
so  beschaffen,  dass  die  Gleichungen: 

Wiy.{(p^  •  •  •  9)r)  +  lVy.i{SPi  '■  '(fr)  =  0 


(15) 


"^7  dw.  dw^.  dw.,  ) 


identisch  erfüllt  sind,  und  setst  man: 
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1  •  --r 

SO  erfüllen  drei  beliebige  Functionen:  F,  ^,  W  der  q)y_  stets  die  Identität: 
(14)  \\F^W\  +  \\m¥\F\  +  \\WF\Q\=0. 

Die  Identität  (14)  ist  offenbar  eine  Verallgemeinerung  der  Jacobi- 
schen Identität. 

Nach  diesen  Vorbereitunejen  nehmen  wir  die  Beantwortung  der 
auf  S.  234  f.  gestellten  Frage  in  Angriff.  Wir  denken  uns  also  r^  solche 
Functionen  Wiy,  von  (p^-  •  -  (fr  vorgelegt^  welche  die  Gleichungen  (15) 
identisch  erfüllen,  und  fragen,  ob  es  eine  r-gliedrige  Functionengruppe: 
(Pi[Xj  p)  •  •  '  q)r{x,  p)  giebt,  für  welche  gerade  die  Relationen: 

(4)  (SPi^y):cp  =  '^iy-i^l  '■  -9r)  (>,y.  =  l.-.r) 

bestehen.  Um  diese  Frage  zu  beantworten,  gehen  wir  folgendermassen 
zu  Werke:  Wir  suchen  r  =  2ni  -\-  q  solche  unabhängige  Functionen: 
Pi  •  •  '  Fm+qj  ^i  •  '  '  Xm  von  (pi-  '  '  (fr  ZU  bestimmen,  dass  Relationen 
von  der  Gestalt: 

jp,x,|  =  1,   \PiP.4  =  iP,-x,]  =  ]x,:X.]  =  0 

stattfinden;  ist  uns  das  gelungen,  so  werden  wir  ohne  Weiteres  eine 
r-gliedrige  Functionengruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit  an- 
geben können;  wir  werden  also  finden,  dass  unsere  Frage  mit  ja  zu 
beantworten  ist. 

Verschwinden  alle  Ausdrücke  |9)/9?>;|  identisch,  so  können  wir 
sofort  2m  -\-  q  =  r  unabhängige  Functionen:  Pj  •  •  •  Pm-\-qy  X^  •  •  Xm 
von  der  gewünschten  Beschaffenheit  angeben;  wir  setzen  einfach: 
(p^  =  F^j  •  '  •  (pr  =  Fr,  dann  sind  die  Relationen:  \FiFy,\  ==  0  von 
selbst  erfüllt;   die  Zahl  m  ist  in  diesem  Falle  gleich  Null  und  q  =  r. 

Von  jetzt  ab  wollen  wir  voraussetzen,  dass  nicht  alle  \(pi(py.\  identisch 
verschwinden,  insbesondere  seien  nicht  alle  j^i^P^I  identisch  null. 

Wir  setzen  zunächst:  F^  =  tp^  und  suchen  eine  Function  F  von 
fPi  '  '  •  fpr,  welche  der  Bedingung: 

1 
genügt.     Unter   den   Lösungen   dieser   linearen   partiellen   Differential- 
gleichung   für    F   wählen    wir   irgend    eine   aus    und    nennen    sie    X^. 
Dass   dieses   X^   von   F^    unabhängig   ist,    folgt    aus    dem    identiscTien 
Bestehen  der  Relation:  \Fj_X^\  ==  1. 

Nunmehr  bilden  wir  die  beiden  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen: 
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df 


(16) 


P:/I=2^!P.SP.|^  =  0 


df 


x,f\^^.\XMf!^--o. 


Dieselben  sind  von  einander  uoabhängig,  denn  sie  haben  nicht  alle 
Lösungen  gemein,  wie  man  schon  durch  Einsetzung  von  X^  an  Stelle 
von  f  erkennen  kann;  sie  bilden  überdies  ein  zweigliedriges  voll- 
ständiges System;  mit  Benutzung  der  Identität  (14)  bekommen  wir 
nämlich: 

|PJX,/-||-|Z,|P,^||  =  ||P,Z,  1^1-11/1=0. 

Hieraus  folgt,  dass  es  gerade  r — 2  unabhängige  Functionen:  q)[---(pr-2 
von  cpi'  -  -  (fr  giebt,  welche  die  beiden  Gleichungen  (16)  befriedigen. 
Diese  Functionen  q)[  •  ■  (pr-2  sind  von  P^  und  X^  unabhängig;  denn 
wäre  etwa: 

P^  =  Sl(X^,    (pi-  '-(pr-2), 

SO  ergäbe  sich  die  widersinnige  Gleichung:  {P^X^l  =  1  =  \P^Sl\  =  0. 
Wenn  g)[--'(pr-2  gefunden  siud,  so  berechnen  wir  die  Ausdrücke: 
\(pi(Pif\.  Verschwinden  dieselben  sämmtlich,  so  setzen  wir:  P^  =  (p^'^ 
■  '  '  Pr-i  =  (pr-2  und  haben  damit  schon  das  gewünschte  Functionen- 
system:  P^  •  •  •  P„,_f_^ ,  X^-'-X,,,-^  die  Zahl  m  ist  gleich  1  und  q  gleich 
r—2.  Verschwinden  dagegen  nicht  alle  \(p!(p.J\j  was  natürlich  nur 
eintreten  kann,  wenn  r>3  ist,  so  können  wir  annehmen,  dass  zum 
Beispiel  nicht  alle:  \q)^(pj.\  gleich  Null  sind;  wir  setzen  dann:  P2  =  (pi 
und  bilden  die  Gleichungen: 
(16')  |Pi^|=0,     \XJ\  =  0,    \P,_f\  =  l. 

Um  eine  Function  /"von  g>i  ■  ■  ■  ipr  zu  finden,  welche  diese  Be- 
dingungen erfüllt,  suchen  wir  zuerst  eine  Function  W  von  g>i  ■  ■  ■  ip,. 
und  (,  welche  die  Gleichungen: 

Ä,{W)^\P,W\^0,    A,{W)  =  \X,W\=(i, 


(17) 


^,(TF)  =  |P,TF|  +  ^  =  0 


befriedigt.  Diese  drei  linearen  partiellen  Differentialgleichungen,  welche 
augenscheinlich  von  einander  unabhängig  sind,  bilden  ein  dreigliedriges 
vollständiges  System  in  den  Veränderlichen:  cpi  ■  ■  ■  q)r,  f,  denn  es  er- 
giebt  sich  mit  Benutzung  der  Identität  (14): 

AMÄW))  -  A,(A,{W))  EE  IIP^XJ  Tri  EEE  |1  TFj  =  0 
AiMW))  -  A,(Ai(W))  =  ||P,P,|  W\  =  |0  W\  =  0 

MMW))  -  Ä,(A,{W))  =  \\x,p,\  w\  =  \ow\  =  0. 
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Wären  nun  die  Lösungen  des  dreigliedrigen  vollständigen  Systems  (17) 

alle  frei  von  fj  enthielte  also  das  System  (17)  die  Gleichung:  -^  =  0, 

so  würden  die  beiden  Gleichungen:  |P^Tr|=0  und  \X^W\=0  die 
Gleichung:  \F^W\  =  0  nach  sich  ziehen  und  es  würden  in  Folge  dessen 
die  Ausdrücke:  \F.^(py'\  gegen  die  Voraussetzung  sämmtlich  verschwinden. 
Wir  schliessen  hieraus^  das  das  vollständige  System  (17)  jedenfalls  eine 
Lösung  W{(p^  '  ' '  ^r,  f)  besitzt,  welche  das  f  wirklich  enthält;  setzen 
wir  aber  diese  Lösung  gleich  einer  Constanten: 

W{(p^  •  '  '  (pr,  /^)  =  const. 

und  denken  uns  die  eben  geschriebene  Gleichung  nach  f  aufgelöst, 
so  bekommen  wir  bekanntlich  eine  Lösung  f  der  Gleichungen  (16'). 
Wir  denken  uns  auf  dem  angegebenen  Wege  eine  Lösung  der 
Gleichungen  (16')  bestimmt  und  nennen  dieselbe:  Xg;  dann  sind: 
Pj,  Xj,  Pg,  Xg  offenbar  von  einander  unabhängig  und  stehen  in  den 
gewünschten  Beziehungen: 


^^^^  '1P,P,|  =  |P,X,|  =  |X,X,|  =  0. 

Jetzt  stellen  wir  die  vier  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

(19)  |P,n  =  0,     \XJ\  =  Q,     1P2/-|  =  0,    \X,f\^0 

in  den  Veränderlichen  (p^  ■  -  -  (pr  auf.  Keine  dieser  Gleichungen  ist 
eine  Folge  der  übrigen,  was  man  sofort  erkennt,  wenn  man  in  ihnen 
dem  f  der  Reihe  nach  die  Werthe:  X^,  P^^,  Xg,  Pg  ertheilt.  Ferner 
ergiebt  sich  durch  Benutzung  der  Identität  (14)  und  der  Relationen  (18), 
dass  die  Gleichungen  (19)  ein  viergliedriges  vollständiges  System  bilden. 
Dieses  vollständige  System  besitzt  gerade  r  — 4  unabhängige  Lösungen: 
q)i  '■  -cpr—ij  welche  offenbar  auch  von  P^,  X^,  Pg,  X2  unabhängig  sind. 

Wie  man  jetzt  weiter  zu  verfahren  hat  ist  klar  und  braucht  nicht 
erst  auseinandergesetzt  zu  werden.  Genug,  es  gelingt  in  der  That 
schliesslich  2m-\-q  =  r  solche  unabhängige  Functionen:  F^  ■  -  •  Pja-j-q , 
Xj  •  •  •  Xm  von  (pi  '    '  cpr  zu  bestimmen,  welche  die  Relationen: 

(20).       |P,P,|  =  1P,X.|  =  |X,X,|  =  0  0-  +  X),     1P,X,|  =  1 

(/,  X  =  1  .  .  .  r) 

identisch  befriedigen. 

Sind  F^"-Fm^,^y  X^'-Xm  als  Functionen  von  (p^'--q)r  bestimmt, 
so  können  wir  auch  umgekehrt:  cp^-  -  •  (pr  als  Functionen  von:  Pj  •  •  • 
Fm-\-q,  Xj  •  •  •  Xm  darstellen.  Verstehen  wir  dann  unter  F  und  Q  zwei 
beliebige  Functionen  von  (Pi  •  -  -  (pr,  so  erhalten  wir: 
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l-77i-j-q 


dF    a$     ,     -i^,^  -^  ^  dF    d^ 


F<Pl  =  2  |P..P.|f^-  .^^  +  ^IX^XAJj,^  ^  + 


m+q 


+  2^2r!^ 


z. 


dF     d^  dF    d^ 

dP.  dx^      ax^  dP. 


oder  wegen  der  Relationen  (20): 

dF_    a$  dF    d^ 


I: 


Insbesondere  wird: 


wofür  wir  auch  schreiben  können: 

indem  wir  neben  F^-'-F^j^q^  X^-'-Xm,  noch  irgend  welche  in  (Pi"-(p, 
nicht  vorkommende  Grössen:  Pm-\-q+i---Pny  X,«+i---X„  als  unabhängige 
Veränderliche  einführen.  Bei  diesen  Festsetzungen  bestimmen  (p^(X,P) 
••'(pr{Xj  P)  offenbar  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  in  den  Ver- 
änderlichen X^-"Xn,  P^"'Pn  und  zwar  eine  Functionengruppe,  welche 
den  auf  S.  238  gestellten  Anforderungen  genügt. 

Damit  ist  nebenbei  bemerkt  überhaupt  jede  r-gliedrige  Functionen- 
gruppe in  2w  Veränderlichen:  X^-'-X^,  Pi"Pn  gefunden,  welche  die 
verlangte  Beschaffenheit  hat.  Sind  nämlich:  t/^^  •  •  •  i^^  solche  unab- 
hängige Functionen  von  X/.--X/,   P^'Pn,  welche  die  Relationen: 

identisch  erfüllen,  so  giebt  es  nach  Theorem  26,  S.  209  stets  eine 
Berührungstransformation  von  der  Form: 

Z=Z+  5^(Z,  P),      X/  =  a(X,  P),     P/  =  77,(X,  P) 

(i  =  l...n), 

welche:  (p^{X,  P)  -  ••  (pr(X,  P)  bezüglich  in:  jp,{X\  P')  -  ■ 'tlj,{X',  P') 
verwandelt.  Führt  man  andrerseits  auf  die  Functionengruppe:  ^^(X,  P) 
•  •  •  (pr{Xj  P)  eine  beliebige  Berührungstransformation  von  der  an- 
gegebenen Form  aus,  so  erhält  man  natürlich  stets  wieder  eine 
Functionengruppe  von  derselben  Beschaffenheit. 

Wir  erhalten  somit  das 

Theorem  37.  Soll  es  wenigstens  für  gewisse  Werthe  von  n 
in  den  2n  Veränderlichen:  x^'--Xn^  Pi  •  •  •  P^i  ^^^^  r-gliedrige 
Functionengruppe  gehen^  die  r  solche  unabhängige  Functionen: 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppeu.    II.  16 
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(Pi{x,  p)--'g)r{Xy  p)  enthält,  für  welche  Relationen  von  der  Gestalt: 
(21)  {^^"Py^xp  ==  '^^'iyi^i  •  •  •  9^r)         (^  ^  =  i  •  •  •  r) 

mit  vorgeschriebenen  Functionen  iViy.  bestehen,  so  ist  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  die  Functionen  Wi^  der  Grössen  cp^'-cpr 
die  Gleichungen: 


(22) 


^ 


0 


(/,  y.,  j  =  l-  '  -r) 

sämmtlich  identisch  befriedigen.  Sind  diese  Bedingungen  er- 
füllt und  hat  man  in  den  2n  Veränderlichen:  x^  •  ■  •  Xnj  Pi  ■  •  ■  p>i 
eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  (pi(x,  p)-"(pr(x^p),  für  welche 
die  Relationen  (21)  bestehen,  so  findet  man  alle  anderen  der- 
artigen Functionengruppen  in  2n  Veränderlichen,  indem  man 
auf:  (pi{x,  p)  ■  •  ■  (pr{x,  p)  die  allgemeinste  Berührungstransfor- 
mation von  der  Form: 

^'  =  ^  +  ^(x,  p),   xl  =  Si{x,  p),  pl  =  ni{x,  p) 

ausführt.^) 

Sind  r^  Functionen  «i^/x(9i'**9r)  vorgelegt,  welche  die  Gleichungen 
(21)  identisch  erfüllen,  so  kann  man  im  Allgemeinen  nur  durch  Inte- 
gration eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  (Pi{x,  p)^"g)r(x,  p)  finden, 
für  welche  die  Relationen  (21)  bestehen,  und  zwar  zeigen  die  obigen 
Entwickelungen,  dass  jedenfalls  nur  die  Integration  von  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  erforderlich  ist  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt:  die  Integration  simultaner  Systeme  von 
getvöhnlichen  Differentialgleichungen.  Dagegen  kann  man  ohne  Integration 
die  ganzen  Zahlen  m  und  q  finden,  welche  in  der  kanonischen  Form: 
P^"-Pm^q,  Xj^'--Xrn  dcr  Unbekannten  Functionengruppe:  (pi(x,p)'-- 
cprix,  p)  auftreten. 

Die  Zahl  q  ist  nämlich  offenbar  die  Anzahl  der  unabhängigen 
ausgezeichneten  Functionen,  welche  die  Functionengruppe:  q)i(x,p>)--- 
(prix,  p)  enthält.  Man  findet  daher  nach  S.  191  die  Zahl  q  durch 
Untersuchung  der  Determinante:  Z"  +  {(pi^^i)  '  '  •  (sprfpr)  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  durch  Untersuchung  der  Determinante: 

Wii{(p)       '       Wir((p) 
Wrl{(p)       '        WrriSp) 


")  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1888. 
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Verschwindet  diese  Determinante  nebst  allen  ihren  Unterdeterminanten 
{r  —  l)-ten,  •  •  •  (r  —  /i  +  l)-ten  Grades  identisch,  ohne  dass  alle 
Unterdeterminanten  (r  —  h)-te\i  Grades  verschwinden,  so  ist  q  gleich  h. 
Hat  man  q  bestimmt,  so  findet  man  m  aus  der  Gleichung:  2m  =  r  —  q. 
Noch  ist  zu  bemerken,  dass  man  ohne  Integration  auch  die  kleinste 
Zahl  2n  von  Veränderlichen  x-^^-Xn,  Pi"'Pn  angeben  kann,  in  welchen 
es  eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  (Pi{oc ^  p)  •  ■  -  (pr(x ^  p)  giebt,  für 
welche  die  vorgelegten  Relationen  (21)  bestehen.  Es  leuchtet  ein, 
dass  diese  kleinste  Zahl  2n  den  Werth  2(m  -\-  q)  besitzt;  in 
2n  =  2(m  -^  q)  Veränderlichen:  x^  ■  -  -  Xn,  Pi  -  -  ■  Pn  giebt  es  nämlich 
offenbar  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  von  der  betreffenden 
Beschaffenheit,  in  2n  <i2(m  -{-  q)  giebt  es  aber  keine  solche  Func- 
tionengruppe, denn  eine  (2w -f- 5)  -  gliedrige  Functionengruppe  in 
2n  <^2(m  -{-  q)  Veränderlichen:  x^-  •  -  Xn,  Pi  ■  •  -  Pn  kann  (vgl.  S.  176, 
Satz  5)  niemals  eine  kanonische  Form  von  der  Gestalt: 

besitzen. 

Die  Ent Wickelungen,  welche  zu  dem  Theoreme  37,  S.  241  geführt 
haben,  lassen  sich  zum  Theil  etwas  anders  gestalten. 

Wir  versetzen  uns  wieder  auf  den  Standpunkt  zurück,  welchen  wir 
auf  S.  238  nach  dem  Satze  2  einnahmen.  Wie  damals  denken  wir  uns  r^ 
solche  Functionen  tVix  von  cp^---(pr  vorgelegt,  welche  die  Gleichungen  (15) 
identisch  befriedigen  und  suchen  nun  r  =  2m  -\-  q  solche  unabhängige 
Functionen:  Pj  •  •  •  Pm-^q-,  Ä^  •  •  •  X^  zu  finden,  dass  Relationen  von  der 
Gestalt: 

|P,X,|  =  1,     |P,P,|  =  |P,Z,|  =  |X,X,|  =  0 
bestehen. 

Zunächst  verfahren  wir  genau  so  wie  früher;  wenn  nicht  alle  l^)«^^! 
identisch  verschwinden,  so  bestimmen  wir  wie  auf  S.  238  f.  r  solche  unab- 
hängige Functionen:   P^,   X^,  (pi--'g)r—2  von  den  qp,   dass  die  Gleichungen: 

(23)  \P,X,\  =  l,     |PiWI  =  0,     |Xi9,;|  =  0 

(x  =  l--.r  — 2) 

identisch  erfüllt  sind.  Nunmehr  aber  bilden  wir  die  beiden  Identitäten 
(vgl.  Satz  2,  S.  237): 

Ik/Wl^^il  +  lk/Ak/l  +  llA^/k/l^o 
IkiVl^il  +  Ik/^il^^/l  +  ll^iWkxl  =  0, 

welche  wegen  der  Relationen  (23)  die  Form: 

Ik/^'x'l-Pil  =  ö,     llgjfVI^il  =  0 

erhalten.  Hieraus  geht  hervor,  dass  mit  cp^' •  '  ■  (p^—2  zugleich  auch  jedes 
\q)i(py![  eine  Lösung  des  zweigliedrigen  vollständigen  Systems:  \P^f\=0, 
\X^f\  =  0   ist,  und  da  jede  Lösung  dieses  vollständigen  Systems  sich  als 

16* 
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eine  Function  von  cpi  -  -  ■  cpr—2  allein  darstellen  lässt,  so  ergiebt  sich,  dass 
Relationen  von  der  Form: 

(24)  I  cpi'cpj  I  =  WiyXcpi  •  ■  •  (pj—2)  (/,  X  =  1 . .  .  r  —  2) 


bestellen. 


Sind   nicht   alle   wi^  identisch  null,   insbesondere  etwa  nicht  alle  wi,,^ 


so  setzen  wir:  P^  =  cp^  und  suchen  eine  Function  F  von  cpi  -  '  -  cpr—^i 
welche  die  Bedingung  erfüllt: 

r— 2 
\F^F\  =  ^.  W^y.{^[  .  •  .  9'r-2)^  ==  1 . 

Ist  F(cpi'--(pr^2)  eine  Lösung  dieser  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
in  den  Veränderlichen  (p[-'-(pr—2,  so  setzen  wir:  X^  ==  F((p[--'(pr_2)  iind 
bilden  nunmehr  die  beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 


(25) 


Bf 


in  den  Veränderlichen  (p[---g)',._2'  Die  Gleichungen  (25)  sind  offenbar  von 
einander  unabhängig,  ausserdem  bilden  sie  ein  zweigliedriges  vollständiges 
System,  denn  es  ergiebt  sich: 

\P,\:!^,f\\-\x,\p,f\\  =  \\p,x,\f\  =  \if\  =  o, 

sie  haben  demnach  gerade  r  —  4  unabhängige  Lösungen:  q)i-"(p'/-.i  gemein. 
Man  erkennt  überdies  leicht,  dass  Pg^  ^21  ^i"'9^r—i  unabhängige  Functionen 
von  cp'i'-' cpr—2  sind  und  dass  jedes  \q)i'cp'y!\  sich  als  eine  Function  von 
cpi  •  •  •  cpr—ji  allein  darstellen  lässt. 

Das  Functionensystem:  cp'i  ■  •  •  (p'r—4,  behandeln  wir  nun  genau  so,  wie 
vorhin  das  Functionensystem:  cp'i  '  '  •  (p'r—2  und  indem  wir  so  fortfahren, 
gelangen  wir  schliesslich  zu  r  solchen  unabhängigen  Functionen:  Pj  •  •  • 
Prn-^-qi   Xj  •  •  •  Xrn  der  cp ,  welchc  in  den  gewünschten   Beziehungen: 

\PiXi\  =  1,     jP,P,|  =  \P,Xy]  =  \XiXy.\  =  0 

stehen.     Das  weitere  ist  dann  wie  auf  S,  240  f. 

§  63. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  behandelte  allgemeine  Problem 
wollen  wir  jetzt  etwas  specialisiren.  W^ir  wollen  nämlich  untersuchen^ 
unter  welchen  Bedingungen  es  möglich  ist,  die  Zahl  n  so  zu  wählen, 
dass  es  in  den  Veränderlichen:  x^-  •-  Xn,  Pi  •  •  P«  eine  r-gliedrige 
homogene  Functionengruppe  giebt,  welche  die  folgenden  Eigenschaften 
besitzt:   sie  soll  r  unabhängige  Functionen:  h^-'-hr  enthalten,  welche 
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in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind,   und  diese  r  Functionen 
sollen  vorgelegte  Relationen  von  der  Form: 

(26)  Q^i^yXp  =  ^^^(Jh  '  '  '  M         ^'■'  ^  =  1  •  •  •  ^) 

erfüllen. 

Soll  es  eine  Functionengruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
geben,  so  müssen  die  Functionen  Wi^  dem  Satze  1,  S.  234  zufolge  die 
Gleichunoren: 

tViy,Ql-i^  •  •  •  h)  +  ^(^y.iQh  '  '  '  M  =  ö 


(27) 


{i,  y.,j  =  l.--r) 

identisch  befriedigen.  Zu  diesen  Bedingungen  tritt  jetzt  augenschein- 
lich noch  die  hinzu,  dass  die  Wiy.  homogene  Functionen  erster  Ordnung 
von  h^  •  '  '  hr  sein  müssen. 

Sind   die   angegebenen   Bedingungen    erfüllt,    so    können   wir   uns 
nach  dem  Theoreme  37  immer,  etwa  in  den  Veränderlichen:  sCj^-'-Xnj 
Pi-"Pn  eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  cp^(x,  p)-"q)r{x,  p)  gegeben 
denken,  für  welche  die  Relationen: 
(28)  i^>^>d^j,  =  ^>yX9^i  •  •  •  %^         (/,  X  =  1  •  •  •  /•) 

bestehen.  Allerdings  brauchen  hier  (pi  -  •  •  (fr  keineswegs  homogen 
von  erster  Ordnung  in  den  p  zu  sein,  aber  es  lässt  sich  nachweisen, 
dass  es  stets  eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt: 

(29)        0'  =  0  +  si(x,p),   Xi=^i{x,p),  p;==ni{x,p) 

(i  =  1 . . . «) 
giebt,  bei  deren  Ausführung  (pi{x,  p)--'(pr{Xj  p)  in  solche  Functionen: 
H^'-'Hr  von  x^'-'-Xn,  Pi-'-Pn    Übergehen,  welche  in  den  ^'  homogen 
von  erster  Ordnung  sind.     Diese  Functionen:  H^-'Hr  stehen  dann  in 
den  Beziehungen: 

und  bestimmen  daher  eine  r-gliedrige  homogene  Functionengruppe 
von  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Will  man  das  Vorhandensein  einer  derartigen  Berührungstrans- 
formation (29)  nachweisen,  so  genügt  es,  die  Functionengruppe: 
(piixj  p)  '  ■  '  (prix,  p)  auf  eine  solche  kanonische  Form:  P^'-Pm, 
X^  •  '  •  Xq  {7«  +  9  =  r,m>o)  ZU  bringen,  dass  die  Pi  homogen  von  erster, 
die  Xi  homogen  von  nullter  Ordnung  in  (Pi"(pr  werden.  Ist  nämlich 
eine  derartige  kanonische  Form  gefunden,  so  lassen  sich  (p^"-(pr  als 
Functionen  von:  Pi  •  •  •  P«,  X^-  -  -  Xq  darstellen  und  zwar  werden  sie 
offenbar  homogen  von   erster  Ordnung   in   Pj  •  •  •  P^.     Fügt  man  nun 
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zu:  Pi  •  •  •  Tm,  X^'  "  Xq  solche  Functionen:  P„,+i  --  -  Fn,  X^+i  •  •  •  Z„ 
der  X,  p  hinzu,  dass  F^-Fny  X^-Xn  eine  2w-gliedrige  kanonische 
Gruppe  wird,  so  giebt  es  nach  Theorem  13,  S.  130  eine  Berührungs- 
transformation von  der  Form: 

^'==z  +  si{x,p),  x;  =  Xi{x,p),  p;  =  Fi{x,p) 

(i  =  l...n) 

und    diese    führt    augenscheinlich:    <Pi(x,  p) -- •  (pr(Xj  p)    in    gewisse 
Functionen:  H^--  -  Hr  von  x^ --  •  Xn\  pi  "  -  Pn   über,  welche  in  den  p 
homogen  von  erster  Ordnung  sind. 

Es  bleibt  uns  also  nur  noch  übrig,  eine  solche  kanonische  Form: 
Pj  •  •  •  P^,  X^'  '  '  Xq^  (»i-{-3  =  r,  m>o)  der  Functionengruppe:  (p-^{x^  p)-" 
(pripCjp)  zu  bestimmen,  dass  die  P  homogene  Functionen  erster 
Ordnung  von  (p^-  -  -  (pr  werden  und  die  X  homogene  Functionen 
nuUter  Ordnung.     Das  wollen  wir  jetzt  thun. 

Verschwänden  in  den  Gleichungen  (28)  alle  Wiy,{(pi--'(pr)  identisch, 
so  könnten  wir  setzen:  F^  =  cp^, -- •  Fr  =  (fr  und  hätten  daher  schon 
eine  kanonische  Form  von  der  verlangten  Beschaffenheit.  Wir  wollen 
daher  annehmen,  dass  nicht  alle  Wiy,  und  dass  insbesondere  nicht  alle 
Wu  gleich  Null  sind. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  können  wir  (p^  als  die 
Function  P^  wählen  und  müssen  nun  zunächst  eine  Function  f  von 
den  Grössen: 

bestimmen,  welche  zu:  P^  ==  q)^  in  der  Beziehung:  {q^J')  =  1  steht. 
Für  f  erhalten  wir  auf  diese  Weise  die  Bedingung: 

(30)-  ^(•Pi«4.^  =  l, 

deren  Coefficienten  {g^i'Vx)^^  offenbar  homogen  von  nullter  Ordnung  in 
cpi  •  '  •  g)r  und  daher  Functionen  von:  v^  •  •  •  Vr-i  allein  sind.  In  Folge 
dessen  ist  (30)  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
in  den  Veränderlichen:  v^-'-Vr-i*  Irgend  eine  Lösung  dieser  Differential- 
gleichung wählen  wir  als  X^. 

Nunmehr  bilden  wir  in  den  Veränderlichen:  (pi-  •  -  (pr  die  beiden 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 


(31) 


dF 


iX,F)  =  ^.iX,F)l±^0, 
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welche  offenbar  von  einander  unabhängig  sind,  und  zeigen  in  der 
bekannten  Weise,  dass  sie  ein  zweigliedriges  vollständiges  System 
bilden,  dessen  r  —  2  unabhängige  Lösungen  von  P^  und  X^  unab- 
hängig sind  und  eine  (r  —  2)-gliedrige  Functionengruppe  in  x^"'Xn^ 
Pi  -  '  '  Pn  bestimmen. 

Wären  alle  r  —  2  unabhängigen  Lösungen:  F^-Fr-^  dieses  voll- 
ständigen Systems  homogen  von  nullter  Ordnung  in  den  9?,  so  würden 
die  {FiFy)  homogene  Functionen  (— l)-ter  Ordnung  von  9>i  •  •  •  qPr,  sie 
müssten  also,  da  sie  sich  durch  F^ --  •  Fr-2  allein  ausdrücken  lassen, 
sämmtlich  identisch  verschwinden.  Wir  würden  in  diesem  Falle  setzen: 
X2  =  Fl,  •  •  •  X,_i  =  Fr-2  und  es  wäre:  P^,  X^,  Xg  •  •  •  Xr-i  eine 
solche  kanonische  Form  unsrer  r-gliedrigen  Functionengruppe,  wie 
wir  sie  suchen. 

Sind  dagegen  nicht  alle  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (31) 
homogen  von  nullter  Ordnung  in  den  g?,  so  bilden  die  Gleichungen  (31) 
zusammen  mit: 

(32)  ^.|^  +  ---  +  ^'IC  =  0 

ein  dreigliedriges  vollständiges  System,  was  man  sehr  leicht  daraus 
erkennt,  dass  die  (P^  (px)  homogene  Functionen  erster,  die  (X^  g)^)  solche 
nullter  Ordnung  von  (p^  -  •  -  (fr  sind.  Es  seien  nun:  ^2  "  '  tr-2  unab- 
hängige Lösungen  dieses  dreigliedrigen  vollständigen  Systems,  ferner 
sei  9)/  eine  Function  von  (p^-  •  -  cpr,  welche  die  Gleichungen  (31)  und 
ausserdem  noch  die  Gleichung: 

(33)  ^.|^  +  ---+^'l£  =  ^ 

befriedigt  —  dass  es  eine  solche  Function  g?/  giebt,  sieht  man  eben- 
falls sehr  leicht  ein  — ,  dann  ist: 

^17    ^2    =  ^2  9l';    •  •  •    ^r-2  =  ^r-2(Pi 

eine  Form  der  besprochenen  (r  —  2)-gliedrigen  Functionengruppe.  In 
den  Relationen: 

welche  zu  dieser  Form  der  betreffenden  Gruppe  gehören,  sind  die  Wiy. 
homogene  Functionen  erster  Ordnung  von  qp/  •  •  •  9>r— 2,  das  folgt  aus 
dem  Umstände,  dass  jedes  (pi  und  ebenso  jedes  ((piq)x)  homogen  von 
erster  Ordnung  in  (pi  •  -  -  g)r  ist. 

Behandeln  wir  jetzt  die  (r  —  2)  -  gliedrige  Gruppe:  q)^  -  ■  -  (pr-2 
ebenso,  wie  bisher  die  r-gliedrige:  (p^-  "  (pr  und  fahren  wir  in  dieser 
Weise   fort,   so   erhalten   wir   schliesslich   die   gewünschte   kanonische 
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Form;  F^-P^ny  X^  -  -  •  Xq  unsrer  r -  gliedrigen  Gruppe,  wo  die  P 
homogen  von  erster  Ordnung  in  den  (p  sind  und  die  X  homogen  von 
nullter  Ordnung. 

Nach  S.  245  f.  ist  nunmehr  bewiesen,  dass  es  unter  den  Voraus- 
setzungen, welche  wir  über  die  Functionen  W/y.  gemacht  haben,  stets 
eine  r-gliedrige  homogene  Fuuctionengruppe  giebt,  welche  r  unab- 
hängige Functionen:  \{x,p)---'hr{Xjp)  enthält,  die  in  den  Beziehungen: 

stehen  und  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind. 

Hat  man  in  den  Veränderlichen  Xi--'Xn,  Pi---pn  eine  r-gliedrige 
Functionengruppe:  \(x,  p)  • -- hr{x,  p)  von  dieser  Beschaffenheit,  und 
führt  man  auf  Ji^'-hr  irgend  eine  homogene  Berührungstransformation: 

(34)  Xi'  =  Ä  (X,  p),      pl  =  Ui  ix,  p)  (/  =  1 .  .  .  n) 

in  diesen  Veränderlichen   aus,   so    erhält   man  natürlich   in   x^  -  •  ■  Xn 
jp/-  •  'Pn    r  unabhängige  Functionen  II^{x\  p')  •  --  Hr{x,  p)^  welche 
in  den  p'  homogen  von  erster  Ordnung  sind  und  in  den  Beziehungen: 

{HiHy)^,^,  =  Wiy.{H^    •  •  '  Hr)  (/,>.=  1  ...  r) 

stehen.  Sind  andrerseits  H^{Xjp)"-Hr{x\p')  irgend  r  unabhängige 
Functionen  von  der  eben  geschilderten  Beschaffenheit,  so  giebt  es  nach 
Theorem  34,  S.  229  immer  eine  homogene  Berührungstransformation 
(34),  welche  h{x ,  p)  -  •  -  }ir{x  j  p)  bezüglich  in  H^{x\  p)-"  Hr(x\  p) 
überführt. 

Es  gilt  demnach  das 

Theorem  38.  Soll  es  wenigstens  für  gewisse  Werthe  von  n 
in  den  2n  Veränderlichen  x^-'-Xn,  Pi  ■  -  Pn  eine  r-gliedrige 
homogene  Functionengruppe  gehen,  die  r  solche  unabhängige 
Functionen:  h^(x,p)--'hr(x,  p)  enthält,  welche  in  den  p  homogen 
von  erster  Ordnung  sind  und  welche  in  Beziehungen  von  der 
Gestalt: 

(26)  Q^i^^y)xp  =  '^iy.{K  "  ■  K)  o,  x  =  i  •  • .  r) 

stehen,  mit  vorgeschriebenen  Functionen  Wiy,  so  ist  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  die  Wiy  homogene  Functionen  erster 
Ordnung  der  h  sind  und  dass  sie  die  Gleichungen: 

Wi^ih^  '  "hr)  +  WyjQl^  .  --hr)  =  0 


(27) 


identisch  befriedigen.     Sind  diese  Bedingungen  erfüllt  und  hat 
man  in  den  2n  Veränderlichen:  x^-  —  Xnj  Pi  -  -  -  Pn    irgend  eine 
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r~gliedrige  homogene  Functionengruppe:  h^{sr,  p)  -  -  -  hr(x,  p)  von 
der  betreffenden  Beschaffenheit,  so  findet  man  alle  andern  der- 
artigen Functionengruppen  in  2n  Veränderlichen,  wenn  man 
auf:  \{XjP)  •  •  •  hr{x,  p)  die  allgemeinste  homogene  Berührungs- 
transformation: 

X(  =  Si{cCj  JP),      pl  =  Riix,  p)  (^  =  l  •  •  •  n) 

in  Xj^' ' '  Xn,  Pi  • '  'Pn  ausführt,"^) 

Sind  r^  Functionen  Wiy,Qi-^" -hr)  vorgelegt,  welche  in  den  h  homogen 
von  erster  Ordnung  sind  und  die  Gleichungen  (27)  identisch  befriedigen, 
so  kann  man  jedenfalls  durch  Integration  simultaner  Syste^ne  von  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  eine  r-gliedrige  homogene  Functionengruppe 
finden,  die  r  unabhängige  homogene  Functionen  erster  Ordnung:  \(x,p) 
•"hr(x,p)  enthält,  für  welche  die  Relationen  (26)  bestehen.  Dagegen 
kann  man  stets  ohne  Integration  die  ganzen  Zahlen  m  und  q  finden, 
welche  in  der  oben  betrachteten  kanonischen  Form:  P^-Pm,  Xj^---Xq 
der  unbekannten  homogenen  Functionengruppe:  h^(x,  p)  ■  -  -  hr{x,  p) 
auftreten. 

Die  Differenz  m  —  q  ist  nämlich  absolut  genommen  gleich  der 
Anzahl  der  unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen,  welche  die  un- 
bekannte Functionengruppe:  h^(x,  p)  •  •  -  hr{x,  p)  enthält.  Absolut 
genommen  kann  daher  diese  Differenz  nach  dem  auf  S.  191  beschriebenen 
Verfahren  bestimmt  werden,  indem  man  die  Determinante: 

W-^-^Ql)       '       IVirQl) 
IVrlQl)        •       Wrr{h) 

und  ihre  Unterdeterminanten  untersucht. 

Um  nun  auch  das  Vorzeichen  von  m  —  q  zu  finden,  beachte  man 
Folgendes:  Die  ausgezeichneten  Functionen  der  gesuchten  Gruppe: 
h^{x ,  p)  '  •  '  hr{x ,  p)  sind  alle  oder  nicht  alle  von  nuilter  Ordnung, 
jenachdem  entweder  q  —  m  oder  m  —  q  positiv  ist.  Welcher  von 
diesen  beiden  Fällen  eintritt,  das  lässt  sich  auf  Grund  von  S.  219 
durch  Untersuchung  der  Matrix: 

^^llW        •       1^\r(h) 

Wrl(h)       '       WrrQl) 
\  '  hr 

entscheiden. 

Ist  die  Zahl  m  —  q  bestimmt,  so  ergeben  sich  m  und  q  selbst 
aus  der  Bedingung:  m  -{-  q  =  r. 


*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1888. 
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Abtheilung  III. 
Infinitesimale  Berührungstransformationen. 

Die  wichtigsten  Ergebnisse  des  ersten  Abschnitts  wurden  unter 
fortwährender  Benutzung  des  Begriffs  der  infinitesimalen  PunJä- 
transformationen  abgeleitet,  während  Rechnungen  mit  endlichen  Funld- 
transformationen  verhältnissmässig  selten  vorkamen.  Ebenso  sollen 
von  jetzt  ab  im  Grossen  und  Ganzen  nur  infinitesimale  Berührungs- 
transformationen benutzt  werden,  während  die  endlichen  zurücktreten. 
Es  wird  sich  zeigen,  dass  auf  diese  Weise  eine  ebenso  grosse  Ver- 
einfachung erzielt  wird,  wie  im  ersten  Abschnitt  bei  den  Unter- 
suchungen über  Punkttransformationen. 

Von  jetzt  ab  werden  einige  der  Ergebnisse  des  ersten  Abschnitts 
als  bekannt  vorausgesetzt,  allerdings  nur  die  hauptsächlichsten. 


Kapitel    14. 

Die  Form  der  infinitesimalen  Berührungstransformationen. 

In  der  ersten  Abtheilung  des  vorliegenden  Abschnitts  haben  sich 
verschiedene  Kategorien  von  endlichen  Berührungstransformationen 
ergeben;  denen  entsprechen  nun  eben  so  viele  Kategorien  von  infinitesi- 
malen. Wir  wollen  diese  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  der  Reihe 
nach  betrachten  und  ihre  allgemeine  Form  bestimmen. 

§  64 
Eine  infinitesimale  Transformation: 

xf  =  e(.,  ^,  i,)  |{  +  Jj  u,,  X,  p)  1^  +  Ji «.  (.,  X,  p)  g 

in  den  Veränderlichen  ^,  x^  -  -  -  Xn^  Pi  ■ '  •  Pn   heisst  eine  infinitesimale 
Berührtingstransformationj  wenn  sie  die  Pfaffsche  Gleichung: 

(1)  ds  —  p^dx^  —  . .  .  —  p^dXn  =  0 

invariant  lässt. 

Da  Xf  den  ^,  x,  p  die  unendlich  kleinen  Zuwachse: 

00  =  Jd^,  dxi  =  ^iöt,  öpi  =  Ttidt 
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ertheilt,  so  lässt  es  nach  Abschnitt  I,  S.  531  die  Pfaffsche  Gleichung  (1) 
dann  und  nur  dann  invariant,  wenn  der  Ausdruck: 


die  Form; 


PndXn)  =  dl  —   ^Sj  {itidXi  +  'Pidl^ 


ö{Zj  X,  p)  •  (dz  —  pj^dxi  —  ...  —  pndxn) 

besitzt,    oder  wie   wir  es   damals   ausdrückten,    wenn    eine   Gleichung 
von  der  Form: 


X(d0  —  Pi  dXi 


PndXn)  =  (3{s,  x,p){dz  — p^dXj^ 


PndXn) 


identisch  besteht. 

Wünschen  wir  daher  alle  infinitesimalen  Berührungstransfor- 
mationen X.f  zu  finden,  so  haben  wir  nur  J,  ^^  •  •  •  |„,  7t^-  -  •  it^j  ö  in 
allgemeinster  Weise  so  zu  bestimmen,  dass  identisch  wird: 

n 

(2)         d^  —  ^  (TtidXi  +  pi  d^i)  =  6{dz  —  p^  dx^ pn  dXn) . 

1 

Die  Gleichung  (2)  ist  äquivalent  mit  dem  folgenden  Systeme  von 
2n  -|-  1  Gleichungen: 


(3) 


dt 

dz 

dx, 


^k 


dL 


^^dz         '"       -^^^  dz 

dL 


=  ö 


^^dx,      ' 


dk 


Tti  =  —  api 


dp,     P'dPi 


—  Pn  ^^  =  0 


dPi 


welches  wir  offenbar  so  schreiben  können: 

d 


(4) 


g^.  (5  -  Ä^l Pn  l^)  +  ^Pi  =  ^l 


dz 

d 


^.a-i'i^i 


Pn  I«) 


li 


(t  =  !•..«); 


setzen  wir  daher: 


5  — äIi Vnln  =  —    TT, 


so  bekommen  wir: 
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^'~dp,^        ^'■"~        ex,        ^^-    dz 

i  =  Pi3p^  +"'  +  ^'^dp^         ^>       ^-- 

dW 

dz 

(/  =  !...«), 

dW 

+  ••• 

+  Pr 

dW 

-  w 

dW 

SPi 

dW 

dW 

dp,' 

st 

=  — 

dx. 

-P^   dz 
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(5) 


während  die  Function    W  vollkommen  willkürlich  bleibt. 

Dieses  Ergebniss  wollen  wir  in  einem  Satze  aussprechen: 
Satz  1.     Die  allgemeinste  infinitesimale  Berührungstransformation  in 
den  Veränderlichen  0,  x^  -  •  •  Xn,  Pi  •  •  •  Pn  hesit0t  die  Form: 
,8z 
dt 

(6)  Isx, 
dt 

WO  W  eine  willkürliche  Function  von  0,  sc^-  •  -  Xn,  p^-  •  •  Pn  hemchnet. 
Dass  (6)  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  ist  und  als  solche 
die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  p^dx^  —  •  •  •  — PndXn  =  0  invariant  lässt, 
zeigt  sich  darin,  dass  vermöge  (6)  die  Identität: 

(7)  ^^(dZ—pidX^ PndXn)^ d7^^^^ PidX^ PndXn), 

besteht. 

Die  Function  W{z^  x,  p),  durch  welche  die  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation (6)  bestimmt  ist,  nennen  wir  die  charaMe- 
ristische  Function  dieser  Transformation. 

Ist  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  vorgelegt,  etwa: 

^.dz  +  jdi  ^''  d^i  "*"  ^  ^'  'dJi' 

so  kann  man  sofort  ihre  charakteristische  Function  W  angeben,  sie 
lautet  nämlich: 

w^pA  +  ---+pA.  -g. 

Ist  umgekehrt  irgend  eine  Function  W{s^  ^f  p)  gegeben,  so  be- 
stimmen die  Gleichungen  (6)  die  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mation, welche  W  zur  charakteristischen  Function  hat*,  das  Symbol 
dieser  infinitesimalen  Transformation  lautet: 


(. 


^       dp,  jdz    '    j^  dp,  dx,        ^^  \^^i  dz  J  dp, 


oder  bei  Anwendung  des  Zeichens  [  ]: 
(6a)  [Wn-Wll- 
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Es  leuchtet  hier  unmittelbar  ein,  dass  zwei  Functionen  W^  und  TFa? 
welche  sich  nur  um  einen  constanten  Faktor  unterscheiden,  zwei  in- 
finitesimale Berührungstransformationen  liefern,  welche  äquivalent 
sind,  denn  die  Symbole: 

der  letzteren  unterscheiden  sich  imr  um  einen  constanten  Faktor. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  charakteristische  Function 
W  schon  an  und  für  sich  die  betreffende  infinitesimale  Berührungs- 
transformation repräsentirt  und  in  Folge  dessen  das  Symbol  (6a)  voll- 
ständig ersetzt.  Es  ist  demnach  ganz  berechtigt,  wenn  wir  geradezu 
von  der  infinitesimalen  Berührungstransformation   W(z,  x,  p)  reden. 

Auf  Grund  der  vorstehenden  Betrachtungen  können  wir  dem 
Satze  1  folgende  Fassung  geben: 

Theorem   39.      Jede    infinitesimale    Berührungstransfor- 


mation: 


äfc'+i/(H^+*f) 


ist  durch  die  Function: 

ihre  sogenannte  charaJcteristische  Function  vollständig  be- 
stimmt Andrerseits  ist  jede  beliebige  Function  W{p,  x,  p)  die 
charakteristische  Function  einer  ganz  bestimmten  infinitesi- 
malen  Berührungstransformation,   welche   durch    das    Symbol: 


dargestellt  wird."^) 

Beispiel.     Setzen  wir: 


{wn-w% 


so  wird; 


w 

=  yi+A' 

+  P/  + 

-'■+P^\ 

^x. 

Pi 

''^  -  0 

dt 

Vl+Px^  + 

■■■  +  PJ' 

dt 

dz 

1 

dt        yr- 

-^P^'     +     ■^^ 

+  Pn' 

(i  = 

1...«), 

*)  Der  Begriff  infinitesimale  Berührungstransformation  wurde  eingeführt  in 
der  Abhandlung  „Kurzes  Resume  mehrerer  neuer  Theorien"  von  Sophus  Lie; 
Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  S.  Mai  1872;  vgl.  auch  Math.  Ann. 
Bd.  VIII,  Göttinger  Nachrichten  Decbr.  1874,  Archiv  for  Mathematik  Bd.  1,  1876 
und  Bd.  6,  1881,  Abhandlungen  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.    1888. 
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hieraus  ergiebt  sich  die  Gleichung: 


v©"+0"+ •■+(*)' 


welche,    nebenbei   bemerkt,   aussagt,   dass   alle   Elemente  z,  x,  p  um 
gleichlange  infinitesimale  Strecken  dt  verschoben  werden. 

Wählen  wir  insbesondere  n  =  2,  so  erhalten  wir  im  gewöhn- 
lichen Räume  eine  infinitesimale  Berührungstransformation,  welche 
jedes  Flächenelement  senkrecht  zu  seiner  Ebene  um  die  unendlich 
kleine  Strecke  dt  verschiebt  (eine  infinitesimale  Paralleltransformation). 

Das  Rechnen  mit  infinitesimalen  Berührungstransformationen  ge- 
staltet sich  wesentlich  einfacher  als  das  Rechnen  mit  endlichen  Be- 
rührungstransformationen. Es  beruht  das  in  erster  Linie  darauf,  dass 
eine  infinitesimale  Berührungstransformation  durch  eine  einzige  Function 
W  der  Veränderlichen  z,  x^-  ■  -  Xn,  p^-  -  -  Pn  vollständig  bestimmt  ist, 
denn  aus  diesem  Umstände  folgt  sogleich,  dass  jedes  Bechnen  mit  in- 
finitesimalen Berührungstransformationen  auf  ein  Bechnen  mit  charaUe- 
ristischen  Functionen  hinauskommt. 

Aus  Abschnitt  I  wissen  wir,  dass  es  bei  Untersuchungen  über 
Transformationsgruppen  im  Allgemeinen  genügt,  die  infinitesimalen 
Transformationen  in  Betracht  zu  ziehen.  Hieraus  ergiebt  sich  für  die 
Behandlung  der  Gruppen  von  Berührungstransformationen  ein  ge- 
waltiger Vortheil. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  näheren  Untersuchung  der  infinitesi- 
malen Berührungstransformationen  in  ^,  x^  -  ■  -  Xn^  Pi  -  •  -  Pn  • 

Jede  infinitesimale  Berührungstransformation  in  ^,  Xj^  -  •  •  Xn, 
Pi'  •  •  Pn  erzeugt  eine  eingliedrige  Gruppe,  deren  Transformationen 
Berühr ungstransformationen  sind,  denn  sie  lassen  nach  Abschnitt  I, 
S.  530  sämmtlich  die  Pfafi'sche  Gleichung: 

d0  —  p^  dx^  —  .  .  .  —  p^  dxn  =  0 

invariant,     Lässt    umgekehrt    eine    eingliedrige    Gruppe    in    den    Ver- 
änderlichen ^,  x^'  "  Xny  Pi  •  '  ■  Pn  die  Pfaffsche  Gleichung: 
dz  —  pj^dXi •  —  PndXn  =  0 

invariant,  so  besitzt  ihre  infinitesimale  Transformation*)  dieselbe  Eigen- 
schaft.    Also : 


*)  Im  Texte  werden  überall  nur  solche  eingliedrige  Gruppen  betrachtet,  die 
von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  sind.  Es  scheint  unnöthig,  den  Ent- 
wickelungen  des  Textes  dieselbe  allgemeine  Fassung  zu  geben,  wie  in  Abschnitt  I, 
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Satz  2.  Eine  eingliedrige  Gruppe  in  dm  Veränderlichen  z,  x^-'-Xn-, 
Pi  ' ' '  Pn  ist  dann  und  nur  dann  eine  Gruppe  von  T^erührungstrans- 
formationen,  wenn  ihre  infinitesimale  Transformation  eine  Berührungs- 
transformation ist. 

Ist  W  die  charakteristische  Function  einer  infinitesimalen  Be- 
rührungstrans formation,  so  bezeichnen  wir  die  von  der  letzteren  erzeugte 
eingliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen  auch  wohl  als 
die  eingliedrige  Gruppe   W. 

Eine  infinitesimale  Berührungstransformation  reducirt  sich  dann 
und  nur  dann  auf  die  identische  Transformation,  wenn  ihr  Symbol 
identisch  verschwindet,  wenn  also  die  Zuwachse: 

(1  =  1  ••  -n) 

sämmtlich  identisch  null  sind;  hierfür  ist,  wie  man  aus  der  Gleicliuno-- 

1 
ersieht,   nothwendig   und  hinreichend,   dass    W  identisch  verschwindet. 
Sind: 

ÄJ  =  [  WJ]  -  W,  %,    AJ  =  [  w,n  -  w,  % 

die  Symbole  zweier  infinitesimaler  Berührungstransformatione]!  und 
versteht  man  unter  q,  c^  zwei  beliebige  Constanten,  so  ist  auch: 

c,AJ-^  c,A,f^  [c,  W,  +  c,  W„  f]  -  {c,  W,  +  c,  W,)  |( 

eine  infinitesimale  Berührungstransformation  und  zwar  eine  mit  der 
charakteristischen  Function:  c^  W^  +  <^2  ^2- 

Nun  sind  r  infinitesimale  Transformationen:  A^f-  •  •  A^f  dann 
und  nur  dann  von  einander  unabhängig,  wenn  es  unmöglich  ist,  r 
solche  nicht  sämmtlich  verschwindende  Constanten  q  •  •  •  c^  anzugeben, 

dass  der  Ausdruck:  c^A^f -\ [- c^^r/*  identisch  null  wird.     Folglich 

bekommen  wir  den 

Satz  3.    Die  r  infinitesimalen  Berührungstransformationen: 

W^(ß,    X,  p)'--    Wr{B,    X,   ]i) 

sind  dann  und  nur  dann  von  einander  unabhängig,  wenn  sivischen  W^--  Wr 
keine  Identität  von  der  Form:  c^  Tfi  +  •  •  •  +  c^  T^r  ^  0  besteht,  in 
welcher  die  Constanten  c.  •  -  •  Cr  nicht  sämmtlich  verschwinden. 

Soll    eine    Function    ^(z,  x,  p)    die    infinitesimale    Berührungs- 
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transformation:  [TT/"]—  TF^  gestatten,  so  ist  (Abschnitt  I,  S.  96) 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  Ausdruck: 

identisch  verschwindet.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  gestattet 
^(^,  X,  jö)  zugleich   alle  endlichen  Transformationen  der  eingliedrigen 

Gruppe:    {WfX  -  TT  |{. 

Soll  andrerseits  eine  Gleichung:  F{By  x,  p)  =  0  die  infinitesi- 
male Berührungstransformation  W{^j  x,  p)  und  demnach  auch  alle 
von  derselben  erzeugten  endlichen  Berührungstransformationen  ge- 
statten, so  ist  (Abschnitt  I,  S.  112)  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
der  Ausdruck: 

vermöge  F  =  0  verschwindet. 

Eine  Gleichung,  welche  die  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mation W{0,  X,  p)  gestattet,  ist  die  Gleichung  W=0  selbst,  denn 
der  Ausdruck: 

[WW]—  TF^ 

verschwindet  offenbar  vermöge  W  ==  0.  Umgekehrt  können  wir,  wenn 
irgend  eine  Gleichung:  0(^,  Xj  p)  =  0  vorliegt,  sofort  eine  infini- 
tesimale Berührungstransformation  angeben,  bei  welcher  sie  invariant 
bleibt,  eine  solche  ist  nämlich  die  Transformation:  ^(^,  Xj  p). 

Dass  die  Gleichung  W  ==  0  gegenüber  der  infinitesimalen  Berührungs- 
transformation W{z,  X,  p)  eine  gewisse  ausgezeichnete  Stellung  einnimmt, 
geht   noch  deutlicher  aus  der  folgenden  einfachen  Betrachtung  hervor. 

Die  infinitesimale  Berührungstransformation  W{z^  x,  p)  verwandelt 
jedes  Element  s,  x,  p  in  ein  unendHch  benachbartes:  z-\-  ^z^  x -\-  ^x, 
p  +  ^P-  Es  liegt  daher  nahe  zu  fragen,  ob  oder  wann  dieses  letztere  mit 
dem  Elemente  z,  x,  p  vereinigt  liegt.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist 
sehr  leicht.  Wir  wissen,  dass  die  vereinigte  Lage  dann  und  nur  dann 
eintritt,  wenn  die  Gleichung: 

Sz  8x  8x^ 

Jt-^^Tf ^«  IT  =  ^('^  x,p)  =  0 

erfüllt  ist.     Also  sehen  wir: 

Die  infinitesimale  Berührungstransformation  W{z^  jr,  p)  führt  das  Ele- 
ment z,  x^  p  dann  und  nur  dann  in  ein  unendlich  benachbartes,  mit  ihm 
vereinigt  liegendes  über^  wenn  es  der  Gleichung:   W{z,  x,  p)  =  0  genügt. 

Früher  stiessen  wir  wiederholt  auf  solche  infinitesimale  Trans- 
formationen   in    Sj  X,  p,    welche    die    Form    [W f]    besassen.      Diese 
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infinitesimalen  Transformationen  [TF/^]  sind  keine  Berührungstrans- 
formationeu,  denn  der  Ausdruck: 

8x^  8x^        8z 

verschwindet  für  sie  identisch,  was  nur  bei  solchen  infinitesimalen  Be- 
rührungstransformationen eintritt,  die  sich  auf  die  identische  Trans- 
formation reduciren  und  das  thun  die  [TF/"]  offenbar  nicht.  Dagegen 
steht  die  Transformation  [  Wf^  allerdings  zu  einer  gewissen  infinitesi- 
malen Berührungstransformation,  nämlich  zu 

in  naher  Beziehung,   denn   sie   ertheilt   augenscheinlich  jedem  Werth- 
system  ^,   x^  p,    welches   der   Gleichung    W  ==  0   genügt,    genau   die- 
selben   Zuwachse    wie   diese.      Mit   Berücksichtigung    von   Abschnitt  I, 
Kap.  7  und  Kap.  14  können  wir  daher  sagen: 
Die  infinitesimale  Transformation: 

und  die  infinitesimale  Berührungstransformation: 

lassen  beide  die  Gleichung  W  =  0  invariant  und  transformiren  beide 
die  Elemente  ^,  x^  p,  welche  dieser  Gleichung  genügen,  in  gleicher  Weise. 
Von  den  beiden  zugehörigen  eingliedrigen  Gruppen  gilt  dasselbe. 

Erfüllt  ein  m-gliedriges  Gleichungensystem:  ^^  =  0,  •••  0/„  =  O 
in  den  Veränderlichen  z,  x^-  -  -Xn,  Pi  •  -  •  Pn  die  Pfaffsche  Gleichung: 
d0  —  Pj^dx^  —  •••  —  PndXn  =  Oj  so  giebt  es  (vgl.  S.  41)  m  solche 
Functionen  X^  -  -  -  Xm  von  den  .0,  x,  p,  dass  die  Gleichung: 

(A)  d0  p^dX^  •  • PndXn  =  X^.d^^  -\-  '-'-{-  Xni.d^m 

für  jedes  Werthsystem  z,  x,  p,  welches:  ^^  =  0,  •  •  •  ^m  =  0  be- 
friedigt, in  den  Differentialen  dz^  dx^  •  •  •  dXn,  dp^  •  •  •  dpn  identisch 
besteht.     Machen  wir  daher  in  (A)  die  Substitution: 


so  erhalten  wir  eine  Gleichung: 
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welche  bei  beliebiger  Wahl  der  Function  W(z,  x,  p)  vermöge: 
^1  =  0,  •  •  •  ^„i  =  0  besteht.  Setzen  wir  insbesondere  voraus,  dass 
das  Gleichungensystem:  ^^  =  0,  •••  ^„,  =  0  die  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation W  gestattet,  so  verschwinden  die  m  Ausdrücke: 

sämmtlich  vermöge:  0^=0,  •  •  •  ^^  =  0  und  wir  bekommen  den 
Satz  4.     Gestattet  ein  m-gliedriges  Gleichungensystem: 

^^(^;    ^1  •  •  •  ^«?  JPl  •  •  •  Pn)  =  0  (/^  =  1  .  .  •  m), 

welches  eine  Elementmannigfaltigkeit  des  Raumes  ^,  x^-  -  -  Xn  darstellt,  die 
infinitesimale  Berührungstransformation:    W{Zj  x,  p),  so  befriedigen  alle 
Elemente  dieser  Elementmannigfaltigkeit  die  Gleichung:    W  =  0. 
Andrerseits  gilt  der 

Satz  5.  Ist  ein  m-gliedriges  Gleichungensystem:  ^^  =  0,  •  •  •  0,,,  =  0 
in  den  Veränderlichen  ^,  x^  •  -  -  Xn,  p^  •  -  ■  Pn  so  beschaffen ,  dass  alle 
{Oi^y^  vermöge:  ^^  =  0,  •  •  •  0^  =  0  verschwinden,  so  gestattet  dieses 
Gleichungensystem  jede  infinitesimale  Berührungstransformation,  deren 
charakteristische  Function  W  vermöge:  ^^  =  0,  •  •  •  0«^  =  0  verschwindet. 

Unter  den  Voraussetzungen  dieses  Satzes  verschwinden  nämlich 
(vgl.  Kap.  4,  Satz  6,  S.  91)  alle  [TF^^]  und  demnach  auch  alle: 

vermöge:  ^^  =  0,  •  •  •  Qm  ==  0. 

In  dem  Satze  4  ist  nach  der  Natur  der  Sache  m^  n  -{-  l  ,  in 
Satz  5  aber  ist  m  ^n  -\-  1.  Beschränken  wir  uns  daher  auf  den  Fall: 
m  =  n  -\-  1,  so  erhalten  wir  durch  Verbindung  beider  Sätze  den 

Satz  6.  Ein  (n -\- 1)  -  gliedriges  Gleichungensystem:  0i  =  0,  ••• 
0n+i  =  0  in  den  Veränderlichen  z,  x^  -  -  -  Xn,  Pi  •  •  •  Pn,  welches  eine 
Element-  Mn  des  Raumes  z,  x^  -  -  -  Xn  darstellt,  gestattet  die  infinitesimale 
Berührungstransformation  W{z,  x,  p)  dann  und  nur  dann,  wenn  alle 
Elemente  der  Element- Mn  die  Gleichung:   W=0  erfüllen. 

%  65. 

Unter  den  infinitesimalen  Berührungstransformationen  W{z,  x,  p) 
sind    von    besonderer   Wichtigkeit    diejenigen,    welche    nicht    blos    die 

Pfaffsche  Gleichung:  dz — p^dx^ pndXn=0  invariant  lassen, 

sondern  auch  den  Pfaff sehen  Ausdruck:    dz  — 2h^^i *  *  — PndXn 

selbst. 
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Eine  beliebige  infinitesimale  Berührungstransformation  W(2j  x^  p) 
befriedigt,  wie  wir  wissen,  die  Gleichung: 

-^{dz—p^dx^ PndXn)==  —  -^{d2—p^dx^-^ PndXn). 

Lässt  dieselbe  insbesondere  auch  noch  den  Pfaffschen  Ausdruck: 
dz  — p^dx-^  —  •  •  •  — PndXn  invariant,  so  genügt  sie  (vgl.  Abschn.  I, 
S.  531)  der  Bedingung: 

-^{dz  —  p^dx^ PndXn)  =  0. 

O  TT/" 

Das  aber  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  ^—  identisch  verschwindet, 

'  cz  ' 

wenn  also    W  von  s  frei  ist.     Damit  haben  wir  das 

Theorem  40.  Eine  infinitesimale  Berührungstransformation 
mit  der  char  alter  istischen  Function  W{z,  Xj  p)  lässt  den  Pfaff- 
schen Äusdruch:   dz  —  p^dx^ —  pndXn   dann  und  nur  dann 

invariant,  wenn  W  eine  Function  von  den  Xjp  allein  ist.  Bas 
allgemeine  Symbol  einer  solchen  infinitesimalen  Berührungs- 
transformation lautet: 

(8)  (^n  +  (i>.|j  +  ---+i>„|j-..)f, 

wo  €p  eine  beliebige  Function  von  x^--  -  Xn,  p^-  -  -  Pn  bezeichnet. 
Lässt  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  in  den  z,  x,  p 
den  Pfaffschen  Ausdruck:  dz  ~ p^dx^  —  •  •  •  —  pndXn  invariant,  so 
besitzen  auch  alle  Transformationen  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe  diese  Eigenschaft;  die  betreffenden  Transformationen  haben 
daher  nach  Kap.  5,  S.  146,  Satz  19  die  Gestalt: 

2'  =  2-i^a(x,p),   x/  =  Xi(x,p),  p;  =  B,{x,p) 
(i = 1 . .  • «) . 

Weiss  man  umgekehrt  von  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen, dass  alle  ihre  Transformationen  die  eben  geschriebene 
Form  besitzen,  so  kann  man  daraus  schliessen,  dass  dieselbe  von  einer 
infinitesimalen  BerührungstrdiR^iormdiiion  von  der  Form  (8)  erzeugt  ist. 
Bei  einer  infinitesimalen  Berührungstransformation  mit  der  charak- 
teristischen Function:  q){x,  p)  werden  die  Veränderlichen:  x^-'-Xn, 
Pi'  '  -Pn  unter  sich  transformirt  und  zwar  durch  die  verkürzte  infini- 
tesimale Transformation  (cpf).  Sehr  oft  ist  es  von  Interesse,  diese 
verkürzte  Transformation  für  sich  zu  betrachten.  Natürlich  trans- 
formirt die  von  (cpf)  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  die  Veränderlichen 
X,  p  genau  so  wie  die  von: 

erzeugte  eingliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen. 

17* 
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Die  verkürzte  iafinitesimale  Transformation  {(pf)  reducirt  sieb 
dann  und  aueh  nur  dann  auf  die  identische  Transformation,  wenn  (p 
eine  Constante  ist,  während  bei  der  infinitesimalen  Berührungstrans- 
formation: 

das  entsprechende  nur  für  g?  ^  0  eintritt  (vgl.  S.  255). 

Sollen  r  infinitesimale  Berührungstransformationen  mit  den  charak- 
teristischen Functionen:  (Pi{Xj  p)- • '(pr{Xj  p)  von  einander  unabhängig 
sein,   so   ist   nach   Satz  3,   S.  255   noth wendig   und   hinreichend,   dass 

zwischen  cp^  •  ■  •  cpr  keine  Identität  von  der  Form:  c^q)^-[ [-Crfpr^O 

besteht.     Dagegen  gilt  der 

Satz  7.     Die  verlzürzten  infinitesimalm  Transformationen: 

in  den  Veränderlichen  x,  p  sind  dann  und  nur  dann  von  einander  unab- 
hängig, wenn  (p^  -  -  •  cp,-  keine  Identität  von  der  Form: 

^19^1   +  ■  •  ■   +  (^r(Pr  ^  C  =  COnst. 

befriedigen. 

Eine  Function  v  von  x^"-Xnj  Pi-"Pn  gestattet  die  infinitesimale 
Berührungstrausformation  q){Xj  p)  dann  und  nur  dann,  wenn  der  Aus- 
druck (g)v)  identisch  verschwindet. 

Diese  einfache  Bemerkung  ist  von  Wichtigkeit,  sie  enthält  unter 
Anderm  eine  begriffliche  Deutung  der  Involutionsbeziehuug  zwischen 
zwei  Functionen  der  x,p.  Zum  Beispiel  liefert  sie  sofort  für  die  Polar- 
gruppe, welche  zu  einer  vorgelegten  m  -  gliedrigeu  Functionengruppe 
gehört  (vgl.  Theorem  20,  S.  184),  die  folgende  Definition: 

Theorem  41.  Ist:  Ui{x ,  p)  ■  •  -  Um{x ,  p)  eine  m-gliedrige  Func- 
tionengruppe, so  besteht  die  zugehörige  Polargruppe  aus  den- 
jenigen Functionen  von  x^-  --  x^^  p^  •  •  -  Pn,  welche  bei  allen  in- 
finitesimalen Berührungstransformationen  invariant  bleiben, 
deren  charakteristische  Functionen  die  Form  t(^i'--i^m)  haben. 
Die  Functionen  der  Polargruppe  verhalten  sich  jeder  einglie- 
drigen Gruppe  t  gegenüber  als  Differentialinvarianten*) 

Da  die  ausgezeichneten  Functionen  der  Functionengruppe:  u^-'-Um 
dadurch  definirt  sind,  dass  sie  zugleich  der  Polargruppe  angehören, 
so  ergiebt  sich  noch: 

Satz  8.  Die  ausgezeichneten  Functionen  einer  Functionengruppe: 
u^'  '  '  Um  sind  diejenigen  Functionen  derselben,  welche  bei  allen  infinitesi- 

*)  Vgl.  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  Februar  1875. 


Die  Form  der  infinitesimalen  Berührungstransformationeu.  261 

malen  Berührmtgstransformationen  invariant  bleiben^  deren  charakteristische 
Functionen  die  Form  tl^iii^  •  •  •  u,ri)  haben. 

Aus  diesem  Grunde  werden  wir  die  ausgezeichneten  Functionen  einer 
Functionengruppe  auch  die  invarianten  Functionen  derselben  nennen; 
man  wird  zugeben,  dass  die  letztere  Benennung  bezeichnend  ist,  was 
von  der  ersteren  nicht  behauptet  werden  kann. 

Die  infinitesimalen  Berührungstransformationen,  welche  wir  in  dem 
gegenwärtigen  Paragraphen  betrachtet  haben,  transformiren  zwar  die 
Veränderlichen  x^- -  •  Xn,  Pi"  •  Pn  unter  sich;  sie  sind  aber  noch  nicht 
die  allgemeinsten  infinitesimalen  Berührungstransformationeu  von  dieser 
Beschaffenheit. 

Wenn  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  die  x,  p  unter 
sich  transformirt,    so   ertheilt   sie   den  x  und  den  p  solche  Zuwachse, 
welche  nur  von  den  x  und  p  abhängen,  das  heisst,  ihre  charakteristische 
Function    W(3^  Xy  p)    ist  so  beschaffen,  dass  alle  2n  Ausdrücke: 
dW      dW    ,       dW 

von  z  frei  sind.     Setzen  wir  daher  zur  Abkürzung: 

dz  ' 

so  ist: 

-—==0, V  Pi-^-  =   ^ 

opi  '      ex.    '   -^    dz 

für  jedes   i  =  1  •  •  •  w.     Von  diesen  Gleichungen   zeigt  die  erste,   dass 
Sl  von  Pi  •  '  •  Pn  frei  ist;  die  zweite  zerlegt  sich  deswegen  in: 

1^  =  0        li?L  =  0 

dx^  'dz  ' 

woraus  hervorgeht,  dass  Sl  eine  Constante  ist.     Aus: 

-— -  =  Si  =  A  =  const. 

dz 

ergiebt  sich  endlich: 

W  =  As  -\-  w(Xj  p). 

Es  leuchtet  ein,  dass  auch  timgehehrt  jede  infinitesimale  Berührungs- 
transformation mit  einer  charaJcter istischen  Function  von  der  Form: 
As  +  w{Xj  p)    die  Veränderlichen  Xj  p  unter  sich  transformirt."^) 

Die  hiermit  definirte  Kategorie  von  infinitesimalen  Berührungs- 
transformationen ist  nicht  ohne  Interesse,  wenn  auch  hier  von  der- 
selben  wenig   Gebrauch   gemacht  wird.     Man   beachte   übrigens,   dass 


*=)  Archiv  for  Mathematik,  Bd.  9,  Christiania  1884. 
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eine  infinitesimale  Berührungstransformation  mit  der  charakteristischen 
Function:  Ä^  +  w(x,  p)  sich  aus  den  beiden  linear  ableiten  lässt, 
welche  0  und  w{Xj  p)  zu  charakteristischen  Functionen  haben.  Die 
infinitesimale  Berührungstransformation,  deren  charakteristische  Func- 
tion z  ist,  besitzt  die  Form: 

m  -  ^-ä7  =  -i>iä^ Pn^^-  Z-^^ 

§  66. 

Es  entspricht  vollkommen  dem  Wege,  welchen  wir  in  Kapitel  5 
eingeschlagen  haben,  wenn  wir  nunmehr  dazu  übergehen,  alle  mfim- 
tesimalen  Transformationen  in  x^"-Xnj  Pi'-'Pn  zu  bestimmen,  welche 
den  Pfaffschen  Ausdruck:  p^dx^  +  •  •  •  -\- PndXn  invariant  lassen. 

Jede  infinitesimale  Transformation: 

1  *  1  * 

in  den  Veränderlichen  Xj  p  kann  auch  als  eine  infinitesimale  Trans- 
formation in  den  Veränderlichen  s,  x^  p  aufgefasst  werden,  als  solche 
ertheilt  sie  eben  dem  z  den  Zuwachs:  8z  =  0,  Lässt  nun  Xf^  als 
Transformation  in  den  x,  p  aufgefasst,  den  Pfafi'schen  Ausdruck: 
p^dx^ -^  •  ' ' -\- PndXn  invariant,  so  lässt  es,  als  Transformation  in 
den  Zj  Xy  p  angesehen,  augenscheinlich  den  Pfaffschen  Ausdruck: 
dz  —  p^  dx^  —  •  •  •  —  pn  dxn  invariant  und  ist  unter  allen  Transfor- 
mationen von  dieser  Beschaffenheit  nur  dadurch  ausgezeichnet,  dass 
der  Zuwachs  von  z  verschwindet.  Nach  Theorem  40,  S.  259  hat  daher 
Xf  die  Form: 

wo  die  Function  9?  der  Veränderlichen  x^'-'Xnj  Pi'-'Pn  keiner  andern 

Beschränkung  unterworfen  ist,  als  dass  der  Faktor  von  -~  gleich  Null 
sein  muss.     Die  Differentialgleichung: 

welche  sich  auf  diese  Weise  für  9?  ergiebt,  lässt  erkennen,  dass  qp  in 
den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sonst  aber  ganz  beliebig  ist.    Also: 
Satz  9.     Die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  in  den  Ver- 
änderlichen x^  •  •  •  Xn,  Pi  '  •  'Pnj  welche  den  Pfaffschen  Ausdruck: 

PldXi   + \-PndXn 

invariant  lässt ^  besitzt  die  Form:  (hf),  wo  h  eine  Function  der    Ver- 
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änderlichen  x^ --  -  Xny  Pi  "  -  Pn  heseichnet,  welche  sonst  ganz  beliebig  ist, 
nur  muss  sie  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sein. 

Ist  h  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung,  so  besteht  (vgh 
Abschn.  I,  S.  530)  die  von  (hf)  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  aus  lauter 

Transformationen,  welche  den  Pfaffschen  Ausdruck:  jj^^^TiH \-PndXn 

invariant  lassen,  also  aus  lauter  homogenen  Berührungstransformationen 
in  x^'--Xnj  Pi"'Pn-  Umgekehrt  ist  jede  eingliedrige  Gruppe  von 
homogenen  Berührungstransformationen  in  den  x,  p  nothwendig  von 
einer  infinitesimalen  Transformation  (hf)  erzeugt,  wo  h  in  den  p 
homogen  von  erster  Ordnung  ist. 

Hierin  liegt,  dass  wir  nur  folgerichtig  verfahren,  wenn  wir  jede 
infinitesimale  Transformation  (hf),  in  welcher  h  die  besprochene 
Homogeneitätsbedingung  erfüllt,  als  eine  infinitesimale  homogene 
Berührungstransformation  bezeichnen.  Die  Function  /^,  durch  welche 
die  Transformation  (hf)  bestimmt  ist,  nennen  wir  natürlich  ihre 
charakteristische  Function. 

Demnach  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Theorem  42.  Die  allgemeine  Form  einer  infinitesimalen 
homogenen  Berührungstransformation  in  x^  -  •  -  Xn,  Pi  •  ■  -  Pn 
ist  (hf),  wo  h,  die  zugehörige  charaMer istische  Function,  in 
den  p  homogen  von  erster  Ordnung,  sonst  aber  eine  ganz  be- 
liebige Function  von  x^^-Xn,  Vi'-'Vn  ist  Jede  infinitesimale 
homogene  Berührungstransformation  erzeugt  eine  eingliedrige 
Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen,  andrer- 
seits ist  jede  eingliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen von  einer  infinitesimalen  homogenen  Be- 
rührung str  ans  formation  erzeugt."^) 

Ist  eine  infinitesimale  homogene  Berührungstransformation  vor- 
gelegt, etwa:  «  ^  df    .     ^     ,        .df 

1  *  1 

so  kann  man  die  zugehörige  charakteristische  Function  h  sofort  an- 
geben.    Man  hat  ja: 

^  dh     ,  ,         dh 

1^  - Pijf^  + ■  ■  ■  +  P'W^' 

nun  aber  ist  offenbar: 
also  kommt: 

^=Plil-\ \-Pnin. 


*)  Lie,  Mathematische  Annalen  ßd.  VIII,    Göttinger  Nachr.  December  1874, 
Archiv  for  Mathematik  Bd.  1,  Christiania  1876. 
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Eine  infinitesimale  homogene  Berühriuigstransformation  (lif) 
reducirt  sich  dann  und  nur  dann  auf  die  identische  Transformation, 
wenn  die  Zuwachse  von  x^"-Xny  p^-"Pn  alle  verschwinden.  In  diesem 
Falle  sind  sämmtliche  Ableitungen  von  h  gleich  Null,  aus: 

ergiebt  sich  daher,  dass  h  selbst  verschwindet. 

Soll  andererseits  die  infinitesimale  homogene  Berührungstrans- 
formation (hf)  alle  Elemente: 

'       Pn  Pn 

in  Ruhe  lassen,  so  ist  noth wendig  und  hinreichend,  dass  die  Ausdrücke: 


1  n  

8t    '  '  '    öt  '      8t 


alle  verschwinden.     Aus  -^  =  -^  =  0  ergiebt  sich  aber  wie  vorhin 

h  =  0^  also   ist  unsere  Forderung  dann  und  nur  dann  erfüllt,   wenn 
sich  Qif)  auf  die  identische  Transformation  reducirt. 

Man  sieht  sogar  noch  mehr:  Lässt  eine  infinitesimale  homogene 
Berührungstransformation  von  jedem  Elemente  x^  -  -  -  Xny  Pi  •  •  ■  Pn  den 
zugehörigen  Punkt  x^ -- -  Xn  in  Ruhe,  so  reducirt  sie  sich  auf  die 
identische  Transformation  und  h  ist  gleich  Null.  Das  ist  übrigens 
von  vornherein  klar,  da  (hf)  unter  der  gemachten  Voraussetzung  jeden 
Punkt  Xi  '  ' '  Xn  in  seiner  Eigenschaft  als  Elementmannigfaltigkeit 
stehen  lässt  (S.  170,  Satz  8). 

Sind  (hif)  und  (/ig/')  zwei  infinitesimale  homogene  Berührungs- 
transformationen mit  den  charakteristischen  Functionen  /^^  und  /ig,  so 
ist  auch: 

CiQhf)  +  c,{\f)  =  {c,\  +  c,h„  f) 

eine  infinitesimale  homogene  Berührungstransformation;  die  zugehörige 

charakteristische  Function  lautet:  eji^  +  c^h^. 

Hieraus  folgt  mit  Berücksichtigung  des  oben  Gesagten  der 

Satz  10.    Die  r  infinitesimalen  homogenen  Berührungstransformationen 

{hf)---{hrf) 

sind  dann  und  nur  dann  von  einander  unabhängig,  wenn  zwischen  ihren 
charakteristischen  Functionen  \'  -  -  hr  keine  Identität  von  der  Form: 

cji^  +  •  •  •  +  <^rhr  ^  0 

besteht,  in  welcher  die  Constanten  c^  -  •  •  Cr  nicht  sämmtlich  verschwinden. 
Ist  h^  '  •  '  hr  eine  homogene  Functionengruppe,  so  lassen  sich  die 
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Functionen  nulltet'  Ordnung  der  zugelwrigen  Polargruppen  offenbar  auch 
definiren  als  die  Functionen  von  x^-  •  •  Xnj  —  •  •  •  -^-,  welche  gegenüber 

Pn  Pn 

den  infinitesimalen  Transformationen  (h^f)-  -'(Jirf)  invariant  bleiben.  Es 
sind  daher  die  Functionen  nullter  Ordnung  der  Polargruppe  wirkliche 
Bifferentialinvarianten  gegenüber  allen  eingliedrigen  Transformations- 
gruppen (hyf). 

Unter  den  infinitesimalen  homogenen  Berührungstransformationen 
{Hf)  sind  diejenigen  besonders  wichtig,  deren  charakteristische  Func- 
tion H  in  den  p  linear  ist  und  also  die  Form: 

H  =  ^l(x^"'Xn).Pi-i h   l«(^l  '  ■  'OCn)  .Pn 

besitzt.     In  diesem  Falle  hängen  die  Incremente: 

?i  H 
dx^  =  j--öt-=  |x(^i  •'-  Xn)  .dt 

nur  von  x^  •  -  -  Xn  ab.  Es  ist  daher  die  entsprechende  infinitesimale 
Berührungstransformation  eine  infinitesimale  Punkttransformation ^  prä- 
ciser   gesagt:    die    infinitesimale   homogene   Berührungstransformation: 

[^'  iiPi,  t)  =  2*  §.-4:  -  'S  (2  y-/')  Wj 

ist  durch  Erweiterung  (Abschn.  I,  S.  550  f.)  aus  der  infinitesimalen 
Punkttransformation   ^j  ^i  -^  entstanden. 


Kapitel   15. 
Rechnungen  mit  infinitesimalen  Berühningstransformationen. 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  mehrere  Kategorien  von  infinitesi- 
malen Berührungstransformationen  betrachtet  und  ihre  allgemeine  Form 
bestimmt.  Allein  das  genügt  noch  nicht,  um  mit  infinitesimalen  Be- 
rührungstransformationen wirklich  erfolgreich  rechnen  zu  können.  Dazu 
ist  noch  zweierlei  erforderlich:  Erstens  muss  man  wissen,  was  dabei 
herauskommt,  wenn  man  zwei  infinitesimale  Berührungstransformationen 
durch  die  Klammeroperation  mit  einander  combinirt  und  zweitens  muss 
bekannt  sein,  wie  sich  eine  infinitesimale  Berührungstransformation 
verhält,  wenn  man  in  dieselbe  vermittelst  einer  endlichen  Berührungs- 
transformation neue  Veränderliche  einführt. 

Diese  beiden  Punkte  sollen  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  für  die 
drei  verschiedenen  Kategorien  von  infinitesimalen  Berührungstransfor- 
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mationen  erledigt  werden.  Wir  schlagen  aber  dabei  gerade  den  ent- 
gegengesetzten Weg  ein  wie  im  vorigen  Kapitel;  wir  beginnen  mit 
den  homogenen  infinitesimalen  Berührungstransformationen,  weil  sie 
den  einfachsten  analytischen  Ausdruck  haben  und  ausserdem  für  die 
Anwendungen  am  wichtigsten  sind;  die  allgemeinen  infinitesimalen 
Berührungstransformationen  zwischen  ^,  x^  "  -  Xn,  p^  "  - pr,  betrachten 
wir  erst  zuletzt. 

§  67. 
Sind: 

zwei  infinitesimale  homogene  Berührungstransformationen,  so  erhält 
man  durch  Klammeroi)eration  die  infinitesimale  Transformation: 

Ä,A,f-  A,AJ^  (H,{H,f))  -  (H,{HJ)), 
welche  sich  nach  S.  173  folgendermassen  schreiben  lässt: 
A,A,f~A,AJ=({H,H,)f). 

Hier  ist  {H^H^  ebenso  wie  H^  und  H^  in  den  j)  homogen  von  der 
ersten  Ordnung,  also  ist  A^A.,f  ~  A.,AJ  wieder  eine  infinitesimale 
homogene  Berührungstransformation.  Das  war  allerdings  vorauszu- 
sehen, da  (vgl.  Abschn.  I,  Theorem  93,  S.  531)  zwei  infinitesimale 
Transformationen  AJ,  ^/,  welche  den  Pfaffschen  Ausdruck: 

p^dx^  H VPadXn 

invariant  lassen,  durch  Combination  eine  infinitesimale  Transformation 
^i^^f—  ^2^if  von  derselben  Beschaffenheit  liefern.  Jetzt  aber  er- 
giebt  sich  überdies,  dass  {H^H^  die  charakteristische  Function  der 
neuen  infinitesimalen  homogenen  Berührungstransformation  ist. 

Jedenfalls  haben  wir  das 

Theorem  43.  Zwei  infinitesimale  homogene  Berührungs- 
transformationen:  {HJ)  und  (HJ)^  deren  charaJcteristische 
Functionen  he^üglich  H^  und  H^  sind,  ergehen  durch  Klammer- 
operation eine  infinitesimale  homogene  Berührungstransfor- 
mation mit  der  char  alter  istischen  Function:  {H^H^),'^) 

Sollen  die  beiden  infinitesimalen  Berührungstransformationen  A^f 
und  A^f  vertauschbar  sein,  soll  also  der  Ausdruck: 

A,A,f-A,AJ={{HJI,)f) 

identisch  verschwinden,  so  ist  nach  S.  264  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  {H^H^^O  ist,  also: 

*)  Lie,  Göttiüger  Nachrichten,  December  1874;  Archiv  for  Mathematik, 
Bd.  1,  Christiania  1876. 
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Satz  1.  Zwei  infinitesimale  homogene  Berührungstransformationen 
mit  den  charaMeristisehen  Functionen  H^  und  H^  sind  dann  und  nur 
dann  vertauschhar,  wenn  der  Ausdruck .  (If^  H2)  identisch  verschwindet. 

Führt  man  in  die  infinitesimale  homogene  Berührungstransfor- 
mation {Hf)     vermittelst  einer  homogenen  Berührungstransformation: 

X!  =  Xi{x^  "  'Xny    Pi'-  '  Pn),      Pi   ==  Pi(^i  ■  "Xnj    Pi"-  Pn) 

die  neuen  Veränderlichen  x'j  p'  ein,  so  erhält  man  nach  S.  131: 

und  zwar  wird  H  als  Function  der  x\  p'  in  den  p'  homogen  von 
der  ersten  Ordnung.  Dieses  Ergebniss  können  wir  in  Worten  so 
ausdrücken: 

Satz  2.  Führt  man  in  eine  infinitesimale  homogene  Berührungs- 
transformation mit  der  charaldcr istischen  Function  II{x^"-  Xn,  Pi"  -Pn) 
vermittelst  einer  homogenen  Berührungstransformation: 

x[  =  Xi(xj  p) ,    pl  =  Bi{x,  p)         (j  - 1  ■  • .  n) 

die  neuen    Veränderlichen  x\  p'  ein,   so  erhält  man   eine   infinitesimale 
homogene  Berührungstransformation,  deren  charahter istische  Function  aus 
H(x,  p)  durch  Einführung  der  x  ,  p'  entsteht. 
Sind  mKn  unabhängige  Functionen: 

H^{X^   "  •  Xn,  P]^-  "Pn)    •  •  •    Hy,{x^  '   '  •  Xn,   Pi   '   '  '  Pn)  , 

vorgelegt,  welche  paarweise  in  den  Beziehungen  (HiHy)  eee  0  stehen 
und  welche  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind,  so  kann  man 
(vgl.  S.  225  f.)  durch  eine  homogene  Berührungstransformation  solche 
neue  Veränderliche  x\  p    einführen,  dass  wird: 

B^{X,  p)  =  p/,    .  •  •    H,a{x,  p)  ==Pn,. 

Die  infinitesimalen  homogenen  Berührungstransformationen: 

iHJ)..-iH,„f), 

welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  mit  einander  vertauschbar 
sind,   erhalten   dann   in   den  neuen  Veränderlichen  x\  p'  die  Gestalt: 

Demnach  gilt  der 

Satz  3.  Sind  die  infinitesimalen  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen: 

(HJ)  ■  ■  ■  (H^f) 

in   den   Veränderlichen   x^  -  -  ■  Xn,  Pi  •  •  -  Pn  paarweise   vertauschhar  und 
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sind  ihre  charaUeristischen  Functionen  i/j  •  •  •  H^n  von  einander  unab- 
hängig, so  Icann  man  stets  durch  eine  homogene  Berührungstransformation 
solche  neue  Veränderliche  x\  p'  einführen,  dass  {HJ')---  {H.J')  in  die 
infinitesimalen  Translationen : 

IL        IL 
dx;'  '"  dx;^ 

übergehen;  es  leuchtet  ein,  dass  m^n  sein  muss*) 

Ist  insbesondere  m  =  2,  so  sind  die  charakteristischen  Functionen 
H^,  H^  immer  unabhängig  von  einander,  sobald  {HJ)  und  {HJ')  zwei 
unabhängige  infinitesimale  Berührungstransformationen  darstellen.  Also : 

Satz  4.  Sind  zwei  unabhängige  infinitesimale  homogene  Berührungs- 
transformationen, etwa  {HJ)  und  (H^f)  vertauschbar,  so  Jcann  man  stets 
durch  eine  homogene  Berührungstransformation  solche  neue  Veränderliche 
x',  p'  einführen,  dass  (HJ)  und  (HJ)  in  die  infinitesimalen  Trans- 
lationen: -ö — 7  und  -^L  übergehen*) 

C  X  V  X  ' 

Beispiel.     Wendet  man  auf  die  Gleichuno-: 
x^x^  +  •  •  •  +  x^x,;  -f  1  =  0 
die  in  Theorem  15,  S.  150  gegebene  Methode   an,   so   erhält  man  die 
Berührungstransformation  ; 

^i  =  —  ^^ — y    Vi  =  Xi2a^^i^^ 

,  n 

welche  für  n  =  3   in  die  Ponceletscha  Transformation  durch  reciproke 
Polaren  übergeht. 

Führt  man  nun  vermittelst  dieser  Berührungstransformation  neue 
Veränderliche  x',  p'  in  die  infinitesimalen  projectiven  Transformationen: 

Vi)        XiPy,,        Xi^XxPx 


ein,  so  wird: 


Pi  =  ^/^^x>x, 

1 

XiPy  =  —  X^cPif 
n 

Xi2^Xyp^  =p'i. 


*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  ^u  Christiania,   1872. 


Rechnungen  mit  infinitesimalen  Berührungatransformationen.  269 

Unsere  Berührungstransformation  führt  also  jede  infinitesimale  pro- 
jective  Transformation  in  eine  ebensolche  über;  insbesondere  führt  sie 
jede  lineare  homogene  Transformation:  ^CiyXiPx  in  eine  ebensolche 
Transformation  über. 

§  68. 

Wir  denken  uns  jetzt  in  den  Veränderlichen  0j  x^-'-Xn,  Pi"'Pn 
zwei  beliebige  infinitesimale  Berührungstransformationen  von  der  beson- 
deren Form: 

dl 

dz 


dz 


vorgelegt,  wo  (p  und  ip  Functionen  von  X-^^-  •  -  Xny  Pi'  •  -  Pn  bezeichnen; 
wir  wollen  die  Form  der  infinitesimalen  Transformation:  ABf —  BAf 
bestimmen. 

Da  Af  und  Bf  beide  den  Pfaffschen  Ausdruck: 
dz  —  jPi  dx^  —  '  '  •  —  Pn  dXn 
invariant  lassen,  so  muss  auch  ABf  —  BAf  dies  thun;  es  muss  also 
die  Form  haben: 
(1)       ABf-  BAf^  {wf)  +  (p,!^  +  •  ■  •  +  jv|^  -  ^<)  %, 

WO  IC  ebenso  wie  9)  und  t\)  nur  von  den  Veränderlichen  x^'  •  -  Xm 
p^-  '  '  Pn    abhängt. 

Zur    Auffindung    von    w    können    wir    die    Jacobische    Identität 
benutzen.     Durch   direkte  Ausrechnung  bekommen  wir  nämlich: 
ABf-  BAf=  (cpitf))  -  iHvf))  + 

oder,  wenn  wir  die  genannte  Identität  berücksichtigen  und  im  Faktor 

von  ~  die  sich  weghebenden  Glieder  fortlassen: 

dz  ■     ° 

ABf—  BAf  = 

^  1  1 

was  sich  auch  so  schreiben  lässt: 

ABf-  BAf=^  {i,pt)f)  +  j^i'.-^lf  -  («P*) 

^        1 

Demnach  ist  w  einfach  gleich  (cpt)* 


dz' 


dl 

dz 
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In  Worten: 

Satz  5.     Sind  Af  und  Bf  zwei  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mationen von  der  besonderen  Form: 

d(p        J\df 

dz 


Äf={<pf)  +  f^p.^-^ 


mit  den  beiden  charakteristischen  Functionen  (p{Xj  p)  und  -^{Xj  p),  so  ist: 
ABf — BAf  stets  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  von  der- 
selben Beschaffenheit  und  zwar  hat  die  zugehörige  charakteristische  Function 
die  Gestalt:  {(pip). 

Die  vorstellenden  Entwickelungen  zeigen,  dass  der  Begriff  „infinitesi- 
male Berührungstransformation"  mit  Nothwendigkeit  auf  die  Jacobische  Iden- 
tität führt.  Die  Gleichung  (l)  des  Textes  lässt  sich  nämlich  folgender- 
massen  schreiben: 


n  1 


betrachtet    man    hierin    f   als    eine    beliebige    Function    i    von    x^-  -  ■  x 
Pi  ■  ■  ■  Pn  allein,  so  erkennt  man,   dass  eine  Gleichung  von  der  Form: 

identisch  besteht,  in  welcher  w  nur  von  g)  und  i/;  abhängt.  Beide  Seiten 
dieser  Gleichung  sind  linear  und  homogen  in  den  Differentialquotienten 
von  xi  setzt  man  die  entsprechenden  Coefficienten  einander  gleich,  so 
bekommt  man  Ausdrücke  für  die  Differentialquotienten  von  w  und  kann 
sodann  w  selbst  bestimmen.  Es  ergiebt  sich:  w  =  (cpip)  -\-  const.,  womit 
die  Identität: 

wiedergefunden  ist. 

Aus  Satz  5  ergiebt  sich  mit  Benutzung  von  S.  255: 

Satz  6.  Zwei  infinitesimale  Berührungstransformationen  in  ZjX^---Xn, 
Pi-'-Pn,  deren  charalüeristische  Functionen  cp  und  ip  blos  von  den  x,  p 
abhängen,  sind  dann  und  nur  dann  vertauschbar ^  wenn  der  Ausdruck 
(9?^)  identisch  verschwindet. 

Dagegen  gilt  für  die  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen 
von  der  Form  {g)f)  der 

Satz  7.  Die  beiden  infinitesimalen  Transformationen:  (cpf)  und 
(tl^f)p  in  welchen  (p  und  ^  Functionen  von  x^-  -  -  x»,  Pi  -  •  ■  Pn  bedeuten  ^ 
sind  dann  und  nur  dann  mit  einander  vertauschbar^  wenn  der  Ausdruck 
{(pip)  sich  auf  eine  Constante  reducirt. 
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In  der  That,   sollen   die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

in   den   Veränderlichen    x^  -  '  -  Xn^  Pi  '  •  ' Pn    vertauschbar    sein,    so   ist 
noth wendig  und  hinreichend,  dass  der  Ausdruck: 

AAf-  AAf=  i(9^i9>2)n 
identisch  verschwindet,  das  aber  tritt  nach  S.  260  dann  und  nur  dann 
ein,  wenn  ((Pi(p2)  gleich  einer  Constanten  ist. 

Führt  man  in  eine  infinitesimale  Berührungstransformation: 


sf==(^n  +  (^p^lf;-^) 


dz 


=  [(pnzxp  —  9^j-^ 


vermöge   einer  Berührungstransformation  von  der    besonderen  Gestalt: 
^'  =  ^  -|-  ^(x,  p),      Xi'  =  Xi(x,  p),      p'i  =  Ti{x,  p) 

(/•  =  1  .  .  .  n) 

die  neuen  Veränderlichen  ^',  x-^'--Xn,  Pi'--Pn  ein?  so  bekommt  man 
zunächst  (vgl.  S.  123,  Satz  5): 

Wl  \zxp  —  UPI  \zxp  y      dz~dz'dz~dz' 
also  wird: 

Wf^Xp     —     9^-^    =    ISPfVx'p-     —     (P^,y 

man  erhält  also  in  den  neuen  Veränderlichen  eine  infinitesimale 
Berührungstransformation,  deren  charakteristische  Function  nur  von 
den  x\  p'  abhängt  und  aus  (p  dadurch  entsteht,  dass  man  an  Stelle 
der  Xy  p  die  x\  p'  einführt.     Es  gilt  also  der 

Satz  8.      Werden  in  die  infinitesimale  Berührungstransformation : 


i^ip^y  P)>   f)xp  +  i  ^i'-ä^  —  "P  ) 


dz 


vermöge  einer  Berührungstransformation  von  der  Gestalt: 

z  =  B  -\-  Sl{x,p)y      x!  =Xi{Xjp),    p!  =  Pi{x,p) 

(t  =  1  .  .  .  n) 

die  neuen    Veränderlichen  ^',  x^  -  -  -  Xn  ,  Vi  '  '  '  Pn    eingeführt,  so  ergiebt 
sich  eine  infinitesimale  Berührungstransformation: 
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deren  cJuiraMeristiscJie  Function  ip{x\  p')  aus  (p{Xj  p)  durch  Einführung 
der  neuen  Veränderlichen  entsteht. 

§  69. 

Die  Theorie  der  allgemeinsten  endlichen  Berührungstransforma- 
tionen in  ^,  iCi  •  •  ■  Xn,  2h  •  •  '  Pn  deckt  sich,  wie  wir  wissen,  mit  der 
Theorie  der  endlichen  homogenen  Berührungstransformationen  in  2/i  '  *  * 
yn-\-ij  Qi---Qn-\-i'-,  denn  nach  S.  139  f.  erhalten  wir  aus  der  allgemeinsten 
homogenen  Berührungstransformation  in  «/^  •  •  •  yn-^i,  Qi  ■  -  •  ^n-\-i  die  all- 
gemeinste Berührungstransformation  in  0^  ^i  '  '  •  Xnj  p^-  •  •  Pny  wenn 
wir  berechnen,  in  welcher  Weise  jene  allgemeinste  homogene  Be- 
rührungstransformation die  Veränderlichen: 

q. 

(2)  s  =  yn+i,  Xi  =  yi,  pi  =  —  —^        (*  =  1  ...n) 

unter  einander  transformirt. 

Es  lässt  sich  voraussehen,  dass  auch  die  allgemeinste  infinitesi- 
male homogene  Berührungstransformation  in  y^  •  ■  •  2/«+i;  Qi  '  '  '  Qn-i-i 
die  Veränderlichen  0,  x^  -  •  ■  Xn,  Pi  ■  -  •  Pn  in  derselben  Weise  trans- 
formirt, wie  die  allgemeinste  infinitesimale  Berührungstransformation 
in  Zj  x^-  ■  ■  Xnj  Pi  '  ■  •  Pn-  Das  werden  wir  zunächst  durch  Rechnung 
bestätigen  und  sodann  aus  den  Sätzen  des  §  67  über  infinitesimale 
homogene  Berührungstransformationen  die  entsprechenden  Sätze  über 
die  allgemeinen  infinitesimalen  Berührungstransformationen  in  0,  Xj^---  Xn, 
Pi  •  '  '  Pn  ableiten. 

Es  sei  H  eine  beliebige  Function  von  2/1  *  *  *  yn+i,  ^1  •  •  •  Qn+iy 
welche  in  den  q  von  erster  Ordnung  ist,  so  dass  also  (Hf)yq  eine  in- 
finitesimale homogene  Berührungstransformation  in  den  y,  q  darstellt. 
Wollen  wir  die  Zuwachse  finden,  welche  die  Veränderlichen: 

q. 

(2)  0  =  2/„+i,  Xi  =  yi,  Pi  =  —  — ^       (i  =  1 . . . «) 

bei  der  infinitesimalen  Transformation  (Hf)yq  erhalten,  so  brauchen 
wir  nur  den  Zuwachs  zu  berechnen,  welchen  eine  ganz  beliebige 
Function  F  von: 

-9',  -^rt 

Vn+U    Vi   "-yn, ,    •  •  • 

bei  {Hf)yq  erhält;  es  wird  sich  ergeben,  dass  dieser  Zuwachs:  {HF)yq 
nur  von  0^  x^-  -  ■  Xn,  Pi'  -  •  Pn  abhängt. 
Wir  können  setzen: 

—  Q.  —  Q.  \ 

Vn+U    yi  "-Vn,    --    ,    •••    ^), 
%-\-l  9'„_j-i  / 


dz  ' 


Reclinungen  mit  infinitesimalen  Berührungstransformationen.  27^ 

wo  TFeine  beliebige  Function  seiner  Argumente  bezeichnet;  dann  wird: 

Hier  ist  in  Folge  der  Relationen  (2)  zunächst: 

und  andrerseits  (vgl.  S.  143f.): 

folglich  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

(4)  {HF\,  =  \_WFl^,-  W 

die  identisch  besteht,  wenn  F  eine  beliebige  Function  der  Grössen  (2)  ist. 
In  (4)  aber  stellt  der  Ausdruck  rechter  Hand  wirklich  die  allgemeinste 
infinitesimale  Berührungstransformation  in  den  0,  x,  p  dar,   denn    W 
ist  ja  eine  beliebige  Function  der  ^,  x,  p. 
Damit  haben  wir  den 

Satz  9.  Sind  H  und  F  beliebige  Functionen  von  y^  ■  -  -  2/^+1 , 
^1  •  •  •  9'n+i?  >^w^  H  homogen  von  erster  Ordmmg  in  den  q  und  F  homogen 
von  mdlter  Ordmmg,  seist  man  ferner: 

und  definirt  man  endlich  die  Grössen  0,  x^  •  ■  •  Xn,  p^-  -  •  p^  durch  die 
Gleichungen: 

z  =  yn+i,  x^  =  y,,  ...  Xn=yn 

so  besteht  die  Relation: 

identisch. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  folgendermassen  aussprechen: 

Satz  10.     Die  allgemeinste  infinitesimale  homogene  Berührungstrans- 

formation  in  den  Veränderlichen:  y,  •  ■  -  2/«+i,  q,  -  ^  -  g„+i  transformirt  die 

Veränderlichen : 

^  =  2/«+i,    ^^•  =  Vh  Pi  =  TT^ 

(j  =  1  .  .  .  w) 

genau  so  wie  die  allgemeinste  infinitesimale  Berührungstransformation 
in  0,  ^1'  -  '  ^n,  Pi"  'Pn  tmd  zwar  transformirt  die  infinitesimale  homo- 
gene Berührungstransformation  {Hf%q  die  z,  x,  p  durch  die  infinitesi- 
male Berühnmgstransformatimi : 

Lie,  Theorie  der  Transformatiousgruppen.    II.  Ift 
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wo  die  charaUeristische  Function   W{Zj  x,  p)  mit  der  cliaralcteristischen 
Function  H(yj  q)  durch  die  Gleichung: 

verknüpft  ist. 
Sind: 
[W,Fl.,-  TT.If  =  I?,F,      [W,Fl.,-W,^-^^B,F 

zwei  infinitesimale  Berührimgstransformationen  m  s,  x^---  Xn,  Pr"Pny 
so  lässt  auch:  13,B^F  —  B^B.F  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  p^dx^  —  .,.—.  p^dxn  =  0 
invariant   und  ist   daher   eine  infinitesimale  Berührungstransformation, 
kurz,  es  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form: 

B,B,F-B,B,F^[VFl.,-V^/^- 

Wir   wollen    die    charakteristische   Function    F,    welche    nur    von 
W^  und    TFg  abhängen  kann,  wirklich  berechnen. 
Setzen  wir: 

-  2n+l  T^l(^;    ^,  P)  =  ^My>    2);    -  Qn+1  W,{0,    X,  p)  =  H^{y ,    Q) 

und  ferner: 

{HJX^^AJ,{H,fX^^A,f, 

und  verstehen  wir  unter  F  eine  beliebige  Function  der  s,  x,  p,  so  ist 
nach  Satz  9,  S.  273  identisch: 


AF==  {H.FX^  =  [F. FW  -  ^i|f  =  ^1^ 
A,F=  {H,FX^  =  [W,FX^^  -  W,^-l  =  B,F, 


(5) 

also  folgt: 

A^A^F  -  A,A,F=  B,B,F  -  B,B,F, 

oder  (vgl.  S.  173): 

{{H,H,)F\^=^B,B,F-B,B,F. 

Nun  ist  {H^H^      homogen  von  erster  Ordnung  in  den  q,  also  können 
wir  setzen: 


^^'^'^''    =  -"B^Z,    X,'  '  '  Xn,  P,'  "  Pn) 


und  bekommen  nach  Satz  9,  S.  273 


=  BiB^F  —  B,B,F, 
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das    heisst     die     oben     definirte    charakteristische    Function     V    ist 
gleich  2Ö. 

Um  2B  direkt  durch  W^  und  W2  auszudrücken,  beachten  wir,  dass: 


'yq  \       17  -i'^-r^    ■■  -iJyq 


dH, 


ist.     Aus  dem  Satze  9  ergiebt  sich  wiederum: 
folglich  wird: 


'O' 


«■'■■'..  =-,w.w.+w,'^  +  -^.^.w. 


''^p^  ^^1   dz         ^2   ^^ 


=   -["^1^2L.+    "f^l^^-^2^ 


und: 

2   ^, 


2ö  =  [Tr,TFa.^-(M-,^-Tr, 


In  Worteii  ausgedrückt  lautet  dieses  Ergebniss: 
Theorem  44.    Sind: 

zwei  infinitesimale  Berührung stransformationen  in  den  Ver- 
änderlichen z,  x^-'-Xn,  Pi-'-Pu)  'mit  den  leiden  charahteris- 
tischen  Functionen:  TTj  (^,  x,  p)  und  W^iß,  x,  p),  so  ist  auch: 
B^B^F —  B^B^F  eine  infinitesimale  Berührungstransformation 
und  zwar  eine  mit  der  charaMer istischen  Function: 

m  (.,  x,p)^[  TF,  w,i^^  -  ( w^.  ^-5  -  w,  ^) , 

so  dass  B^Bc^F  —  B^B^F  die  Form  besitzt: 

Untersuchen   wir  jetzt,   wie  sich   eine  infinitesimale    Berührungs- 
transformation: 

[WF]„.„-W^-^ 

verhält,  wenn  in  ihr  an  Stelle  der  z,  x,  p  vermöge  einer  Berührungs- 
transformation: 
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(5a)      z  =  Z{z,  X,  p),    x;  =  Xi{z,  x,  p),    p^  ==  Pi(z,  x,  p) 

die  neuen  Veränderlichen  0\  x\  p    eingeführt  werden. 
Nach  Kap.  5,  Satz  5,  S.  123  ist: 

wo  Q  aus  der  Identität: 

dZ  —  F^dX^  _  . . .  _  TndXn  =  q{cU  ~  p^dx^  _  . . .  _ p^dxn) 
zu  entnehmen  ist.     Ferner  wird: 


dz         dz' 


'''dz  "•"  ^'  arc/*  a^  "1"  ^'  ap/*  a^?  ' 


es  ist  aber  (vgl.  Kap.  5,  Satz  18,  S.  145): 


(6) 


a<__ 

'dT~ 

=  —  ~"  [QPi]^,x,p  =   "   [QPil\r\p 


[QXi\a:,p  ==   —   [QX/y^ 


x,p 


dz 


0  =  1  ••  .«), 


also  bekommen  wir: 


dF 


dF        dF  f  p      ,  ,  'STi  o-fr       ^^ 

Ji  ==  dz'    { ^  —  [^^  ]a  -'>p'  1  -  ^^  a<  [^^'-  ]'''  -''  ^'  ~ 


oder: 


^'  ^  [^J^H/,  x,  p' 


aF        ai^     ,  ^-, 

ä7  =  ^äZ-[^^]^>''^'- 


Nunmehr  ergiebt  sich: 


dz' 


was  folgendermassen  geschrieben  werden  kann: 

Also: 

Theorem  45.    Führt  man  in  eine  infinitesimale  Berührungs- 
transformation: 

mit  der  charaJcteristischen  Function   W{z,  x^p)  neue  Veränder- 
liche z  ,  x\  p    ein  vermöge  einer  Berührungstransformation: 
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(5a)         z  =  Zip,  X,  p),  X-  =  Xi{2,  X,  p),  pi  =  Fi{z,  x,  p) 

so  erhält  man  in  den  z\  x  ,  p    stets  ivieder  eine  infinitesimale 
Berührungstransformation: 

Die  charalcteristische  Function:  SB(-2'',  ^\p')  dieser  letzteren  hat 
die  Gestalt: 

SB(^',  x\  p)  =  q{z,  X,  p)  .  W(z,  X,  p), 

ivo  Q{Zy  X,  p)  durch  die  Identität: 

dZ—^  FidXi  =  Q{dz-  ^pidx,  \ 

definirt  ist*) 

Der  eben  bewiesene  Satz  soll  jetzt  noch  auf   andere  Weise  abgeleitet 
werden. 

Es  sei: 

irgend  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  in  den  Veränderliehen 
z,  x^'  '  '  Xn^  p^'  '  '  Pn  und: 

(7)  z  =  Z{z,  X,  p),  xl  =  Xi{s,  X,  p),  p'i  =  Pi{z,  X,  p) 

sei  irgend  eine  endliche  Berührungstransformation. 
Setzen  wir: 

—  Q.- 

(8)  Z  =  ?/„+!,    Xi  =  T/iy  Pi  == '  (,;  =  1  .  .  .  n) 

und  ausserdem: 

—  Qn+l  •  W  Ujn-\-U    Vl-'-Vn,     -— ^  '  '  ' ^)   =  H{y ,    q)  , 

SO  wird  nach  Satz  10,  S.  273: 

(9)  {WF].,^.P  -  >^  ^al  =  iHF),j, , 

WO  der  Ausdruck  rechter  Hand  die  ?/,  q  natürlich  nur  in  den  Verbin- 
dungen (8)  enthält.  Nun  transformirt  die  Berührungstransformation  (7) 
die  Grössen  (8)  genau  so, -wie  eine  gewisse,  nach  S.  141  leicht  angebbare 
homogene  Berührungstransformation : 

(7')  2//  =  y^v^y,  q),  qv  =  Qy{y,  q)        (v  =  i-.-n+i) 

in  den  Veränderlichen  «/^  •  •  •  yn+iy  Qi  '  '  '  Qn-^i-  Wünschen  wir  daher  zu 
wissen,   wie  sich  die  linke  Seite  von  (9)  bei  Ausführung  der  Berührungs- 


0  Lie,  Abhandlungen  der  Kgl.  Sächsischen  Ges.  d.  W.  Bd.  XIV,  Nr.  12. 


278  Kapitel  15,  §§  69,  70. 

transformation  (7)  verhall,   so  brauchen  wir  blos  in  die  rechte  Seite  von  (9) 
vermöge    der    homogenen    ßerührungstransformation    (7')    die    neuen    Ver- 
änderlichen y\  q'  einzuführen  und  dann  zu  berücksichtigen,  dass  die  y'y  q 
mit  den  z  ^  x'j  p'  durch  die  Relationen: 

—  q.' 

(8  )  0'  =  y'n+iy  xl  =  y-j  pl  =  -7—^  (*  =  i .  • . n) 

verknüpft  sind. 

Bei  Ausführung   der  homogenen  Berührungstransformation  (7')  erhält 
der  Ausdruck:  {HF)y,^   nach   S.  131   die  Gestalt: 

Nun    wird  U  als  Function   der  y' j  q     betrachtet   in   den   q    homogen   von 
erster  Ordnung   und  F  homogen   von   nullter  Ordnung,    setzen   wir   daher: 

TI=  —  qn+i  •  SB  (2/;+!,    2//  •  •  •  Vn,    -r^ -7^)  , 

so  ergiebt  sich  mit  Benutzung  des  Satzes  10,  S.  273: 

(HPV,.  =  [SBn',.',y-3Bf|', 

also  nimmt  die  linke  Seite   von  (9)   bei  Ausführung   der  Berührungstrans- 
formation (7)  die  Form: 

[WF],,,,,  -W^-^=  mn.;.;^  -  äB  ^ 

au.     Zwischen  2B  und   W  besteht  die  Gleichung: 

SB(/,  x\p')^^^W{z,  x,p), 

wo    der   Ausdruck   —, —    augenscheinlich    eine   Function    von    ^?,    iCj  •  •  •  rr„, 

Pi  '  '  '  Pn  allein  ist  und  zwar  ist  er  nach  S.  140  f.  gleich  derjenigen  Function 
q{Zj  Xf  p)f  welche  durch  die  Identität: 


d 


Z  —  y^  PidXi  ^  q(2,  X,  p)  'Idz  —  ^ PidXi  1 


definirt  ist.     Folglich  haben  wir: 

2ß(^';  ^\  P)  ==  9{p,  ^,  P)  '  'Wiz,  X,  p), 

damit   aber   ist   der   versprochene   neue   Beweis   des   Theorems  45,   S.  276 
geliefert. 

§  70. 

Die  Wichtigkeit  der  Jacobischen  Identität  rechtfertigt  es,  wenn 
wir  hier  einer  begrifflichen  Deutung  dieser  Identität  Platz  gewähren. 
Allerdings  finden  die  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  im  Folgenden 
keine  Verwerthung. 
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Die  infinitesimale  Transformation  ((pf)xp  in  den  Veränderlichen 
x^-'-Xn,  Pi"'Pn  erzeugt  eine  eingliedrige  Gruppe,  deren  endliche 
Transformationen  folgendermassen  lauten: 


(10) 


x{  =  Xi  +  y(9>^4,.  +^2(9^(9^^0)^^  +  •  •  • 
vi  ==  Vi  +  \(SP^l)xp  +-^^('p('PPl)lp  +  ■'• 

WO  6  den  Parameter  der  eingliedrigen  Gruppe  bezeichnet. 

Verstehen    wir    nun    unter   u'   und    v'    beliebige   Functionen    von 
Xi---Xn,  Pi"-Pn,  SO  besteht  nach  S.  131   vermöge   der  Transfor- 
mationsgleichungen (10)  die  Relation: 
(11)  {uV%'p'  =  {uv):,p 

identisch.  Drücken  wir  daher  in  der  vorstehenden  Gleichung  auf 
beiden  Seiten  die  x\  p'  vermöge  (10)  durch  die  x,  p  aus,  so  entsteht 
eine  Identität,  welchen  Werth  der  Parameter  a  auch  haben  mag. 

Ist  ^  eine  beliebige  Function  von  x^---Xnj  Pi  •  ■ ' Pn  und  ßr' 
dieselbe  Function  von  rr/ •  •  •  Xn,  Pi  -  •  -Pn,  so  besteht  nach  Abschn.  I, 
S.  52  vermöge  (10)  die  Gleichung: 

oder  wie  wir  unter  Anwendung  einer  leicht  verständlichen  Abkürzung 
schreiben  können: 

Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  einerseits: 

iu'v').'p  =  (uvU  +  i(9'(««'))ip  +  •  •  •  +  i^MMYJp  +  ■■■ 

Andererseits  aber  wird: 

{uV%,  =  («  +  -f(9'<  +  ---,v  +  j-{cpv)l^  +  ■  ■  •)^^ 

=  inv^p  +  ilHv^Y)  +  ((<?»)'«)}  +  •  •  • 

m 

Hier  hat  der  Coefficient  von  —^  die  einfache  Form: 


.(m  — 1).. 


(icpuy'^-'((pvy)  +  ---  +  (u{cpv)-), 


'    1.2 

mit    den    bekannten    Binomialcoefficienten ;     sind    nämlich    x    und    l 
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bestimmte  positive  ganze  Zahlen,  so  kommt  in  der  Reiheneutwickelung 
von  (i/v%p  nur  ein  einziges  Glied  von  der  Form: 

vor  und  dieses  Glied  ist  offenbar  mit  dem  Zahlenfaktor: 

Jl     L  =  __i__    (h  +  l)(^  +  1-  i) .  . .  (h  H-  Z  -  X  +  1) 

h!      II  (h  +  l)\  *  ^i  

^         1  (h  +  0(h  4-  ^  -  1)  •  •  '  (h  +  Z  -  Z  +  1) 

(H  +  0!*    ^^  Z! 

behaftet. 

Setzen  wir  die  gefundenen  Ausdrücke  für  (u'v'^'p'  und  (ti'v%p  in 
die  Gleichung  (11)  ein,  so  müssen  wir  eine  Identität  erhalten,  welchen 
Werth  auch  das  f  haben  mag,  wir  erkennen  somit,  dass  zwischen  den 
drei  beliebigen  Functionen  9,  u,  v  der  Veränderlichen  x^'--Xn,  p^-'-pn 
die  folgenden  unendlich  vielen  Identitäten  bestehen: 

i(p(uv))-^  =  {(qniy'^v)  +  y((9^«^)— i(g)^)0  + 

(/n  =  l,  2,3-  •  .). 

Die  erste  dieser  Identitäten  ist  die  uns  schon  bekannte  Jacobische 
Identität: 

{(p(iiv))  =  i{(pu)v)  +  (uiqjv)), 

die   übrigen   sind,    wie   man   sich  leicht  überzeugen  kann,   sämmtlich 
Folgen  der  Jacobischen  Identität. 

Die  Jacobische  Identität  ist  demnach  eine  unmittelbare  Consequenz 
der  Thatsache,  dass  der  Klammerausdruck  (uv%p  sich  gegenüber  jeder 
Transformation: 

X/  =  Xi{x,  p) ,         pl  =  Fi {X,  p)  (/  =  1  .  .  .  n) 

invariant  verhält,  bei  welcher  die  Functionen  X  und  P  in  kanonischen 
Beziehungen  stehen. 

Wählt  man  die  oben  vorkommende  Grösse  s  unendlich  klein, 
gleich  dt,  so  dass  die  Transformation  (10)  mit  der  infinitesimalen 
Transformation  {(pf)xp  zusammenfällt,  und  vernachlässigt  man  in  den 
obigen  Rechnungen  alle  Potenzen  zweiter  und  höherer  Ordnung  von 
8t,  so  kann  man  das  gefundene  Ergebniss  auch  folgendermassen  aus- 
drücken: 

Die  Jacdbische  Identität,  welche  zwischen  drei  heliehigen  Functionen 
u,  V,  (p  der  Veränderlichen  x^-'-Xn,  Px"'19n  lesteht,  sagt  aus,  dass  der 
Klammerausdrucl  (uv)^p  sich  gegenüber  jeder  infinitesimalen  Transfor- 
mation von  der  Form:  {(pf)xp  invariant  verhält 
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Damit  ist  eine  begriffliche  Deutung  der  Jacobischen  Identität 
gewonnen.  ^) 

§  71. 
Wir  betrachten  hier  einige  Verallgemeinerungen  des  Poissonschen 
Satzes   (s.   S.  173).     Dieselben  finden   übrigens   in   diesem   Abschnitte 
keine  Anwendung. 

Man  kann  fragen:  Wann  gestattet  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung: 

Af^{uf)  =  0 

in  den  Veränderlichen  x^-  -  -  Xnj  p^-  -  -  j)n   die  infinitesimale  Transfor- 
mation: {vf)  ==  Bf? 

Die  Antwort  ist  leicht  zu  geben.  Nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  ist  (Abschnitt  I,  S.  140)  das  Bestehen  einer  Relation  von 
der  Form: 

ABf~BÄf  =  X{x,p)'Af, 
es  muss  also  sein: 

(uivf))  -  {v(uf))  =  i(uv)f)  =  A  •  (uf). 

Diese  Bedingungsgleichung  zerlegt  sich  in: 

d(uv)  du_  c(uv)  du 

dx..    ~     dx,.'         dp.    ~     dj. 

es    muss    also    A    und    demzufolge    auch    (iiv)    eine    Function    von    ii 
allein  sein. 

Satz  11.  Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  (uf)  =  0  in 
den  Veränderlichen  x^-  •  •  Xn,  2h  •  •  '  Pn  gestattet  die  infinitesimale  Trans- 
formation (vf)  dann  und  nur  dann,  wenn  (uv)  eine  Function  von  u 
allein  ist. 

•  Leicht  zu  erledigen  ist  auch  die  allgemeinere  Frage:  Wann  gestattet 
eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  (Pj ,  /")  =  0  in  den  Veränderlichen 
^1  •  •  •  ^w;  Pi-  '  'Pn  die  infinitesimale  Transformation: 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  führt  man  kanonische  Veränderliche 
Xj  •  •  .  X„,  F^'  '  '  Pn  ein,  in  denen  [P^f)  =  0  die  Form: 

annimmt.     Ist  nun: 


^)  Vgl.  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  Math.  Ann.  Bd.  XVI. 
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so  ergiebt  sich  ohne  weiteres  als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung, 
dass  «2  •  •  •  ««,  ßi  '  '  '  ßn  vo^  ^1  fi'^i  sö^^  müssen. 

Ist  w  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (uf)  =  0  und  ist 
(^uf)  eine  infinitesimale  Transformation,  welche  die  Gleichung  (tif)  =  0 
invariant  lässt,  so  ist  auch  (vw)  eine  Lösung  von:  (iif)  =  0  (Abschn.  I, 
S.  130).  Verbinden  wir  das  mit  dem  eben  bewiesenen  Satze  11,  so  er- 
halten wir   eine   erste  Verallgemeinerung  des  Poissonschen  Theorems: 

Satz  12.  Ist  w  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  {uf)  =  0  in 
den  Veränderlichen  x-^-  •  •  Xn,  Pi  '  •  -  Pn  '^'^d  ist  v  irgend  eine  Function 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  der  ÄusdrucJc  (uv)  eine  Function  von  u 
allein  wird,  so  ist  stets  auch  (vw)  eine  Lösung  von  (uf)  =  0. 

Dieser  Satz,  welcher  übrigens  auch  direkt  aus  der  Jacobischen 
Identität  geschlossen  werden  könnte,  lässt  sich  nach  mehreren  Rich- 
tungen hin  verallgemeinern.     Beispielsweise  gilt  der  folgende 

Satz  13.  Sind  w^  ^  ■  -  Wm  solche  Lösungen  der  Gleichung  («/')^0, 
welche  paarweise  in  den  Beziehungen:  (wiWy)E^O  stehen  und  ist  anderer- 
seits die  Function  v  so  hcschaffen,  dass  (uv)  die  Form: 

(uv)  =  Sl(tlf    W^'  '  ■  W,n) 

besitzt,  so  sind  (vw-^)  •  •  •  (vw„i)  sämmtlich  Lösungen  von  (iif)  =  0. 

In  der  That,  unter  den  Voraussetzungen  dieses  Satzes  verschwinden 
in  der  Identität: 

({uv)wy.)  +  {(vwy)u)  +  {{WyU)v)  ^  0 
links  das  erste  und  das  dritte  Glied,  es  ist  also  wirklich: 

((vWx)u)  ^0  (y.  =  l' ■ -771). 

Es  giebt  noch  andere  Verallgemeinerungen  des  Poissonschen 
Theorems,  die  nicht  direkt  aus  der  Jacobischen  Identität  hervorgehen, 
auf  dieselben  einzugehen  ist  aber  hier  nicht  der  Ort. 


Kapitel    16. 

Verallgemeinerung  der  Theorie  der  homogenen  Punctionengruppen. 
Auffassung  der  Functionengruppen  als  unendlicher  Transformations- 
gruppen. 

In  dem  gegenwärtigen  Kapitel  beschäftigen  wir  uns  hauptsächlich 
mit  endlichen  Berührungstransformationen  von   der  besonderen  Form: 

(1)  z'  =  ÄZ  +  Sl{x,  p),    xl  =  Xi{x,  p),    pl  =  Fi(x,  p) 

(i  =  1  •  •  •  w) 

und   mit  den  zugehörigen  infinitesimalen  Berührungstransformationen, 
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deren    charakteristische    FuDctioiien   nach    S.  261    die    Gestalt   haben: 
6Z  -\-  w(Xj  p)j  WO  E  eine  Constante  bezeichnet. 

Die  Entwickelungen  des  Kapitels  sind  übrigens  zum  Verständniss 
der  folgenden  Kapitel  nicht  erforderlich;  wenn  sie  trotzdem  gebracht 
werden,  so  beruht  das  auf  der  Wichtigkeit,  die  ihnen  an  und  für  sich 
zukommt. 

•      §  72. 

Zunächst  einige  einfache  Definitionen  und  Sätze. 

Wir  sagen  (Abschnitt  I,  S.  95),  dass  eine  Function  U  von 
0j  x^'  '  '  Xnj  Pi'  '  '  Pn  bei  einer  gegebenen  Berühruugstransformation 
von  der  Form  (1)  invariant  bleibt,  wenn  vermöge  (1)  eine  Relation 
von  der  Form: 

ü{/,    <  •  •  •  OCn,  Pi    •  •'  Pn)  ==    U{0,    X^'  "  Xny  Pi"  -Pn) 

besteht.  Hieraus  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  homogenen  Berülinmgs- 
transformationen : 

0'=0y    x{  =  Xi(x,  p),    pi  =  Fi{Xj  p)        (/  =  !•.•«) 
in  den    Veränderlichen  x^-  -  ■  Xnj  Pi  •  -  -Pn  auch  defmirt  werden  können 
als  diejenigen  Berührungstransformationen  von  der  Form  (1),  welche  die 
Function  ß  invariant  lassen. 

Ist:  u^{Xj  p)  '  '  •  Ur{Xj  p)  eine  r-gliedrige  Functionengruppe  und 
bestehen  vermöge  (1)  Relationen  von  der  Form: 

(2)  Uy,  {X\  p)  =  Fy,  (U^  {X,  p)  -•  '  Ur(_X,  p))  (X  =  1  .  .  .  r)  , 

SO  sagen  wir,  dass  die  Functionengruppe:  ti^'-Ur  bei  der  Berührungs- 
transformation (1)  invariant  bleibt  oder  dass  sie  die  Transformation 
(1)  gestattet;  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  und  nur  unter 
diesen  führt  die  Berührungstransformation  (1)  jede  Function  der  Func- 
tionengruppe: w^  •  •  •  Ur  wieder  in  eine  Function  der  Gruppe  über. 

Die  eben  aufgestellte  Definition  kann  etwas  anders  gefasst  werden. 
Ist  nämlich  v^-"V2n—r  die  Polargruppe  der  Functionengruppe:  u^-"Urj 
so  besteht  die  letztere  aus  allen  Lösungen  des  vollständigen  Systems: 

(3)  Ka„=o,  •••(«^2»-.a,p=o. 

Bleibt  nun  die  Functionengruppe:  Mj  •  •  •  Ur  bei  der  Berührungstrans- 
formation (1)  invariant,  so  gilt  (Abschnitt  I,  S.  138)  dasselbe  auch 
von  dem  vollständigen  Systeme  (3)  und  umgekehrt.  Also  können 
wir  sagen: 

Bie  r-gliedrige  Functionengruppe:  u^{x ,  p)  •  -  -  Uripc ,  p)  Neibt  hei 
der  Berührungstransformation  (1)  dann  und  nur  dann  invariant ,  wenn 
das  zu  ihrer  Polargruppe:  v^^  ■  •  -  V2n—r  gehörige  vollständige  System: 

(3)  Ka,p  =  o,  ■••(^2»-.a,^=o 

hei  (1)  invariant  hleiht. 
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Zugleich  gilt  der 

Satz  1.     Bleibt  die  r-gliedrige  FuncHonengruppe :  u^ (x,  p)-.- ii,{x,  p) 
hei  der  Berührungstransformation: 

(t  =  1  .  •  .  n) 

invariant,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  ^gehörigen  Polargruppe:  v^--- v^n-r . 
Dieser  Satz  folgt  immittelbar  daraus/  dass  zwei  reciproke  Gruppen 
von  jeder  Berührungstransformation    (1)    in    zwei    reciproke  Gruppen 
übergeführt  werden  (s.  S.  185). 

Soll    die    infinitesimale   Berührungstransformation:    ez  -\-  w{x,  p), 
deren  Symbol  lautet: 

[es  +  iv{x,  p),  /'],,,,^  —  {as  +  w{x,  jp))|/, 

0  z 

die  Function  JJ{p,  x,  p)  invariant  lassen,  so  ist  (S.  255  f.)  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  der  Ausdruck: 

[SZ  +  W(X,  p),    Ul^^,p  —  {80  +  w(x,  p))-^ 
identisch  verschwindet. 

Ist  die  besprochene  infinitesimale  Berührungstransformation  so 
beschaffen,  dass  sie  das  oben  definirte  vollständige  System  (3)  invariant 
lässt,  so  sagen  wir:  sie  lässt  die  Functionengruppe:  u^ix,  p)- ■ 'Ur{Xj  p) 
invariant  Auf  Grund  von  Abschnitt  I,  Kap.  8  können  wir  uns  daher 
auch  so  ausdrücken: 

Bie  r-gliedrige  Functionengruppe:  u^(x,  p)  ■  -  ■  Ur(x,  p)  gestattet  die 
infinitesimale  Berührungstransformation:  a^  -^  iv(x,  p)  dann  und  nur 
dann,  wenn  r  Belationen  von  der  Form: 

\bS  +  W(X,  p),    U,l^  :,^p=n,  {U,  .  .  .  U,) 

bestehen. 

Soll  das  vollständige  System  (3)  bei  allen  endlichen  Transfor- 
mationen der  eingliedrigen  Gruppe: 

[sz  +  w{x,  p),  /-],,,,,,  —  (ez  +  tv(x,  p))|^ 

invariant  bleiben,  so  ist  nach  Abschnitt  I,  Kap.  8  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  es  bei  der  infinitesimalen  Transformation  dieser  ein- 
gliedrigen Gruppe  invariant  bleibt.     Hieraus  folgt: 

Bie  r-gliedrige  Functionengruppe:  u^{x ,  p)  - -- Ur{x ,  p)  gestattet 
alle  endlichen  Berührungstransformationen  der  eingliedrigen  Gruppe: 
sz  +  w{x,  p)  dann  und  nur  dann,  wenn  sie  die  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation:   EZ  -{-w(x,  p)  gestaltet 


Die  Functionengruppen  als  unendliche  Transformationsgruppen.         285 

Wenn  die  Functionengmppe :  u^(x^  p)  -  -  -  tir{Xf  p)  alle  endlichen 
Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe:  £0  +  ^(^;  P)  gestattet,  so 
gilt  nach  Satz  1,  S.  284  von  der  zugehörigen  Polargruppe:  Vi"'V2n—r 
dasselbe.  Verbinden  wir  hiermit  das  vorhin  Gesagte,  so  bekommen 
wir  den 

Satz  2.  Gestattet  eine  r-gliedrige  Fundionengruppe :  u^{x,p)''- 
Ur{x,p)  die  infinitesimale  Benlhnmgstransformation:  sz  -\-  w{Xj  p),  so 
'besitzt  die  mgeliörige  Polargruppe:  ^^^{Xj  p)  ■  -  -  V2n—r(pi)j  p)  dieselbe  Eigen- 
schaft. 

Dieser  Satz  kann  offenbar  auch  folgendermassen  ausgedrückt  werden: 

Theorem  46.  Erfüllen  r  unabhängige  Functionen:  9)i(^,i>)--- 
(fri^jp)  einer  r-gliedrigen  Functionengruppe  r  Eelationen  von 
der  Form: 

[SZ  +  W{X,  p),    (py.X,x,p  =    ^y-i^l'"  ^r) 

SO  erfüllen  irgend  2n —  r  unabhängige  Functionen:  i^iipc^p)  •  •  • 
tlj2n—r{XjP)  der  zugehörigen  (2n  —  r)-gliedrigen  Polargruppe 
Eelationen  von  der  entsprechenden  Form: 

[SZ  +  tv{x,  p),    ^jI^^^j,  ==  Vj{t,  .  .  •  i^2n-r) 
U=l---2n  —  r). 

§  73. 

Die  Auseinandersetzungen  des  vorigen  Paragraphen  geben  einen 
tieferen  Einblick  in  die  Theorie  der  homogenen  Functionengruppen 
und  liefern  zugleich  eine  Verallgemeinerung  dieser  Theorie. 

Eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  9i(^,  i>)  •  •  •  g)r(oo^  p)  ist  nach 
Theorem  28,  S.  215  homogen,  sobald  r  Relationen  von  der  Form: 

(4)  ^'Pi-^^ü^cicp.-'-Cpr)  (x  =  l-.-r) 

bestehen.  Vergleichen  wir  hiermit  das  Symbol  der  infinitesimalen 
Berührungstransformation  0j  welches  folgendermassen  lautet: 

so  erkennen  wir,  dass  die  Relationen  (4)  sich  schreiben  lassen: 

Auf  Grund  des  im  vorigen  Paragraphen  Gesagten  können  wir  daher 
die  alte  Definition  der  homogenen  Functionengruppen  durch  die  nach- 
stehende*) ersetzen: 

*)  Vgl.  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania,  December  1872. 
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Eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  (Pi{x,p)"'(pr(Xjp)  heisst  homogen, 
wenn  sie  die  infinitesimale  Berülirungstransformation  mit  der  charaUeri- 
stischen  Function  z  gestattet. 

Wenn  aber  die  Functionengruppe:  (p^{x,  p)  -  •  ■  (pr{x,  p)  die  infini- 
tesimale Berülirungstransformation  z  gestattet,  so  thut  die  zugehörige 
Polargruppe  nach  Satz  2,  S.  285  dasselbe  und  ist  daher  ebenfalls 
homogen. 

Hiermit  haben  wir  einen  neuen  Beweis  und  zugleich  eine  begriff- 
liche ErUänmg  des  Fundamentaltheorems  aus  der  Theorie  der  homogenen 
Functionengruppen,  nach  welchem  die  Polargruppe  einer  homogenen 
Functionengruppe  ebenfalls  homogen  ist  (s.  Theorem  29,  S.  217). 

Ausserdem  leuchtet  bei  Betrachtung  des  Satzes  2,  S.  285  ein,  dass 
der  ganze  Begriff  der  homogenen  Functionengruppen  nur  ein  besonderer 
Fall  eines  allgemeineren  Begriffs  ist.  Man  kann  nämlich  überhaupt 
alle  Functionengruppen  betrachten,  welche  irgend  eine  gegebene  infini- 
tesimale Berührungstransformation  von  der  Form:  sz  +  w{x,  p)  ge- 
statten. Der  Inbegriff  aller  dieser  Functionengruppen  ist  dann  nach 
Satz  2,  S.  285  so  beschaffen,  dass  die  Polargruppe  einer  darin  ent- 
haltenen Functionengruppe  stets  wieder  dem  Inbegriff  angehört. 

Man  kann  den  Satz  2,  S.  285  übrigens  auch  auf  einem  anderen 
Wege  ableiten. 

Gestattet  eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  fpi{x,  p)-- •(pr(x,  p), 
welche  die  Gruppe:  ^^{x ,  p) -- •  ilj2n-r{x ,  p)  zur  Polargruppe  hat,  die 
infinitesimale  Berührungstransformation:  s0-{-w(x,p),  so  bestehen 
nach  S.  284  Relationen  von  der  Form: 

Ist  nun  zunächst  e  gleich  Null,  so  lassen  sich  diese  Gleichungen  schreiben: 

Setzen  wir  aber  diese  Ausdrücke  in  die  Jacobische  Identität: 

ein  und  berücksichtigen  wir,  dass  auf  der  linken  Seite  die  beiden  ersten 
Glieder  verschwinden,  so  ergiebt  sich,  dass  Relationen  von  der  Form: 

bestehen.    Ist  andrerseits  f  =j=0,  so  führen  wir  durch  eine  Berührungs- 
transformation von  der  Gestalt: 

Z'  =  £0  +  w(x,  p)j     x!  =  Xi{x,  p),    p'i  =  Tiix,  p) 

(/  =  1  •  •  .  n) 
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die  neuen  Verlin derliclien  z\  x,  p'  ein.  Gehen  dabei  die  (py,  und  il^j 
bezüglich  über  in  ^y.{x\p')  und  ~^jix\p')j  so  verwandelt  sich  (5)  in: 

(5')  [^'^4',.',^  =  y  ^-(^1  -"^r)  (x  =  l.  •  -r), 

woraus  erhellt,  dass  die  Functionengruppe:  9i---^r  homogen  ist.  Die 
zugehörige  Polargruppe:  ip^"^^2n-r  ist  nach  Theorem  29,  S.  217  eben- 
falls homogen,  es  bestehen  also  Relationen  von  der  Form: 

und  die  erhalten,  wenn  wir  die  alten  Veränderlichen  ^,XyP  wieder 
einführen,  die  Gestalt: 

(i  =  l  .  .  .  2w  — r). 

Beide  Male  findet  man  also  das  Theorem  46,  S.  285  bestätigt. 

Durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  erhält  man  aus  dem  Theorem  30 
in  Kap.  12,  S.  223  den  folgenden 

Satz  3.  Gestattet  die  r-gliedrige  Functionengruppe:  (Pi(x,  p)  ■  - - 
(pr(x,p)  die  infinitesimale  Berührungstransformation:  z  +  tv{x,p),  be- 
stehen also  r  Delationen  von  der  Form: 

SO  ist  es  stets  möglich ^  diese  Gruppe  auf  eine  solche  hanonische  Form: 
Xj^'  •  '  Xmj  F^"  '  Pq  m  dringen^  dass  die  Gleichungen: 

[X„  ^  +  w{x,  p)l^^^^  =  0,     [Pj,  z  +  w{x,  p)\^^^  =  Pj 

(j=  1  .  .  .  jn-,    j=^l"  -g) 

identisch  erfüllt  sind. 

Dieser  Satz  liefert  eine  neue  Methode  zur  Beantwortung  der  Frage, 
ob  es  eine  Berührungstransformation  (1)  giebt,  welche  s  vorgelegte 
Functionen  Ui(x,  p)-- ■  Us{Xj  p)  in  s  andere  Functionen:  V,{x\p)'-' 
Vs{Xjp')  überführt  und  ausserdem  eine  gegebene  Function:  z  +  w{x,p) 
invariant  lässt.  Es  ist  jedoch  kein  Grund  vorhanden  darauf  genauer 
einzugehen. 

§  74. 

Es  sei:  u^{x  ^  p) -- -  Ur{x ,  p)  irgend  eine  r-gliedrige  Functionen- 
gruppe und   Xi  •  •  •  X^+3,   P^'Pm  eine  kanonische  Form  derselben. 

Verstehen  wir  nun  unter   TJ  eine  beliebige  Function  der  Gruppe, 
so  ist: 
(6)  iUf)^  -  ^f. 

eine  infinitesimale  Berührungstransformation,  welche  die  Functionen- 
gruppe: u^'-'Ur  invariant  lässt.     Diese  infinitesimale  Transformation 
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lässt  zu  gleicher  Zeit  jede  einzelne  Function  der  zu:  ti^-^Ur  gehörigen 
Polargruppe  und  daher  insbesondere  eine  jede  ausgezeichnete  Function 
der  Gruppe:  u^-'-Ur  invariant.  Es  ist  überdies  leicht  zu  sehen,  dass 
sie  die  allgemeinste  infinitesimale  Berührungstransformation  von  der 
Form : 

ist,  welche  die  angegebenen  Eigenschaften  besitzt. 

Wir  wollen  andrerseits  alle  endlichen  Berührungstrausformationen 
von  der  Form: 

(7)  ^'  =  ^  +  0{x,  p),    xl  =  %i(x,  p),    p;  =  Iliix,  p) 

suchen,  welche  die  Functionen gruppe:  n^  -  -  -  n,,  und  zugleich  jede  ein- 
zelne Function  der  zugehörigen  Polargruppe,  also  auch  jede  aus- 
gezeichnete Function  der  Gruppe:  u^  -  -  •  iir  invariant  lassen. 

Sind  XmJ^d-iri  '  '  •  Xn,  Pto+i  •  •  •  P„  solche  Functionen  der  Xy  p, 
dass  X^"'Xn,  P^'-Pn  eine  2w-gliedrige  kanonische  Functionen- 
gruppe  bestimmen,  so  ist  insbesondere:  Xm+i  •  •  •  X„,  Prn-{.q^i  -  ■  -  Pn 
eine  kanonische  Form  der  zu  u^  -  •  •  Ur  gehörigen  Polargruppe.  Es 
handelt  sich  daher  nur  darum,  die  allgemeinste  Berührungstransfor- 
mation (7)  zu  finden ,  welche  das  Functionensystem :  X^  -  -  X^^g, 
P^'Pm  in  eine  andere  kanonische  Form  der  Gruppe:  w^  •••«(,.  über- 
führt und  zugleich  die  Functionen:  X,n+i"'Xn,  Pm^q^i-"Pn  sämmt- 
lich  invariant  lässt. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  bestimmen  wir  zunächst  in  all- 
gemeinster Weise  eine  solche  kanonische  Form:  ü^- ■ -'^i^n+q,  $i---^„, 
der  Functionengruppe:  u^-  •  -  Ur,  dass:  SE;«^.!  •  •  •  dl,n-}-.j  bezüglich  gleich: 
Xmi-i'-'X^n^q  sind.  Sodann  fügen  wir  zu  den  Functionen:  BE^-'-SE,,,, 
Xm-{.i  ■  '  '  Xnj  ^1  •  •  •  ^m,  Pjn+q+i  '  '  •  Pn  in  allgemeinster  Weise  solche 
weitere:  '^m+i-'-'^m+q  hinzu,  dass  eine  2n-gliedrige  kanonische  Gruppe 
entsteht.  Endlich  suchen  wir  nach  Anleitung  von  Theorem  13,  S.  130 
zwei  Functionen:  Ä{x,  p)  und  B(x,p)  von  solcher  Beschafi'enheit,  dass 
sowohl  die  Gleichungen: 

0  =  z  +  Ä(x,p),     Xi  =  Xi(x,p),    p;=^P,{x,p) 

(t  =  l.-.n) 

als  die  Gleichungen: 

-0  =Z  +  B(X,  p),      X^  ==  1,  {X,  p),    -■'    Xm  =  '^m{x,  p) 
Xm+l  =  Xm-{.i{x^  p),    •  •  •    Xn   =  Xn(x,  p) 
Pl   =  ^1  (^,  P);    •  •  •   P>n-\-q  =  ^m+q(X,  p) 

p„,,^..+i  =  P„,+^+i(a:,  11),   •  •  .  ;1^  =  P^{x-,  p) 


Die  Functionengruppen  als  unendliche  Transformationsgruppen.  289 

eine  Berührungstransformation  darstellen.  Alsdann  ergiebt  sich  nach 
S.  132  aus: 

^l(^\  P)   =  Xl(00,  p),    .  .  .    X,r.{x\  p)  =  Xra{x,  p) 
(8)         \      Xm+l{x,  p)  =  X^+^{X,  p),    .  .  .     Xn{x,  p')  =  Xr,{x,  p) 
^l(^';  P)  ==  Pi(x,  p),    ■■'    %n+,{x,  p)  =  Pm+,(X,  p) 
P^+,+l(^',  p)  =  Pm+g+l(x,  p),    •  •  .    Pn(x,  p')   =   P,{x,  p) 

durch  Auflösung  nach  den  ^',  x,  p'  eine  Berührungstransformation 
und  zwar  ist  dies  offenbar  die  allgemeinste  von  der  Form  (7),  welche 
die  Functionengruppe:  ««^  •  •  •  iir  und  zugleich  alle  Functionen  der  zu- 
gehörigen Folargruppe  invariant  lässt. 

Es  leuchtet  ein,  dass  der  Inbegriff  aller  Berührungstransformationen 
(8)  eine  unendliche  continuirliche  Transformationsgruppe  mit  paarweise 
inversen  Transformationen  bildet  und  dass  diese  Transformationsgruppe 
alle  infinitesimalen  Berührungstransformationen: 

(6)  (Uf%P~U^^ 

umfasst,  welche  Function  von  u^^-'-Ur  auch  das  ü  sein  mag.  Andrer- 
seits ist  klar,  dass  für  jede  infinitesimale  Berührungstransformation  (8) 
die  zugehörige  charakteristische  Function  nur  von  x^-  ■  ■  x^^  2h  '  •  '  Pn 
abhängt,  denn  es  ist  ja  z' — z  eine  Function  der  x^  p  allein.  Hieraus 
folgt,  dass  in  der  Form  (6),  in  welcher  TJ  eine  willkürliche  Function 
von  11^" -Ur  bedeutet,  alle  infinitesimalen  Transformationen  der  unend- 
lichen Transformationsgruppe  (8)  enthalten  sind.     Also: 

Theorem  47.  Ist:  ti^  ■  -  ■  Ur  eine  beliebige  r-gliedrige  Func- 
tionengruppe in  den  Veränderlichen:  x^-  •  -  Xn,  p^-  •  -  Pn,  so  giebt 
es  eine  unendliche  continuirliche  Gruppe  von  Berührungstrans- 
formationen,  deren  infinitesiinale  Transformationen  sämmtlich 
in  der  Form: 

(6)  m%P-u% 

enthalten  sind^  wo  U  eine  wilUcürliche  Function  von  u^  -  •  •  Ur 
bezeichnet. 

Die  hierin  erwähnte  unendliche  Transformationsgruppe  umfasst 
offenbar  alle  eingliedrigen  Transformationsgruppen  von  der  Form  (6); 
ob  dagegen  jede  ihrer  endlichen  Transformationen  einer  solchen  ein- 
gliedrigen Gruppe  angehört,  das  muss  hier  unentschieden  bleiben. 

Lässt  man  aus  den  Gleichungen  (8)  die  oberste  Gleichung  weg, 
so    erhält    man    natürlich    in    den   Veränderlichen    x^-'-Xnj  Pi  "  -  Pn 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.   II.  19 
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allein  eine  unendliche  Gruppe  von  verkürzten  Berührungstransfor- 
mationen. Die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe  sind 
ebenfalls  verkürzte  Berührungstransformationen  und  sämmtlich  in  der 
Form:  (I^K  •••«.),  a„ 

enthalten,  wo  U  eine  willkürliche  Function  seiner  Argumente  bezeichnet. 
Wir  bemerkten  schon  früher  (S.  260),  dass  die  ausgezeichneten 
Functionen  einer  r-gliedrigen  Functionengruppe  und  ebenso  die  Func- 
tionen der  zugehörigen  Polargruppe  allen  eingliedrigen  Gruppen  von 
der  Form:  {ü(u^-"Ur)j  f)  gegenüber  Differentialinvarianten  sind.  Sie 
sind  aber  offenbar  gleichzeitig  auch  Differentialinvarianten  gegenüber 
allen  endlichen  Transformationen  unsrer  unendlichen  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen (8). 

Hier  möge  ohne  nähere  Begründung  der  folgende  Satz  angeführt  werden: 
Satz  4.  Ordnen  sich  die  Transformationen  einer  unendlichen  continuir- 
liehen  Transformationsgruppe  paarweise  als  inverse  zusammen,  so  bleibt  jede 
Function,  welche  alle  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe 
gestattet,  zugleich  auch  bei  allen  ihren  endlichen  Transformationen  in- 
variant. 

Hier  sollen  noch  verschiedene  Fragestellungen  angedeutet  werden.*) 

Ist  eine  r-gliedrige  Functionengruppe:  u^^ix^  p)  -  -  •  Ur(Xj  p)  vor- 
gelegt, so  kann  man  nach  allen  endlichen  Berührungstransformationeu 
von  der  Form  (7)  fragen,  welche  die  Functionengruppe  invariant  lassen. 
Der  Inbegriff  aller  dieser  Transformationen  bildet  natürlich  eine  unend- 
liche Transformationsgruppe,  deren  infinitesimale  und  endliche  Trans- 
formationen sich,  wie  nebenbei  bemerkt  sein  mag,  immer  ohne 
Schwierigkeit  direkt  bestimmen  lassen. 

Man  kann  ferner  alle  endlichen  oder  infinitesimalen  Berührungs- 
transformationen von  der  Form  (7)  suchen,  welche  zu  gleicher  Zeit 
mehrere  vorgelegte  Functionengruppen  oder  Functionen  invariant  lassen; 
selbstverständlich  erhält  man  auch  da  im  Allgemeinen  unendliche  Trans- 
formationsgruppen. 

Man  kann  andrerseits  alle  vollständigen  Systeme  in  den  Veränder- 
lichen x^'-'Xnj  Pi'-'Pn  suchen,  ivelche  bei  einer  derartigen  unendlichen 
Gruppe  invariant  bleiben  J^'-^) 

*)  Eine  Reihe  solcher  Fragen  findet  man  erledigt  in  den  Verh.  d.  Ges.  d.  W. 
zu  Christiania,  Februar  1875,  in  der  Abhandlung:  „Discussion  aller  Integrations- 
methoden der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung"  von  Sophus  Lie; 
vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  XI. 

**)  Probleme  von  dieser  Beschaffenheit  gehören  zu  der  allgemeinen  Theorie 
der  Differentialinvarianten,  vgl.  die  eben  citirte  Abhandlung:   Discussion  u.  s.  w. 
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Von  selbst  versteht  sich,  dass  sich  entsprechende  Untersuchungen 
auch  durchführen  lassen,  wenn  man  sich  von  vornherein  auf  homogene 
Berührungstransformationen  in  den  x^  p  beschränkt. 

Nur  ein  ausgeführtes  Beispiel  möge  hier  seine  Stelle  finden. 

Es  sei  eine  Function  u  der  Veränderlichen  x-^-'-Xn,  Pi'"Pn  vor- 
gelegt. Wir  fragen  zunächst  nach  allen  infinitesimalen  Berührungs- 
transformationen q){Xf  p)j  welche  u  invariant  lassen. 

Soll  die  infinitesimale  Berührungstransformation  q)(x,  p)  die 
Function  u  invariant  lassen,  so  ist  nach  S.  255 f.  noth wendig  und 
hinreichend,  dass  der  Ausdruck  {q)u)  identisch  verschwindet,  also  ist 
(p{Xy  p)  eine  beliebige  Function  der  zu  ii  gehörigen  (2w— l)-gliedrigen 
Polargruppe.  Setzen  wir  w  =  X^  und  sind  X^  •  •  •  X„ ,  P^-Pn  kano- 
nische Veränderliche  (vgl.  S.  205),  so  hat  die  besprochene  Polargruppe 
die  Form:  X^  •  •  •  X„,  P2  •  •  •  P^*,  die  allgemeinste  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation von   der  gesuchten  Beschaffenheit  lautet  also: 

(9)  (*(x,...x„,  p,...p„),  a.-®|^> 

wo  ^  eine  willkürliche  Function  seiner  Argumente  bezeichnet. 

Nunmehr  suchen  wir  alle  vollständigen  Systeme  in  Xi'-'Xn,  2h"'Pn) 
welche  bei  allen  infinitesimalen  Berührungstransformationen  von  der 
Form  (9)  invariant  bleiben. 

Ist  W{Xy  p)  eine  Lösung  eines  der  gesuchten  vollständigen  Systeme, 
so  muss  stets  auch: 

(*(X,  . . .  X,.,  P,---  P„),  wi^, 

eine  Lösung  dieses  Systems  sein  und  zwar  bei  ganz  beliebigem  0. 

Wir  denken  uns  nun  die  allgemeinste  Lösung  eines  der  gesuchten 
vollständigen  Systeme  als  Function  von  X^  •  •  •  X„,  P^-  •  ■  Pn  dar- 
gestellt, sie  möge  in  dieser  Darstellung  die  Form: 

i^(x,  ...x„  P,-"Pn) 

besitzen. 

Es  sei  ^  zunächst  nicht  von  allen  2n  —  2  Grössen:  Xg  •  •  •  X,^, 
P2  •  •  '  Pn  frei,  sondern  enthalte  etwa  Xy,  wo  %  grösser  als  2  ist  (ent- 
hält es  Py  (>j>2),  so  kommt  man  auf  genau  dasselbe).  Wir  bilden 
die  beiden  Ausdrücke: 

(P.i2)  =  ||-,   (P.^i^)  =  2P.|-^, 

welche  nach  dem  soeben  Gesagten  gleichfalls  Lösungen  des  betreffenden 

o  O 

vollständigen  Systems  sind  und  da   ^^  nicht  identisch  verschwindet, 

so   erkennen  wir,  dass   Py,   selbst  eine  Lösung  ist.     Nunmehr  ergiebt 
sich,  dass  auch: 

19* 
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(j  =  1  .  .  .  n  ;      >  4:  x) 

Lösungen  des  vollständigen  Systems  sind,  dass  also  dieses  System  die 
2n  —  l  unabhängigen  Lösungen:  X^  •  •  •  X„,  F^  -  -  Pn  besitzt.  Mehr 
unabhängige  Lösungen  kann  es  nicht  besitzen,  also  hat  es  einfach  die 
Form:  (X^f)  =  0  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  (uf)  =  0. 

Es  sei  Sl  andrerseits  von  X2  •  •  •  X„,  P2  -  •  Pn  frei  und  also  eine 
Function  von  X^,  P^  allein:  *ß(Xi,  PJ.  Dann  muss  Sl  noth wendig 
auch  von  P^  frei  sein,  denn  sonst  wären  die  Ausdrücke: 

(x^ß,)  =  —  jp- ,    (x^Xg,  5^)  =  —  ^2-fp- 

Lösungen  des  betreffenden  vollständigen  Systems  und  also  auch  Xg 
eine  Lösung,  während  doch  die  allgemeinste  Lösung  nur  von  X^  und 
Pj  abhängen  soll.  In  diesem  Falle  ist  daher  die  allgemeinste  Lösung 
eine  Function  von  X^  allein  und  das  betreffende  vollständige  System 
lautet: 

ix,n  =  0,  ■  •  •  {x„n  =  0 

(A/-)  =  o,  ■-.  (P„/^)  =  o. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  5.  Gestattet  ein  vollständiges  System  in  den  Veränderlichen 
Xi  ' ' '  Xny  Pi-  '  'Pn  edle  infinitesimalen  Berührungstransformationen  in 
den  Xy  Py  welche  die  Function  u{x,p)  invariant  lassen ^  so  kann  es  ent- 
tveder  die  Form: 

{Uf):cp  =  0 

erhalten^  oder  es  ist  (2n  —  l)-gliedrig  und  besitzt  nur  die  eine  Lösung  u. 


Abtlieilung  IV. 

Allgemeine  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von 
Berührnngstransformationen. 

In  dieser  Abtheilung  entwickeln  wir  den  Begriff  der  endlichen 
continuirlichen  Gruppen  von  Berührungstransformationen  und  leiten 
die  wichtigsten  Eigenschaften  derartiger  Gruppen  ab. 

Zunächst  jedoch  füllen  wir  eine  Lücke  aus,  welche  im  ersten 
Abschnitte  geblieben  war.  Daselbst  fanden  wir  nämlich,  dass  r  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen: 


(X=:l 
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einer  r-gliedrigen  Gruppe  Relationen  von  der  Form: 

(A)         X,(X,(/'))  -  X4X,{n)  =  ^sC^y.sX/ 


(/,  x  =  l...r) 


erfüllen  und  ausserdem,  dass  die  in  diesen  Relationen  vorkommenden 
Constanten  Ci,(s  die  Gleichungen: 


(B) 


1 


befriedigen.  Wir  kündigten  auch  bereits  an,  dass  umgelcehrt  jedesmal^ 
wenn  r^  Constanten  dys  vorgelegt  sind,  welche  die  Belationen  (B)  erfüllen , 
es  immer  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  FunUtransfor^nationen  giebt,  welche 
die  Zusammensetzung  Ciy,.,  besitzt,  eine  Gruppe  also,  welche  r  unabhängige 
infinitesifnale  Transformationen:  X^f-  •  •  Xrf  enthält,  die  in  den  Be- 
ziehungen (A)  stehen.  Diesen  Fundamentalsatz  wollen  wir  jetzt  wirk- 
lich beweisen  und  wir  werden  zu  gleicher  Zeit  finden,  dass  alle  Gruppen 
von  PwwMransformationen  mit  gegebener  Zusammensetzung  jedenfalls 
durch  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  bestimmt  wer- 
den können. 

In  Kapitel  18  entwickeln  wir  sodann  den  Begriff  der  endlichen 
continuirlichen  Gruppen  von  Berührungstransformationen  und  über- 
tragen die  hauptsächlichsten  Theorien  des  ersten  Abschnitts  auf  die 
Gruppen  dieser  Art.  Besonders  einfach  gestaltet  sich  dabei  die  Theorie 
der  Aehnlichkeit  zweier  Gruppen  von  Berührungstransformationen. 

Aus  dem  übrigen  Inhalte  der  gegenwärtigen  Abtheilung  möge 
ferner  hervorgehoben  werden  der  Nachweis,  dass  alle  Gruppen  von 
BerührungstYSiiisfoYm.a,tionen  mit  gegebener  Zusammensetzung  sich 
jedenfalls  durch  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  be- 
stimmen lassen  (Kapitel  20). 

In  Kapitel  21  führen  wir  sodann  den  Begriff  der  Reducibilität 
und  Irreducibilität  der  Gruppen  von  Berührungstransformationen  ein; 
endlich  zeigen  wir  in  dem  Schlusskapitel  (Kap.  22)  der  Abtheilung, 
dass  jede  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Berührungstransformationen 
Differentialinvarianten  besitzt,  und  geben  zugleich  eine  Methode,  alle 
diese  Differentialinvarianten  durch  Integration  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen zu  bestimmen. 
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Kapitel  17. 
Beweis  der  Existenz  von  Gruppen  mit  gegebener  Zusammensetzung. 

Wir  denken  uns    eine   Zusammensetzung   gegeben,    also    r^  Con- 
stanten C/xs,  welche  die  Gleichungen: 

r 

^^{Cly.yCrJ,    +    CyJvCris    +    CjivCyy.s]    =    0 

1 

(i,  y.,j,s  =  l'--r) 

erfüllen.  Wir  behaupten,  dass  es  in  einer  geeigneten  Zahl  m  von 
Veränderlichen  2/i  "  *  '  Vm  ^  unabhängige  infinitesimale  Punkttrans- 
formationen: 

YyXf)  =  ^^VyAVi  '  '  '  2/»0^  (.^i-.-r) 

1  ^^ 

giebt,  welche  in  den  Beziehungen: 

(2)        y;.(F.(/))-r.(r,(/-))  =  ^fe,r/    (.,.=i---) 

1 
stehen  und  somit  eine  r-gliedrige  Gruppe  von   der  Zusammensetzung 
Ciy.s  erzeugen. 

§  75. 
Zunächst  werden   wir  nachweisen,   dass   es   bei   geeigneter  Wahl 
von  n  stets  r  unabhängige  Functionen:   cpiioc^  2^)  ■  •  '  9^r{oc,  p)   der  2n 
Veränderlichen   x^  -  ■  -  Xn,  Pi  -  •  ■  Pn  giebt,  welche   in  den  Beziehungen: 

r 

(3)  i^i^'dxjj  =  ^'  ^^"-^^^  =  ^Viy.{(p^  -"^r) 

1 

(i,  y.  =  l--r) 

stehen. 

Nach  Theorem  37,  S.  241  ist  zur  Existenz  von  r  derartigen 
Functionen:  (p^{x^  p)  -  -  -  (pr{x,  p)  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die  Wiy,{(Pi  ' '  •  (pr)  die  Relationen: 

Wiy,    +    Wy.i    =    0 


(4) 


J^  f       dw:,  diu...  Gio..\ 


identisch  erfüllen.  Von  diesen  Relationen  sind  nun  aber  die  in  der 
ersten  Reihe  wegen :  dys  +  Cyis  =  0  augenscheinlich  erfüllt  und  die  in 
der  zweiten  Reihe  nehmen  bei  wirklicher  Ausrechnung  die  Form   an: 
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r  r 

1  1 

werden  also  vermöge  (1)  ebenfalls  zu  Identitäten.  Folglich  giebt  es 
sicher  r  unabhängige  Functionen:  (p^ix,  p)  •  -  -  cprix,  p)  von  der  an- 
gegebenen Beschaffenheit  und  wir  haben  den 

Satz  1.     Sind  r^  Constanten  Ciy.s  vorgelegt j  welche  die  Gleichungen: 

^i/.S  ~T~   ^y-is  ^^^^  ^ 


(1) 


J/"  \Ciy.vCvj$  ~j~  CxjvCvis  ~|     f^jivCvy.s]  ^ 

1 

(i,  y.,j,s  =  l---r) 


erfüllen,  so  ist  es  nach  geeigneter  WaJil  von  n  stets  möglich  r  solche  unab- 
hängige Functionen:  (p^{x,p)--'(pr{x,p)  der  2n  Veränderlichen  x^"-Xn, 
Pi'  •  '  Pn  -^«^  finden,  welche  in  den  Beziehungen: 


(3)  ((Pi(pyXp  =  ^' ^'■y-^'P'^ 


(/,  X  =  1  .  .  .  r) 


stehen  und  mar  ist  zur  Bestimmung  von  r  derartigen  Functionen: 
(Pi-  •  q>r  höchstens  die  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
erforderlich. 


Jetzt  seien:  (Pi(x,  p)  -  •  -  (pr{x,  p)  unabhängige  Functionen,  welche 
in  den  Beziehungen  (3)  stehen. 

Wir  betrachten  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

(SPif\p  •  •  •  (9^rf)xp 

in  den  Veränderlichen  x^  -  •  -  Xn^  Pi  "  -  Pn-  Diese  Transformationen 
sind  nach  S.  260,  Satz  7  von  einander  unabhängig,  denn  (p^"-(pr  sind 
als  unabhängige  Functionen  der  x,  p  durch  keine  lineare  Relation: 

^l9l  + 1"  ^r(Pr  +  C  =  0 

mit  Constanten  Coefficienten  verknüpft. 
Setzen  wir  nun  für  den  Augenblick: 

{fpyf)    =    Ay.{f)  (.=  1..-), 

so  kommt: 


=    ^  Ciy,s((psf) 
1 

oder: 
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MMf))  -  A4Mn)  =  ^.c,..,A.{f) 

1 

Demnach  sind  A^{f)  ■  -  ■  Är{f)  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen in  den  Veränderlichen  x^  •  -  •  Xn,  Pi  -  -  -  p»,  welche  eine 
r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  d^^  erzeugen. 

Damit  ist  die  im  Eingang  des  Kapitels  aufgestellte  Behauptung 
bewiesen;  denn  wählen  wir  die  dort  genannte  Zahl  m  =  2n  und 
schreiben  wir:  x^  ■  "  Xn,  p^  "  -  Pn  an  Stelle  von  y^  •  •  •^,^,  so  brauchen 
wir  blos  zu  setzen:   Yy,f=  Ayf. 

Die  r-gliedrige  Functionengruppe:  (Pi^{Xj  p)  ■  -  ■  (pr{x,  p)  besitzt 
eine  {2n  —  r)  -  gliedrige  Polargruppe:  ^^  {x,  p)  •  •  -  tlj2n-r{x,  p).  Wir 
führen  die  2n  —  r  unabhängigen  Functionen:  il)^  • -- il)2n—r  dieser 
Polargruppe  nebst  r  geeigneten  Grössen  z^ --  -  Zr  als  neue  unab- 
hängige Veränderliche  ein,  dann  erhalten  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 

Mf)  =  (^y.f\  {y.  =  i---r) 

augenscheinlich  die  Form: 

Mf)  =  ^-  S..fe  •  •  •  ^r,    ^1   •  •  •  ^2«-.)-g- 

1  ^ 

^         (>c  =  l...r). 

Nun  sind  die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

von  einander  unabhängig,  da  cp^  •  -  •  cpr  unabhängige  Functionen  der 
Xy  p  sind,  folglich  müssen  auch  die  r  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen: 

df 

(x  =  l...r) 


^-  Sx,(^l  ■'■  ^n    ti"-  i^2n-r)-^  =  0 


von  einander  unabhängig  sein  und  müssen  es  auch  bleiben,  wenn  man 
in  ihnen  die  Grössen  ^j  •  •  •  ^2n-r  nicht  mehr  als  Veränderliche,  son- 
dern als  willkürliche  Constanten  ansieht.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

1  ^ 

(>f  =  l...r) 

in  den  Veränderlichen  z^-'-Zr  von  einander  unabhängig  sind,  zugleich 
ist  klar,  dass  diese  infinitesimalen  Transformationen  eine  r- gliedrige 
Gruppe  in  z^  -  -  -  Zr  erzeugen  und  zwar  nothwendig  eine  einfach  tran- 
sitive Gruppe.     Also: 
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Theorem  48.     Sind  r'  Constanten: 

vorgelegt,  welche  die  Relationen: 


(1) 


Cixs     I     (^y.is  —  ^ 
r 

^"v  [CixvCvjs  ~r  Cy.jv^vis  ~T~  CjivCvy.s\  =  '-' 
1 

(«,  y.,j,s  =  l---r) 


er  füllen  j  so  ist  es  immer  möglich  j  durch  Integration  von  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  eine  r-gliedrige  einfach  tran- 
sitive Gruppe  von  Pu nJc t Irans for mationen  aufzustellen,  welche 
die  Zusammensetzung  Cixs  hesitzt.*) 

Ist  aber  eine  einfach  transitive  Gruppe  von  Punkttransformationen 
bestimmt,  welche  die  Zusammensetzung  Ci^s  hat,  so  findet  man  nach 
Abschn.  I,  Kap.  22  alle  anderen  Gruppen  von  Punkttransformationen 
mit  dieser  Zusammensetzung  ebenfalls  durch  Integration  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen.     Mithin  gilt  der 

Satz  2.     Hat  man  r^  Constanten: 

Cixs  (i,  y.,  s=^l'  --r), 

welche  die  Relationen: 

Cixs  "T"  ^yis  ^^^  ^ 


(1) 


^^  \CixvCvjs  ~\~  CxjvCfis  ~J~  CjivCi'i,s  f  ^ 


(i,  x,j,  s  =  l---r) 

erfüllen,  so  giebt  es  unhegränzt  viele  Gruppen  von  PunMtransformationen, 
tvelche  die  Zusammensetzung  Cixs  hahen.  Alle  diese  Gruppen  Iwnnen  jeden- 
falls durch  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  gefunden  tverden. 

Da  in  den  Relationen  (3)  die  Wix  homogene  Functionen  erster 
Ordnung  von  cpi  •  •  ■  g^r  sind,  so  giebt  es  dem  Theoreme  38,  S.  248 
zufolge  insbesondere  auch  r  unabhängige  Functionen:  h^(x,  p)  -  -  - 
hr{x,  p),  welche  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind  und  in 
den  Beziehungen: 

r 
{h>iK)^p  ==  ^s  CiyJh  (»,  X  =  1  .  .  .  r) 

1 

stehen.     Dann  sind: 

*)  Lie,  Verhandlungen  der  Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1888;  vgl.  auch  Archiv 
for  Mathematik,  Bd.  1,  Christiania  1876;  Math.  Ann.,  Bd.  XVI  und  Berichte  der 
Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.  1888. 
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offenbar  infiuitesimale   homogene   Berührungstransformationen   und   er- 
zeugen eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  der  Zusammensetzung  d^s.    Also: 
Satz  3.     Hat  man  r^  Constanten: 

welche  die  Relationen: 


(1) 


^iys  ~r  ^yis  —  ^ 
r 


1 

(t,  y.,  j,  s  =  l"-r) 


erfüllen^  so  Icann  man  stets  und  zwar  jedenfalls  durch  Integration  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  r  unabhängige  infinitesimale  homogene  Be- 
rührungstransformationen : 

finden j  welche  in  den  Beziehungen: 

BdB^Xn)  -  BABiif))  =  ^.c,..M{f) 

1 

(t,  y.  =  l-"r) 

stellen  und  somit  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  Cus 
erzeugen;  die  infinitesimalen  Transformationen: 


^■e,iK.f)-y2c,h.,.,n 


dieser  Gruppe  sind  sämmtlich  infinitesimale  homogene  Berührungstrans- 
formationen, 

Kapitel   18. 

Allgemeines  über  endliche  continuirliche  Gruppen  von 
Berühriingstransformationen. 

Bei   den  nachfolgenden  Untersuchungen  über  endliche   continuir- 
liche Gruppen  von  Berührungstransformationen  werden  wir  uns   vor-, 
zugsweise  mit  den  Gruppen  von  homogenen  Berührungstransformationen 
beschäftigen. 

Eine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  liegt  darin  nicht.  In  Kap.  5, 
S.  140  ff.  haben  wir  ja  nachgewiesen,  dass  jeder  homogenen  Berührungs- 
transformation in  den  2n  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xnj  Pi  -  -  -  Pn  eine  ganz 
bestimmte  Berührungstransformation  in  den  2n  —  1  Veränderlichen: 

Z  =  Xn 


Py 

yy=Xy.,            qy,= 

Pn 

(X  =  1  .  •  .  n  -  1) 
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entspricht  und  dass  dadurch  eine  eindeutig  umkehrbare  Beziehung 
zwischen  den  angegebenen  beiden  Kategorien  von  Berührungstrans- 
formationen hergestellt  ist.  Ferner  zeigten  wir  damals:  Führt  man 
zwei  Berührungstransformationen,  welche  beide  derselben  Kategorie 
angehören,  nach  einander  aus  und  sucht  man  zu  ihnen  und  zu  der 
so  erhaltenen  dritten  Transformation  der  betreffenden  Kategorie  die 
entsprechenden  Transformationen  der  andern  Kategorie,  so  erhält  man 
stets  drei  Transformationen,  von  denen  die  dritte  durch  Ausführung 
der  beiden  ersten  nach  einander  entsteht. 

Hat  man  daher  oo^  solche  Transformationen  der  einen  Kategorie, 
welche  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  bilden,  so  bilden  die  oo'' 
entsprechenden  Transformationen  der  andern  Kategorie  ebenfalls  eine 
r-gliedrige  Gruppe,  welche  augenscheinlich  mit  der  ersten  holoedrisch 
isomorph  ist. 

Jedenfalls  brauchen  wir  die  folgenden  Untersuchungen  nur  für 
Gruppen  von  homogenen  Berührungstransformationen  bis  ins  Einzelne 
durchzuführen,  die  Uebertragung  auf  die  Gruppen  von  nicht  homo- 
genen hat  dann  nicht  die  geringste  Schwierigkeit. 

Ferner  ist  noch  Folgendes  klar:  Jede  Untergruppe  einer  r-glie- 
drigen  Gruppe  von  Berührungstransformationen  besteht  wieder  aus 
Berührungstransformationen.  Wird  diese  Bemerkung  auf  die  eingHe- 
drigen  Untergruppen  der  betreffenden  Gruppe  angewendet,  so  ergiebt 
sich  (vgl.  Satz  2,  S.  255),  dass  die  Gruppe  von  r  unabhängigen  infini- 
tesimalen jBme'/inm^stransformationen  erzeugt  ist.  Umgekehrt  leuchtet 
ein,  dass  eine  r-gliedrige  Gruppe,  welche  von  r  unabhängigen  infinitesi- 
malen Berührungstransformationen  erzeugt  ist,  aus  lauter  Berührungs- 
transformationen  besteht. 

§  76. 

Jede  r-  gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen 
in  x^'  '  '  Xn,  Pi  '  '  -Pn  enthält  r  unabhängige  infinitesimale  homogene 
Berührungstransformationen:  (HJ)  •  •  •  (Hrf).  Die  r  charakteristischen 
Functionen:  H^  •  -  •  Hr  dieser  infinitesimalen  Transformationen  sind  in 
den  p  homogen   und  sind  nach  Kap.  14,  Satz  10,  S.  264   durch   keine 

lineare  Relation:  e^H^  + 1-  s,.IIr  =  0  mit  constanten  Coefficienten 

verknüpft. 

Es  leuchtet  ein,  dass  die  charakteristische  Function  der  allgemeinen 

infinitesimalen  Transformation:  e^{IIJ)  H \-  Crillrf)  unsrer  Gruppe 

die  Form:  e^H^  -\-  -  --  -{-  CrHr  besitzt.  Schreiben  wir  ferner  für  einen 
Augenblick  Ay.f  an  Stelle  von  {Hy.f),  so  bestehen  nach  Abschnitt  I, 
Theorem  22,  S.  150  Relationen  von  der  Form: 
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Nun  ist: 

Aa.f-  A,A,f=  (H,{H,,f))  _  (ff«(i/,/))  =  {{H,H;)f)- 
also  erhalten  jene  Relationen  die  Gestalt: 

((s;s;)/-)=^.c,«(/v), 

1 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 


Uh.H.)  -  ^.c,,.,H^^  A=,0. 


Hieraus  aber  lässt  sich  schliessen  (vgl.  Kap.  14,  S.  264),  chiss  di 
charakteristischen  Functionen:  H,'-Hr  in  den  folgenden  Be'ziehuncre: 
stehen:  ^ 


(1) 


1 

(i,  y.  =  l...r). 


Sind  umgekehrt  {Hj)-^.{Hrf)  solche  unabhängige  infinitesimale 
homogene  Berühruugstransformationen,  deren  charakteristische  Func- 
tionen H^"'Hr  in  Beziehungen  von  der  Form  (1)  stehen,  so  erzeugen 
sie  augenscheinlich  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen. 

Demnach  gilt  das 

Theorem  49.  Sollen  r  infinitesimale  homogene  Berührungs- 
transformationen: (HJ)..-{Hrf')  in  den  Veränderliehen  x.-^-Xn, 
Pi"'Pn  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen erzeugen,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  die  r  char  alter  istischen  Functionen  H^'-Hr  durch  keine 

lineare  Relation:   s.H, -{ ^  .^h^  =  0   mit   constanten   Coef- 

ficienten  verknüpft  sind,  dass  sie  dagegen  in  Beziehungen  von 
der  Form: 


(1) 


r 


1 
(i,  X  =  1  . 


stehen.  Jede  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen ist  von  r  derartigen  infinitesimalen  homo- 
genen Berührungstransformationen:  {lIJ)"'{Hrf)  erzeugt;  die 
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charakteristische    Function    der    allgemeinen    infinitesimalen 
Transformation  der  betreffenden  Gruppe  lautet: 

e,H,  +  '''  +  erHr*) 

Der  Kürze  wegen  werden  wir  in  Zukunft  auch  von  der  r-gliedrigen 
Gruppe:  H^(x,p)---Hr{x, p)  von  homogenen  Berührungstransformationen 
reden  oder  auch,  wo  kein  Missverständniss  zu  befürchten  steht,  einfach 
von  der  r-gliedrigmi  Gruppe:  H^{Xj  p)  *  -  -  Hripc,  p). 

Ist:  Hj^(x ,  p) '  •  •  IIr{x y  p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen 
Berührungstransformationen,  so  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen, 
die  charakteristischen  Functionen  der  infinitesimalen  Transformationen 
aller  Untergruppen  zu  bestimmen,  welche  in  dieser  r-gliedrigen  Gruppe 
enthalten  sind.  Zur  Erledigung  dieser  Aufgabe  ist  nur  die  Auflösung 
algebraischer  Gleichungen  erforderlich;  das  folgt  unmittelbar  aus  dem 
Theorem  33,  S.  210  des  Abschnitts  I,  denn  die  betreffende  Aufgabe 
kommt  einfach  darauf  hinaus,  alle  Untergruppen  der  r-gliedrigen 
Gruppe:  {H^f)  •  •  •  {Hrf)  zu  bestimmen. 

Die  Constanten  c,>s,  welche  in  den  Gleichungen  (1)  auftreten,  sind 
durch  die  Relationen: 


X  ,    \piy.v  Cvjs  ~l      ^yjv  Cvis  "P  (^jiv  Cv/.s)  ^ 


(2) 

(/,  y.,  j,  s  =  l-  ■  ■  r) 

verknüpft.  Man  kann  diese  Relationen  entweder  durch  Bildung  der 
bekannten  Identität  zwischen  je  drei  der  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: Äxf=  {Hy.f)  herleiten  oder  durch  Bildung  der  Identität 
zwischen  je  drei  der  charakteristischen  Functionen:  H^  •  -  -  Hr. 

Das  System  der  C/^,  in  den  Gleichungen  (1)  bestimmt  gerade  so 
wie  bei  den  Gruppen  von  Punkttransforuiationen  die  Zusammensetzung 
der  Gruppe:  IIi{x,  p)  -  •  •  IIr{x^  p)\  setzt  man  nämlich:  {Hyf)  =  Ay.f^ 

so  ziehen  die  Gleichungen:    {HiHy)  =  ^^dxsHs   die  Relationen: 


ÄiA^f—    Äy,Äif=      ^sCjysÄsf 


nach  sich.    Hieraus  geht  hervor,  dass  die  adjungirte  Gruppe  der  Gruppe: 
H^iXy  p)  '  •  '  HriXj  p)  die  gewöhnliche  Form: 


df 


F/^cf  =  ^  Cj^y.ejjj-  (/'  = 


besitzt. 


yj 


'*)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  VIII;  Göttinger  Nachrichten,  December  1874;  Archiv 
for  Mathematik  Bd.  I,  Christiania  1876. 
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Ferner  sind  (vgl.  Abschn.  I,  S.  291)  zwei  r-gliedrige  Gruppen: 
H^{x,  p)-  "  Hr(x,  p)  und  K^(x,  p) -- ■  Er(x,  p)  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen dann  und  nur  dann  gleidmisammengeseM 
oder  holoedrisch  isomorph,  wenn  es  in  der  zweiten  Gruppe  r  solche 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 

{KJf)  =  g,,{KJ)  +  ■  ■ .  +  g^,{K4) 

0"  =  1  •  •  •  r) 

giebt,  dass  mit  den  Relationen: 

1 

zugleich  die  ebenso  gestalteten:  ' 

{K;{K;f))  -  (K:{Klf))  =^.c,.iE:f) 

1 
stattfinden.  Das  aber  können  wir  jetzt  folgendermassen  ausdrücken: 
Satz  1.  Ztvei  r-gliedrige  Gruppen:  H^{x, p)-"Hr(x, p)  und  K^{x, p) 
'  • '  Krix,  p)  von  homogenen  JBerührungstransformationen  sind  dann  und 
nur  dann  gleichzusammengesetzt,  wom  es  möglich  ist,  r  solche  durch  heine 
lineare  homogene  Belation  verlcnüpfte  charaMeristische  Functionen: 

r 

Kj  =  ^igji .  Ki{x,  p)        ü=i .  • .  r) 
anzugeben,  dass  zu  gleicher  Zeit  die  Belationen: 

r 
{HiHj)  =  ^sCijsHs  {i,j  =  l...r) 

1 

und: 


r 


(KiKj)  =  ^  djsK,  U,  j  =  l...r) 


bestehen,  beide  Male  mit  denselben  Constanten  Cijs- 

Wählt  man  die  r^  Constanten  gß  in  allgemeinster  Weise  so,  dass 
den  Bedingungen   dieses   Satzes    genügt  wird    und   ordnet    man   jeder 

charakteristischen  Function:  Cj^Hj^-] \-erHr  die  Function:  Cj^K^'-^---- 

+  erKr  zu,  so  erhält  man  augenscheinlich  die  beiden  Gruppen:  II^-Hr 
und  K^'  •  '  Kr  in  allgemeinster  Weise  holoedrisch  isomorph  auf  ein- 
ander bezogen. 

Soll  die  r-gliedrige  Gruppe:  Hy^{x,  p)  -  •  -  Hr{x,  p)  von  homogenen 
Berührungstransformationen  eine  invariante  Untergruppe  der  (r  +  m)- 
giiedrigen  Gruppe:  H^{x,  p)-'-Hr+nc{x,  p)  sein,  so  ist  nach  Abschn.  T, 
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Theorem  4,1,  S.  261  nothwendig  und  hinreichend,  dass  Relationen  von 
der  Form: 

1 

{x  =  l  •^'  •  r,    fi  =  l  •  •  •  m) 

bestehen.     Hieraus  ergiebt  sich  in  bekannter  Weise  der 

Satz  2.  Die  r-gliedrige  Gruppe:  H^{x ,  p)  •  -  -  Hr(x ,  p)  von  homo- 
genen Berührungstransformationen  ist  dann  und  nur  dann  eine  invariante 
Untergruppe  der  (r  +  m) - gliedrigen :  H^ix,  p)  ■  -  -  Hr-{-m{^f  p),  wenn 
Relationen  von  der  Form: 

(x  =  1  •  •  •  r,    f.1  =  1  •  •  ■  m) 

Gestehen.  • 

§  77. 

Ist:  H^{x ,  p)  • '  •  Hr{x y  p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen 
Berührungstransformationen,  so  werden  unter  den  r  Functionen: 
H^{x j  p)  '  '  '  Hr{x ,  p)  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  gerade  m  von  ein- 
ander unabhängige  vorhanden  sein.  AVir  wollen  annehmen,  dass 
H^'  •  Hm  von  einander  unabhängig  sind,  während  Hm-\-i  •  •  -  H,  sich 
durch  H^'    •  Hm  allein  ausdrücken  lassen: 

(3)  Hm+y.  ^  ^m-\-y.  {ß^  '  ■  •  Hm)  {x  =  1  •  •  •  r-m) . 

Unter   diesen   Voraussetzungen   liefern    die   Gleichungen   (1)   zwischen 
H^' ' '  Hm  die  folgenden  Beziehungen: 


(4) 


{H^Hy)  =   ^^C^nsHs  +  ^■C,,r^m+y.^m+y.{H^--'H,^ 


1 

C"  ,   V  =  1  •  •  •  m)  : 


mit  andern  Worten:  H^-  -  -  Hm  bestimmen  eine  m-gliedrige,  natürlich 
homogene  Functionengruppe ,  welcher  auch  J5n+i  •  •  •  Hr  angehören. 
Das  giebt  den 

Satz  3.  Zu  jeder  r- gliedrigen  Gruppe:  H^{x ^  p)  •  -  •  Hr{x ,  p)  von 
homogenen  Berührungstransformationen  gehört  eine  ganz  bestimmte  homo- 
gene Fu nctionengr upp e. *)  Dieselbe  ist  durch  die  Functionen :  H^ iß^yP)--- 
Hr(x,p)  bestimmt  und  enthält  die  charalderistischen  Functionen  aller  infini- 
tesimalen Transformationen  der  r- gliedrigen  Gruppe.  Hire  Glieder  zahl  ist 
gleich  der  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  unter  den  Functionen: 
H^(x,p)--'Hr{x,p). 


*)  Archiv  for  Mathematik  Bd.  1,  Christiania  1876. 
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Zum  Unterschied  von  der  Functionengrnppe,  welche  durch  die 
Functionen:  Hiipc,  p)  ■  -  •  Hr{x^  p)  bestimmt  ist,  werden  wir  im  Fol- 
genden die  r-gliedrige  Gruppe:  H^{x,  p)  -  •  ^  Hr{x,  p)  von  homogenen 
Berührungstransformationen  als  die  Transformationsgruppe:  Hiix^p)--- 
Hr{Xj  p)  bezeichnen. 

Sind  die  c,x.  gegeben  und  die  Form  der  Relationen  H,n+y,  — ^,ri-\-y.  =  0 
bekannt,  so  kann  der  Typus  (vgl.  S.  227)  der  betreffenden  homogenen 
Functionengruppe  ohne  Weiteres  angegeben  werden. 

Die  Invarianten  der  Tränsformationsgruppe:  H^{xj  p)- ■  ■  Hr{x,  p) 
sind  (Abschnitt  I,  S.  215)  diejenigen  Functionen  der  x,  p,  welche  die 
r  infinitesimalen  Transformationen:  (HJ)--'{Hrf)  gestatten,  sie  sind 
also  die  gemeinsamen  Lösungen  der  r  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen:      .  (^JJJ^^  ==  0,    .  .  .    {Hrf)  ==  0 

in  den  Veränderlichen  x,  p.  Sind  wie  oben  H^--  Hm  von  einander 
unabhängig,  während  Hm^^-'-Hr  sich  durch  H^'-Hm  allein  aus- 
drücken, so  reduciren  sich  diese  Gleichungen  auf  die  m  von  einander 
unabhängigen:  (^hJ)  =  0,  •  •  •  (jS,/)  =  0, 

welche  nach  Theorem  19,  S.  183  ein  m-gliedriges  vollständiges  System 
bilden.  Die  Lösungen  dieses  vollständigen  Systems  bilden  aber  nach 
Theorem  20,  S.  184  die  Polargruppe  der  w-gliedrigen  Functionen- 
gruppe: H^{x,  p)"-  Hm{x,  p),  also: 

Theorem  50.  Die  Invarianten  der  r-gliedrigen  Gruppe: 
Hy{x,p))---Hr{x,p)  von  homogenen  Berührungstransformationen 
sind  die  Functionen  der  Polargruppe,  welche  ^u  der  durch  die 
Functionen:  H^ix ,  p)  -  -- Hr{x ,  p)  bestimmten  Functionengruppe 
gehört. 

Insbesondere  ergiebt  sich: 

Satz  4.  Diejenigen  Invarianten  der  r-gliedrigen  Gruppe:  H^{x,p) 
'•'IIr{x,p)  von  homogenen  Berührungstransformationen,  welche  in  den p 
homogen  von  nullter  Ordnung  sind,  lassen  sich  auch  definiren  als  die 
Functionen  mdlter  Ordnung  der  Polargruppe,  tvelche  m  der  durch  die 
Functionen:   II^{x,  p)  •  --  Hr{x,  p)    bestimmten  Functionengruppe  gehört. 

Fragt  man  nach  allen  denjenigen  Invarianten  der  Transformations- 
gruppe:  Hj^x,  p)  ••- IIr(x,  p),  welche  der  Functionengruppe:  H^{x,p) 
•  •  •  Hr{x,  p)  selbst  angehören,  so  wird  zu  antworten  sein:  es  sind  die 
ausgezeichneten  Functionen  der  Functionengruppe:  II^{x,p)'-'Hr{x,p). 
Giebt  es  unter  diesen  Invarianten  solche  von  nullter  Ordnung  in  den  p, 
so  sind  das  natürlich  die  ausgezeichneten  Functionen  nullter  Ordnung 
jener  Functionengruppe. 
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Will  man  den  Begriff  der  TransiHvität  auf  die  Gruppen  von  homogenen 
Berührungstransformationen  übertragen,  so  kann  man  sich  auf  zwei  ver- 
schiedene Standpunkte  stellen. 

Erstens  kann  man  die  r-gliedrige  Gruppe:  H^(x,  p)  -  ■  •  Hrix,  p)  von 
homogenen  Berührungstransformationen  dann  als  transitiv  bezeichnen,  wenn 
sie  die  Veränderlichen  x^---Xn^  Pi'"Pn  transitiv  transformirt.  In  diesem 
Falle  ist  zur  Transitivität  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Gruppe  keine 
Invarianten  besitzt  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  es  unter  den 
Functionen:  H^{x,p)--'Hr(x^p)  gerade  2n  von  einander  unabhängige  giebt. 

Zweitens  kann  man  die  Gruppe:  H^{x^  p)--'Hr(x,  p)  dann  als  transitiv 
bezeichnen,  wenn  sie  die  Veränderlichen : 

^  Pn  Pn 

transitiv  transformirt.  Für  diese  Auffassung  ist  zur  Transitivität  noth- 
wendig und  hinreichend,  dass  die  Gruppe  keine  Invarianten  nuUter  Ordnung 
besitzt,  das  heisst,  die  Polargruppe  der  Functionengruppe:  H^(x^  p)  •  •  - 
Hr{x^  p)  darf  keine  Functionen  nuUter  Ordnung  enthalten. 

üeberall  da,  wo  man  darauf  Gewicht  legt,  dass  man  es  mit  einer 
Gruppe  von  homogenen  Bcrührungstransforniationen  der  Mannigfaltigkeit 
x-^-  '  '  x,i  zu  thun  hat,  wird  man  der  zweiten  Definition  der  Transitivität 
den  Vorzug  geben.  Denn  unter  diesen  Umständen  kommt  es  einem  nur 
darauf  an,  wie  die  Elemente : 

P^  P_n-1 

X-i    •  •  •  Xfi ,  •  •  • 

'  '        Pn  Pn 

des  w-faeh  ausgedehnten  Punktraumes:  X-^-  -  •  Xn  transformirt  werden  und 
man  wird  naturgemäss  eine  Gruppe  dann  transitiv  nennen,  wenn  sie  jedes 
Element  von  allgemeiner  Lage  in  jedes  andere  überführt,  wenn  sie  also 
keine  Invariante  nuUter  Ordnung  besitzt.  Hat  sie  andrerseits  gerade  l 
unabhängige  Invarianten  nullter  Ordnung: 

so  zerlegt  sie  die  Schaar  aller  oo^"~~^  Elemente  des  Raumes  x^'^-x^  in  oo^ 
einzeln  invariante  Schaaren:  N^(x^  P)  =  cti-,  '  '  '  Ni(x,  p)  ==  ai  von  je 
qq2m— z— 1  Elementen  und  die  Gruppe  ist  intransitiv. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  man  die  Begriffe  der 
Primitivität  und  der  Imprimitivität  auf  die  Gruppen  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen übertragen  will. 

Da  nämlich  (S.  137)  jede  homogene  Berührungstransformation  in  den  Ver- 
änderlichen x^-  •  ■  Xn-,  p^-  '  •  Pn  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

invariant  lässt,  so  transformirt  überhaupt  jede  r-gliedrige  Gruppe:  H^{x.,p) 
•  '  •  H,.(x,  p)  die  Veränderlichen  rr^  •  •  •  ic„,  P^  ■  •  •  Pn  imprimitiv,  indem  sie 
schon  die  Veränderlichen: 

Lie,  Theorie  der  Transformatiousgruppen.    II.  ■  20 
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Pi  Pn-l 

unter  einander  transformirt.  In  Folge  dessen  hat  es  bei  einer  Gruppe  von 
homogenen  Berührungstransformationen  nur  dann  einen  Sinn  von  „Primitivität" 
zu  reden,  wenn  sie  die  Veränderlichen: 

primitiv  transformirt,  wenn  sie  also  in  den  Veränderlichen  Xy^-  --Xn^  p^-  •  -pn 
kein  zwei-  oder  mehrgliedriges  vollständiges  System  invariant  lässt,  welches 
die  Gleichung  (ö)  umfasst.  Ist  eine  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
trausformationen nicht  in  diesem  Sinne  primitiv,  so  wird  sie  als  imprimitiv 
zu  bezeichnen  sein. 

Um  Missverständnisse  zu  vermeiden,  empfiehlt  es  sich,  jedesmal  aus- 
drücklich zu  sagen,  in  welchem  Sinne  man  die  Begriffe  Transitivität  und 
Primitivität  auf  eine  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen 
anwendet. 

§  78. 

Es  sei:  H-^iXyp)  --Hr{x,  p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen 
ßerührungstransformationen.  Führt  man  in  diese  Gruppe  vermöge 
einer  homogenen  Berührungstransformation: 

yi  =  Yi{x,  p),  gii  =  Qi{x,  p)  (^  =  i  •  •  • «) 
die  neuen  Veränderlichen:  y^  -  -  •  y»,  9'i  •  •  •  9'»  ein,  so  erhält  man  eine 
neue  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen. 
Verwandeln  sich:  H^{x,  p)-'-Ilr{x,  p)  bei  Einführung  der  y,  q  bezüg- 
lich in:  Zi(^,  q)---Kr{y,  q),  so  gehen  nach  S.  267  die  infinitesimalen 
Transformationen:  (H-^^f)^  •  •  •  (Hrf)^  bezüglich  über  in:  (K^f)^  •  •  • 
{Krf)  und  das  sind  dann  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  neuen  Gruppe.  Mithin  lautet  die  charakteristische  Function  der 
allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  unsrer  neuen  Gruppe: 
c^K^{y,  g)  -{-•'-  -jr  CrKr^y^  q)  oder,  wie  wir  uns  auch  ausdrücken 
können: 

Satz  5.  Führt  man  in  eine  r-gliedrige  Gruppe:  H-^^{x y p)  - •  •  Hr{cc , p) 
von  homogenen  Berührungstransformationen  vermöge  einer  homogenen 
Berührungstransformation : 

yi  =  Yi{x,  p),     qi  =  Qi{x,  p)  {i  =  i---n) 

die  neuen  Veränderlichen:  y^-  •  •  yn,  Qi' '  '  Qn  eiiz,  so  hekommt  man  eine 
neue  r-gliedrige  Gruppe-.  K^{y ,  q) - •  - Kr{y ,  q)  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen; die  charakteristischen  Functionen:  K^{y ^  q)  ■  •  -  Kr{y ,  cf) 
dieser  neuen  Gruppe  werden  dadurch  erhalten,  dass  man  in  die  charakteri- 
stischen Functionen:  H^{x^  p)--- Hr{x,  p)  der  ursprünglichen  Gruppe  die 
neuen  Veränderlichen  y,  q  einführt. 
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Beispiel.     Führt  man  in  die  allgemeine  projective  Gruppe: 

n 
Piy       XiPy.,       Xi^.Xy.py. 

1 
die  neuen  Veränderlichen  x\  p    vermöge  der  Berührungstransformation: 


CCi 


^Xy.Py. 


,  Pi     =    Xj    ^  Xy.Py. 


ein,  so  bekommt  man  (s.  S.  268)  wiederum  die  allgemeine  projective 
Gruppe.  Hierbei  geht  jede  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  in  eine  Untergruppe  derselben  über.  Zwei  solche  projective 
Gruppen  nennen  wir  dualistische  Gruppen.  Die  zu  einer  linearen 
homogenen  Gruppe  gehörige  dualistische  Gruppe  ist  selbst  eine  lineare 
homogene  Gruppe.  So  z.  B.  ist  die  zu  der  adjiingirten  Gruppe  einer 
beliebigen  Transformationsgruppe  gehörige  dualistische  Gruppe  eben- 
falls eine  lineare  homogene  Gruppe. 

Nach  Satz  3,  S.  303  ist  der  r-gliedrigen  Gruppe:  H-^(x,p)--'Hr{x^p) 
von  homogenen  Berührungstransformationen  eine  ganz  bestimmte  homo- 
gene Functionengruppe:  H^'-Hm  zugeordnet,  welcher  alle  r  Functionen: 
Hl  '  '  ■  Hr  angehören.     Wir  wollen  annehmen,  dass : 

Xi{x,  p)--'  X;.(^,  p),     P^ix,  p)--'  Fi_,{x,  p) 

eine  kanonische  Form  dieser  Functionengruppe  ist;  ferner  mögen: 
Xij^^ix,  p)  •  •  •  X«  {x,  p),     P^^+i  {x,  p)-'  ■  P„  {x,  p) 

solche  Functionen  sein,  dass:  X^-  ■  Xn,  F^-  -  -  Fn  eine  2«-gliedrige 
kanonische  homogene  Functionengruppe  wird. 

Führen  wir  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  vermöge  der 
homogenen  Berührungstransformation: 

yi  =  Xi{x,p),    qi  =  Pi(x,p)         (1^1  •■■n) 

an  Stelle  der  x,  p  die  neuen  Veränderlichen  y^  •  -  -  yn,  ^i  •  •  •  Qn  ein,  so 
werden  H^ix,  p)  -  •  ■  Hr{x,  p)  augenscheinlich  Functionen  von  y^  •  •  -yi, 
q^'  •  '  q^  allein: 

Hy.ix,  p)  =  ^yXyi  •  '-Vh  ^1  •  •  •  ^^0         {y-  =  i--'r) 
und  die  infinitesimalen  Transformationen:  (Hyf)      unsrer  r-gliedrigen 
Gruppe  nehmen  daher  die  folgende  Gestalt  an: 


^' 


cSl^    df  xrj  d^.,_   df 


21  0  lii' ^     CT  ■^"1 


-J    öqj   dyj         jLj   dy.    dq. 

[x  =  l-.-r). 

20* 
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Hieraus  lässt  sich  erkennen,  welche  Form  die  endlichen  Gleichungen 
unsrer  Gruppe  in  den  neuen  Veränderlichen  erhalten.  Ist  nämlich 
fi^A,  so  besitzen  diese  endlichen  Gleichungen  die  Form: 


y(=  ^iiyi'-'Vh  9.1 

•  -q^u,  a,  • 

••a.) 

9i'=  "Piiyi-'-yx,  9, 

•  •  •  9m  (^1 

--Or) 

{i=i... 

^■) 

yUi  =  y^+i  +  1^1  (2/1 

•  •  yh  9i ' 

'  '9u,  ^1  • 

•  «;•) 

y.u  =  y^c  +  ä;«-x(2/i  •  • 

'  Vh  9i  ■  • 

•  9^cy  «1  •  • 

•a,-) 

(6)  { 


g;+i  =  g^+i,  •  •  •  9^^  =  9^^ 

2/,''+i  =  ^,«+1?  •  •  •  yn  =  yn 

g;+i  ==g^,+i,  •  •  •  q;,=q^. 

Im  Falle  ^  >  ft  ist  die  Form  der  endlichen  Gleichungen  ganz  ähnlich 
und  braucht  wohl  nicht  besonders  hingeschrieben  zu  werden. 

Wir  sahen  oben  (S.  304),  dass  die  Transformationsgruppe:  H^{Xjp) 
•  •  •  Hr(x^  p)  alle  Functionen  der  Polargruppe  invariant  lässt,  welche 
zu  der  homogenen  Functionengruppe:  H^{x,  p)"'H„,{Xj  p)  gehört.  In 
der  Form  (6)  der  Transformationsgruppe  ist  die  Invarianz  der  Func- 
tionen der  Polargruppe  augenscheinlich,  denn  ist  ^  ^  A,  so  erhält  die 
Polargruppe  der  Functionengruppe:  H^{x ,  p) -- -  Hm{x ,  p)  in  den  Ver- 
änderlichen y,  q  die  Gestalt:  qx^^^  •  •  •  ^,,,,  g^,+i  -  •  -  q„,  y^,^^  ...  2/«. 

Ausserdem  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Form  der  Func- 
tionen ^,  W,  S  in  den  Gleichungen  (6)  durch  H^{x ,  p)  -  •  •  Hr{x ,  p) 
und  durch  die  gewählte  kanonische  Form:  X^{x ^  p)  •  -  -  Xx{x ,  p) , 
J\(^}  P)"-Pf^{^7P)  der  Functionengruppe:  H^{Xj  p) -" Hn,{x,  ^i)  voll- 
ständig bestimmt  ist. 

§  79. 

Ist:  H^{x,p)'-'Hr{Xyp)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen 
Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen  x^-  -  -  x^,  p^-  •  •  Pn 
und:  K^{y,  q)  '  '  •  Kr(y,  q)  eine  ebensolche  Gruppe  in  den  Veränder- 
lichen yi  •  '  ■  yn,  9i  '  •  '  9n  und  giebt  es  eine  homogene  Berührungs- 
transfornaation: 

(7)  yi  =  Yi(x,  p),     qi  =  Qi {x,  p)     (e  =  1  •  •  •  «), 

welche  die  endlichen  Transformationen  der  ersten  Gruppe  in  die  der 
zweiten  überführt,  so  heissen  die  beiden  Gruppen  ähnlich  vermöge  der 
Jiomogenen  Berührungstransformation  (7). 

Sollen  die  beiden  Gruppen:  H^-'-Hr  und  K^-'K,  vermöge  der 
homogenen   Berührungstransformation   (7)    ähnlich    sein,    so    ist   nach 
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Abschnitt  I,  Theorem  61,  S.  329  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die  r  infinitesimalen  Transformationen:  (H^f)^^^  •  •  •  (Hrf)^^  der  ersten 
Gruppe  bei  Ausführung  der  Transformation  (7)  in  r  infinitesimale 
Transformationen  der  Gruppe:  K^{y ,  q)  •  •  -  Kr{y ,  q)  übergehen.  Nach 
dem  auf  S.  267  Gesagten  ergiebt  sich  daher  das 

Theorem  51.  Zivei  r-gliedrige  Gruppen:  H^ix ,  p)  -  •  -  IIr{x ,  p) 
und  K^iy y  g)  •  '  •  Kr{y ,  q)  von  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen in  2n  Veränderlichen  sind  dann  und  nur  dann  durch 
homogene  Berührungstransformation  mit  einander  ähnlich, 
tvenn  es  eine  homogene  Berührungstransformation: 
(7)  yi  -=  Yi{x,  p),    qi  ==  Qi{x,  p)        (t  =  i  •  •  • .) 

giehtj  vermöge  deren  jedes  Hi{x,p)  die  Form:  g^K^ii],  g)  +  •  •  • 
-\-girKr(y,  q)  erhält  j  wo  die  g^-j  Constanten  he  zeichnen.'^) 

Sind  die  beiden  Gruppen:   H^{x,  p}-  -  •  Hripc,  p)  und  K^iy,  ü)  '  '  - 
Kr{]J,  q)  iu  dem  angegebenen  Sinne  mit  einander  ähnlich  und  setzt  man: 
ffii^iiv,  Q)-i h  9irKr{y,  q)  =  K;{y,  q) 

so  f]jehen  die  Relationen: 


iff'Hj)^,=^''"^' 


wegen  des  invarianten  Charakters  des  Klammersymbols  bei  Ausführung 
der  Berührungstransformation  (7)  über  in: 

1 
Das    stimmt    mit    dem    Theoreme  62,  S.  330   des   Abschnitts  I,    nach 
welchem  nur  solche  Gruppen  mit  einander  ähnlich  sein  können,  welche 
gleichzusammengesetzt  sind. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  es  natürlich,  entscheiden  zu  können, 
ob  zwei  vorgelegte  r-gliedrige  Gruppen:  H^(x,  p)  -  ■  -  Hrix,  p)  und 
K^{y ,  q)  •  "  Kr(y ,  q)  von  homogenen  Berührungstransformationen  ver- 
möge einer  homogenen  Berührungstransformation  (7)  mit  einander 
ähnlich  sind.  Wir  werden  jetzt  zeigen,  wie  man  das  entscheiden 
kann,  setzen  aber  dabei  voraus,  dass  die  beiden  Gruppen  gleich- 
zusammengesetzt sind,  denn  wären  sie  das  nicht,  so  würde  die  Aehn- 
lichkeit  von  vornherein  ausgeschlossen  sein. 


*)  Vgl.  Lie,  Math.  Anu.  Bd.  VIII,  S.  303;  Göttinger  Nachrichten,  December 
1874;  Archiv  for  Mathematik,  Bd.  1,  S.  185,  Christiania  1876. 
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Bestehen  die  Relationen: 

(Hirn.,- ^'C,,H,, 
1 

so  wählen  wir  zunächst  in  allgemeinster  Weise  r^  solche  Constanten 
(/ij  mit  nicht  verschwindender  Determinante,  dass  die  r  charakteristischen 
Functionen: 

^/  =  gnKiiy,  q)-{ h  9irKr(y,  q) 

(/  =  1  .  .  .  r) 

durch  die  Relationen: 

1 
mit  denselben  Constanten  C/j,  verknüpft  sind.  Anders  ausgedrückt: 
Wir  beziehen  die  Gruppe:  K,(y,  q)"-Kr{y,  q)  in  allgemeinster  Weise 
holoedrisch  isomorph  auf  die  Gruppe:  H^{x,  p)--Hr{x,  p).  Nunmehr 
kommt  es  blos  darauf  an,  ob  es  möglich  ist,  die  in  den  gij  enthaltenen 
willkürlichen  Elemente  derart  zu  specialisiren,  dass  es  eine  homogene 
Berührungstransformation  (7)  giebt,  welche  H^{x,  p)-"Hr{x,  p)  bezüg- 
lich in  K;{y,  q)"-K;(tj,  q)  verwandelt.  Diese  Frage  aber  lässt  sich 
auf  Grund  der  Entwickelungen  des  §  60,  S.  227  ff.  erledigen. 

Sind  nämlich  etwa  H^-  H,u  unabhängige  Functionen  von  x^-'-x^^ 
Pi---Pn,  während  H,,+i-"IIr  sich  durch  H^"H„,  allein  ausdrücken 
lassen : 

Rm-\-j  ^^  ^m+j{H^  '  '  -Hm)  0  =  1  •  •  •  r  -  m) , 

so  bestimmen  H^-Hm  eine  m-gliedrige  homogene  Functionengruppe, 
welcher  auch  Km^i  -  --  Hr  angehören.  Soll  es  nun  eine  homogene 
Berührungstransformation  (7)  geben,  welche  H^-  -  Hr  in  Z"/ •  •  •  Z"/ 
überführt,  so  muss  es  möglich  sein,  die  in  den  gij  enthaltenen  will- 
kürlichen Elemente  so  zu  specialisiren,  dass  Z"/  •  •  •  K^  unabhängige 
Functionen  von  tj^-  --yn,  ^i  •  •  •  g«  werden  und  eine  m-gliedrige 
homogene  Functionengruppe  bestimmen,  welcher  auch  Z,;+i  •  •  •  Z"/ 
angehören  und  zwar  müssen  sich  K^a+v'K;  genau  so  durch  K^-K',, 
ausdrücken,  wie  Hm-[-i'"Hr  durch  H^'-H.n,   das  heisst,  es  muss  sein: 

Km+j  ^^  ißm+y  (Z/  •  •  •  7Ci)  0"  =  1  ...  r  —  m) . 

Diese  nothwendigen  Bedingungen  sind  aber  auch  für  das  Vor- 
handensein einer  Berührungstransformation  (7)  von  der  verlangten 
Beschaffenheit  hinreichend.  Sind  sie  nämlich  erfüllt,  so  stehen 
H^'  '  •  Hm  in  den  Beziehungen : 

m.  r—m 

1  1 

(,« ,  V  =  1  .  .  .  m) 
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und  K^ '  •  -Km  stellen  in  den  Beziehungen: 

m  r—m 

1  1 

(/<,  r  =  l  •  •  •  tu); 

da  mm  H^--  Hm  sämmtlicli  homogen  von  erster  Ordnung  in  p^  •  •  -pa 
sind  und  K^  •  -  ■  K,n  homogen  von  erster  Ordnung  in  q^-'-qn,  so  giebt 
es  nach  Theorem  34,  S.  229  sicher  eine  homogene  Berührungstrans- 
formation (7),  welche  H^-Hm  bezüglich  in  K('"KL  verwandelt,  diese 
aber  führt  zu  gleicher  Zeit:  JT^+i  -  "  Br  über  in  Zj+i  •  •  •  Z/,  erfüllt 
also  alle  gestellten  Forderungen.     Damit  haben  wir  das 

Theorem  52.  Sollen  zivei  r-gliedrige  Gruppen:  H^{x,  p)  •  •  • 
Hr{XjP)  und  K^{y,  q)"  •  Kr{tj,  q)  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen in  2n  Veränderlichen  durch  eine  homogene 
Berührungstransformation: 

(7)  Vi  =  Yi{x,  p),     qi  ==  Qi{x,  p)  .       0-=i  •  •  •  n) 

mit  einander  ähnlich  sein,  so  ist  vor  allen  Dingen  nothtvendig, 
dass  sie  gleiehzusammengesetst  sind.  Wenn  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  ivähle  man  in  allgemeinster  Weise  r^  solche  Con- 
stanten gij  mit  nicht  verschtvindender  Determinante,  dass  ztvi- 
schen  H^(x,  p)  -  ■  -  H,{x,  p)  und  sivischen: 

K[{y,  q)  =  giiMy>  2)  +  •  •  •  +  9irK'-iy,  ^i)      i^-^---r) 

Belationen  von  derselben  Form,: 


und: 


1 


stattfinden.  Sind  nun  ettva  H^{x,  p)  - --  H^ix,  p)  von  einander 
unabhängige  Functionen,  ivährend  Hni-{-i"'IIr  sich  durch  H^--H,u 
allein  ausdrüclcen  lassen: 

SO  sind  die  beiden  Gruppen:  H^{x,  p)- •  •  Hr{x,  p)  und:  K^{y,  q)--- 
Kr{y,  q)  dann  und  nur  dann  in  der  verlangten  Weise  mit  ein- 
ander ähnlich,  tvenn  es  möglich  ist,  die  in  den  gij  enthaltenen 
ivillhiirlichen  Elemente  derart  zu  specialisiren,  dass  K[{y,  q)---, 
Km{y,  q)  von  einander  unabhängig  werden,  ivährend  Km+i--lC 
sich  folgendermassen  durch  K[ -- ■  K^  allein  ausdrücken"^): 

^;+^  =  ß;n+,.(Äl  '-'K:)  (,«  =  !....-  ru)  . 

*)  Lie,  Archiv  for  Mathematik,  Bd.  1,  S.  187,  Christiania  1876. 
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Aus  diesem  Theorem  ergiebt  sich  insbesondere,  dass  die  beiden 
Gruppen:  H,  "  Hr  und  K, -- •  Kr  jedenfalls  nur  dann  ähnlich  sein 
können,  wenn  es  unter  den  Functionen:  K^{i/,  q)-'>Kr(y,  q)  genau  so 
viele  von  einander  unabhäügige  giebt  wie  unter  den  Functionen: 
Hi{x,p)  '  •  ■  Hr{x,p).  Sind  andrerseits  die  beiden  Gruppen  wirklich 
ähnlich,  so  findet  man  die  allgemeinste  homogene  Berührungstrans- 
formation (7),  welche  die  eine  Gruppe  in  die  andere  überführt,  fol- 
gendermassen:  Man  specialisirt  die  in  den  g;j  enthaltenen  willkürlichen 
Elemente  in  allgemeinster  Weise  derart,  dass  die  Bedingungen  des 
Theorems  erfüllt  sind  und  sucht  sodann  die  allgemeinste  homogene 
Berührungstransformation  (7),  welche  H^'-Hm  bezüglich  in  Ki-^K^n 
überführt. 

Ein  einfaches  Beispiel  mag  zur  Erläuterung  des  eben  bewiesenen 
Theorems  dienen.     Wir  wollen  untersuchen,  ob  die  Gruppe: 

^i=Pi+P2^      H^  =  oc,p,  +  x,p,,      H,  =  x,%  +  x^'p^ 
durch  eine  homogene  Berührungstransformation  mit  der  Gruppe: 

K^  ==  q, ,       K,  =  tj^q^  +  ^y^q^,       K^  =  y^^q^  +  y^y^^^^ 
ähnlich  ist. 

Es  bestehen  die  Relationen: 

und  ebenso: 

(K,K,X^==K,,      (K,K,l^  =  2K,,      (K,K,X^  =  K,, 

die  beiden  Gruppen  sind  also  gleichzusammengesetzt.  Da  überdies 
i/i,  H2J  -Hg  unabhängige  Functionen  von  x^,  x.^,  p^^  p^  sind  und 
^^1;  -^^2?  -^3  ebensolche  Functionen  von  y^^  y.-^,  g^,  q^_,  so  giebt  es 
unsrem  Theorem  zufolge  sicher  eine  homogene  Berührungstransfor- 
mation, vermöge  deren  die  Gleichungen: 

I  Pl  +P2  =  Ql 

W     '  ^iPl  +  ^2P2  ==  Vl^l  +  il/2(l2 

WPi  +  ^2^P2  =  !/l'^l    +   2/1^2^2 

identisch  bestehen. 

Aus  den  Gleichungen  (A)  ergiebt  sich  durch  Auflösung: 

y^q^  =  2i{x^  —  x,)yp^2 . 
Zur  Bestimmunyf  von: 
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==q(x„x„  ^a^ 


2/2 
hat  man  die  Differentialgleichungen : 

durch  deren  Integration  man  findet: 

4 


c.yx,-x,'-J 


Vpi  +  iyp2 

Endlich  wird  noch: 


r  '  V^i  —  ^2  '  VPAiVPi  +  ^Vp^) 


und  damit  ist  die  gesuchte  Berührungstransformation  vollständig 
bestimmt. 

Bemerkens werth  ist,  dass  H^^  H^,  H^  auch  als  eine  Gruppe  von 
Pimkttransformationen  in  den  Veränderlichen  x^,  x^  aufgefasst  werden 
kann  und  K^j  K^^  K^  als  eine  ebensolche  Gruppe  in  den  Veränder- 
lichen 2/1,  1)2,  dass  aber  diese  beiden  Gruppen  durch  keine  Punkttrans- 
formation : 

Vi  =  (Pi(^i,  ^2).       ^2  =  9^2(^1?  ^2) 

mit  einander  ähnlich  sind  (vgl.  Abschn.  I,  S.  362). 

Wir  haben  bisher  den  Begriff  der  Aehnlichkeit  nur  auf  solche 
Gruppen  von  homogenen  Berührungstransformationen  angewendet, 
welche  gleichviele  Veränderliche  enthalten.  Diese  Voraussetzung  kann 
fallen  gelassen  werden.  Enthält  zum  Beispiel  die  Gruppe:  K^(y,q)"' 
Kr{y,  q)  nur  2/z  <  2n  Veränderliche:  y^"  -yhy  ^i'-'^h,  so  kann  man 
2(n  —  h)  Veränderliche  y/.j^i-'-y^,  qh-]-i"-qn  hinzufügen,  welche  bei 
der  Gruppe  Ki{y,  q)  •  ■  -  Kr{y,  q)  gar  nicht,  das  heisst  nur  durch  die 
identische  Transformation: 

2//.+1  =  2/A+i,  •  •  •  yn  =  yn 

transformirt  werden.  Ist  dann  die  Gruppe  K^{y,  q)--'Kr{y,  q)  in  den 
2n  Veränderlichen:  y^-  -  -  y^  q\  '  '  '  qn  mit  der  Gruppe:  H^{x,  p)  ■  -  - 
Hr(x,  p)  durch  eine  homogene  Berührungstransformation  (7)  ähnlich, 
so  kann  man  den  Begriff'  der  Aehnlichkeit  erweitern,  indem  man  auch 
sagt,  dass  die  Gruppe:  K^-  •  •  Kr  in  den  2/i  Veränderlichen:  2/i  '  *  *  2/a? 
qi"'qh  mit  der  Gruppe:  H^'-Hr  in  den  2 n  Veränderlichen:  x^-^-Xn^ 
Pi  '  '  '  Pn  durch  eine  homogene  Berührungstransformation  ähnlich  ist 
(vgl.  Abschn.  I,  S.  361  f.,  wo  eine  ähnliche  Redeweise  bei  den  Gruppen 
von  Punkttransformationen   eingeführt   ist).     Wenn   wir    übrigens  im 
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Folgenden  von  Aelmlichkeit  zweier  Gruppen  durch  homogene  Be- 
rührungstransformation sprechen^  so  meinen  wir  stets,  wenn  nicht  das 
Gegentheil  ausdrücklich  hervorgehoben  wird,  die  Aehnlichkeit  in  dem 
ursprünglichen  engeren  Sinne,  wo  beide  Gruppen  gleichviele  Veränder- 
liche enthalten. 

An  die  besprochene  Erweiterung  des  Begriffs  der  Aehnlichkeit 
zweier  Gruppen  von  homogenen  Berührungstransformationen  knüpfen 
wir  noch  die  folgende  Bemerkung. 

Ist  in  den  2n  Veränderlichen  x^-  -  ■  Xn,  Pj^  -  -  Pn  eine  r-gliedrige 
Gruppe:  H^{x,  p)- -  -  Hr{x,  p)  vorgelegt,  so  kann  man  sich  die  Frage 
vorlegen,  wie  klein  die  Zahl  2h  sein  darf,  damit  es  in  den  2h  Ver- 
änderlichen yi-'-llh,  qi-'-qh  noch  eine  r-gliedrige  Gruppe:  K^{y,q)-" 
^r(y,  q)  von  homogenen  Berührungstransformationen  giebt,  welche 
mit  der  Gruppe:  H^{x,  p)  -  ■  -  Hr{x,  p)  durch  homogene  Berührungs- 
transformation ähnlich  ist,  das  Wort  „ähnlich"  in  jenem  weiteren 
Sinne  verstanden. 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  leicht  zu  geben.  Es  sei  nämlich: 
X^{x,  p)--'  Xx(x,  p),  P,(x,  p)  •  .  •  P^,{x,  p)  wie  in  §  78,  S.  307  eine 
kanonische  Form  der  homogenen  Functionengruppe,  welche  durch: 
H^{x,  p)--'Hr(x,  p)  bestimmt  ist,  und  es  sei  etwa  ii>  X,  dann  erkennt 
man  aus  dem  damals  Gesagten  sofort,  dass  es  in  2h  =  2^  Veränder- 
lichen: yi'  •  ■  y/ic,  qi  '  •  -  q/u  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen 
Berührungstransformationen  giebt,  welche  mit  der  Gruppe:  II^(Xy  p) 
'  '  '  Hr{Xy  p)  ähnlich  ist;  man  erhält  die  betreffende  Gruppe,  wenn 
man  in  der  Gruppe  (6)  die  Veränderlichen  y^-^-i-'-yn,  q/n+i-'-qn, 
welche  von  derselben  gar  nicht  transformirt  werden,  weglässt.  Zu- 
gleich liegt  auf  der  Hand,  dass  es  in  2h  <2^  Veränderlichen:  y^'-ykj 
q^-'-qh  keine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen giebt,  welche  mit  der  Gruppe:  H^(x,  p)  ■  -  •  Hr(x,  p)  ähnlich 
ist,  denn  wäre:  K^(y^  q)  ■  •  •  Kr{y,  q)  eine  solche  Gruppe,  so  müssten 
■^i(^;  q)"'^r(yy  q)  eine  (/l  +  i^)-gliedrige  homogene  Functionengruppe 
bestimmen,  welche  die  kanonische  Form:  Y^{y,  q)--'Yx{y,  q),  Qi(y,  q) 
'■'Q/t(y,  q)  erhalten  könnte;  eine  Functionengruppe  mit  einer  solchen 
kanonischen  Form  giebt  es  aber  in  den  2/i  <  2ft  Veränderlichen: 
Vi  '  '  '  Vh,  qi'  ' '  qh  überhaupt  nicht. 

Sind  in  In  Veränderlichen  zwei  r-gliedrige  Gruppen:  H^(x^p)-'- 
Hr{x^  p)  und  K^{x\  p)  -  •  •  Kr{x\  p')  von  homogenen  Berührimgstrans- 
formationen  vorgelegt,  so  kann  man  sich  auch  die  allgemeinere  Frage  stellen, 
ob  es  in  den  2w  Veränderlichen  x^---Xn-,  Pi---Pn  überhaupt  irgend  eine 
Transformation : 

(8)  xi  =  Fi{x,  jj),        pi'  =  0i(x,  p)  (/  =  1  .  •  .  n) 
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giebt,  welche  die  eine  Transformationsgruppe  in  die  andere  überführt,  ohne 
zu  verlangen,  dass  (8)  gerade  eine  homogene  Berührungstransformation  sein 
soll.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  kann  nach  den  Regeln  des  Kap.  19 
in  Abschnitt  I  geleistet  werden,  denn  es  handelt  sich  ja  nur  darum,  ob  die 
beiden  r-gliedrigen  Gruppen  von  Punkttransformationen:  {H^f)  •■•{Hrf) 
und  (K^f)  '  '  ■  '  '  {Krf)^<  .  durch  eine  Punkttransformation  (8)  mit  einander 
ähnlich  sind. 

Man  kann  sich  andrerseits  die  Frage  stellen,  ob  die  beiden  vorgelegten 
Gruppen  von  homogenen  Berührungstransformationen  durch  eine  Transfor- 
mation (8)  ähnlich  sind,  welche  keine  homogene  Berührungstransformation 
ist.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  wird  durch  die  folgenden  Bemerkungen 
erleichtert. 

Jede  homogene  Berührungstransformation  in  den  Veränderlichen  x^-"Xm 
lh"'Pfi  lässt  den  Pfaffschen  Ausdruck:  p^dx^^  +  *  '  '  -{- PnäXn  invariant,  ja 

sie  lässt  überhaupt  jeden  Pfaffschen  Ausdruck  von  der  Form:  c{2hdx^-\ 

-\-p,i(^^n)  invariant,  welchen  Werth  auch  die  Constante  c  haben  mag.  Das- 
selbe gilt  natürlich  auch  von  jeder  Gnix:)pe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen in  X^'  '  '  Xn^  Pi'  •  '  Pn- 

Lässt  nun  die  Gruppe:   H^{x^  p)  •  •  •  Hr{x^  p)  nur  die  oo^  Pfaffschen 

Ausdrücke:  c(^p-^dx^-\ \-PndXti)  invariant,  sonst  aber  keinen  Pfaffschen 

Ausdruck: 

n 

(9)  ^i  {cciix,  p)dXi  +  ßi{x,  p)dpi)  , 

1 

so  können  die  beiden  Gruppen:  H^  •  -  -  H,.  und  Jf ^  •  •  •  Kr  jedenfalls  nur 
dann  durch  eine  Transformation  (8)   ähnlich  sein,  wenn  auch  die   Gruppe: 

K^{x\  p)  •  •  •  Kr{x\  p)  blos  die  oo^  Pfaffschen  Ausdrücke:  c{p^dx^  -\ 

-\-  pn'dxn)  invariant  lässt.  Jede  Transformation  (8),  vermöge  deren  die 
beiden  Gruppen  ähnlich  sind,  muss  dann  die  Schaar  der  oo^  Pfaffschen 
Ausdrücke:  c(^p-^dx^  4~  '  '  *  -\-  PndXn)  invariant  lassen,  sie  muss  also  die 
Form  haben: 

(10)  x;=Xi{x,p),     p;  =  e,F,{x,p)          U  =  i---«), 
wo  £  eine  Constante  bezeichnet  und  wo: 

(11)  X'i   =  Xi{x,  p),      p[  =  Pi{x,  p)  {i  =  l---n) 

eine  homogene  Berührungstransformation  ist.  Man  sieht  sofort,  dass  in 
diesem  Falle  die  beiden  Gruppen,  wenn  sie  überhaupt  durch  eine  Trans- 
formation (8)  ähnlich  sind,  es  auch  durch  eine  homogene  Berührungstrans- 
formation sind.  Ist  ferner  (ll)  die  allgemeinste  homogene  Berührungs- 
transformation, vermöge  deren  die  beiden  Gruppen  ähnlich  sind  und  versteht 
man  unter  £  eine  willkürliche  Constante,  so  ist  (10)  die  allgemeinste  Trans- 
formation (8),  vermöge  deren  die  beiden  Gruppen  ähnlich  sind. 

Wenn  dagegen  die  Gruppe:  II^(x^  p)  '  -  •  Hr{x^  p)  ausser  den  cx>^ 
Pfaffschen  Ausdrücken:  c{p^dx^ -{-■'•-{-  PndXn)  noch  andere  Pfaffsche 
Ausdrücke  (9)  invariant  lässt,  und  wenn  die  Gruppe;  K^{x\p')-"Kr{x\p') 
dasselbe  thut,  so  können  die  beiden  Gruppen  sehr  gut  durch  eine  Trans- 
formation (8)  ähnlich  sein,  welche  keine  homogene  Berührungstransformation 
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ist,  selbst  wenn  sie  durch  homogene  Berührungstransformation  nicht  mit 
einander  ähnlich  sind. 

Sind  unter  den  Functionen:  H^(x ^  p)  "  ■  Hr(x ^  p)  gerade  fw  <  2w  von 
einander  unabhängige  vorhanden,  so  besitzt  die  Gruppe:  ll^(x ^ p) - ■  - Hr{x ^ p) 
gerade   2n  —  m>0  unabhängige  Invarianten :  Jj^{x^  p)-"J2n—m{Xi  p)  und 

sie   lässt   ausser   den   cx)^   Pfaffschen  Ausdrücken:   c^pj^dx^-] \-PndXn) 

überhaupt  jeden  Pfaffschen  Ausdruck  von  der  Form: 

n  2n — ni 

^(Jl  •  '  •  J2n-m)^iPidXi  +  ^r  ^y{J^  '  -  •  J2n-r,)dJy 
1  1 

invariant,  welche  Functionen  ihrer  Argumente  auch  die  5i  sein  mögen. 

§  80. 

Die  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  sind  zwar  an  und  für 
sich  von  Wichtigkeit,  können  aber  übergangen  werden,  ohne  dass 
dadurch  das  Verständniss  des  Folgenden  beeinträchtigt  würde. 

Ist  in  den  Veränderlichen  x^'-'X^,  Pi'-'Pn  eine  r-gliedrige 
Gruppe:  H^{x,  p)'-'IIr{x,  p)  vorgelegt,  so  kann  man  sich  die  Aufgabe 
stellen,  alle  homogenen  Berührungstransformationen: 

(12)  Xi   =  Xi{x,  p)j      pi   =  Pi{x,  p)  (j  =  1  .  .  .  n) 

zu  bestimmen,  welche  die  Gruppe:  H-^(x,  p)  "•  Hr{Xj  p)  in  sich  über- 
führen. Der  Inbegriff  aller  dieser  Transformationen  bildet  natürlich 
eine  Gruppe,  nämlich  die  grösste  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen, in  welcher  die  Gruppe:  H^-  •  -  H,.  als  invariante 
Untergruppe  enthalten  ist.  Es  leuchtet  ein,  dass  die  so  definirte 
Gruppe  weder  endlich  noch  continuirlich  zu  sein  braucht. 

Soll  eine  homogene  Berührungstransformation  (12)  die  Gruppe: 
H^-  •'  Hr  in  sich  überführen,  so  ist  noth  wendig  und  hinreichend,  dass 
sie  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen:  {HJ')  •  •  • 
{Hrf)  der  Gruppe  in  r  ebensolche  Transformationen  überführt,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt:  es  ist  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  sie  die  r  charakteristischen  Functionen:  H^{x,  p)- ■  -  Hr{Xj  p)  auf 
die  Form: 


H^{x,  p)  =  '^jcjy.jHjix',  p) 


(x  =  l...r) 


bringt,  wo  die  Qyj  Constanten  bezeichnen.  Will  man  daher  die  all- 
gemeinste homogene  Berührungstransformation  (12)  bestimmen,  welche 
die  Gruppe:  H^'-Hr  in  sich  überführt,  so  wird  man  folgendermassen 
zu  Werke  gehen: 

Man   bezieht  zunächst  die   Gruppe:   H-^{Xj  i))  •  •  •  Hr{x,  p)   in  all- 
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gemeinster  Weise   holoedrisch   isomorph   auf   sich    selbst^    das   heisst, 
wenn  die  Beziehunsjen: 


(fi;.fl-4^  =  ^,c,.,fi-. 


(/,  y  =  l 


bestehen,  so  wählt  man  in  allgemeinster  Weise  r'^  solche  Constanten 
y-yj  mit  nicht  verschwindender  Determinante,  dass  auch  zwischen  den 
charakteristischen  Functionen: 


die  Beziehungen: 

r 


(x  =  1  .  .  .  r) 


()i,  x  =  1  •  •  •  r) 


bestehen.  Sodann  specialisirt  man  (vgl.  den  vorigen  Paragraphen)  die 
in  den  y^j  enthaltenen  willkürlichen  Elemente  soweit  nöthig  derart, 
dass  es  eine  homogene  Berührungstransformation  (12)  giebt,  welche 
Hj^(x,  p)  •  ■  '  Hr(x,  p)  bezüglich  in:  §i{x\  p')  -  •  -  §r(^';  2)')  überführt 
und  endlich  bestimmt  man  die  allgemeinste  homogene  Berührungs- 
transformation (12),  welche  diese  üeberführung  leistet;  damit  ist  die 
gestellte  Aufgabe  gelöst. 

Von  welchen  willkürlichen  Elementen  hängt  nun  die  so  definirte 
Berührungstransformation  ab?  von  willkürlichen  Functionen  oder  nur 
von  willkürlichen  Parametern?  Die  Beantwortung  dieser  Frage  lässt 
sich  auf  die  Beantwortung  einer  einfacheren  zurückführen. 

Es  sei  irgend  ein  solches  Werthsystem  der  y^j  vorgelegt,  dass  es 
möglich  ist:  H-^{x,  p)  -  •  •  Hr(x,  p)  durch  eine  homogene  Berührungs- 
transformation (12)  in:  Qi{x\  p')---^r{x',  p')  überzuführen.  Ist  dann 
X  irgend  eine  Transformation  (12),  welche  diese  üeberführung  leistet 
und  ist  S  die  allgemeinste  homogene  Berührungstransformation  (12), 
welche  jede  einzelne  der  Functionen:  Hy,{Xj  p)  invariant  lässt,  so  ist 
augenscheinhch:  S%  die  allgemeinste  Transformation  (12),  welche: 
H^ipc,  p)  -  '  '  Hr{x,  p)  in:  Qi(x  ,  p')  •  -  •  §r(^';  p')  verwandelt.  Folglich 
lässt  sich  die  allgemeinste  homogene  Berührungstransformation  (12), 
welche  die  Gruppe:  H^{x,  p)  -  -  •  Hr{x,  p)  in  sich  überführt,  in  der 
Form:  ST  darstellen,  wo  die  Transformation  T  nur  solche  willkür- 
liche Elemente  enthält,  welche  in  dem  allgemeinsten  Werthsysteme  der 
yy,j  vorkommen,  das  heisst  nur  willkürliche  Parameter.  Also  kommt  die 
Beantwortung  der  oben  gestellten  Frage  darauf  zurück,  festzustellen, 
ob  die  Transformation  S  von  willkürlichen  Functionen  abhängt  oder 
nicht;  das  aber  werden  wir  weiter  unten  (S.  319)  wirklich  thun.    Hier 
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wollen  wir  nur  noch  bemerken,  dass  auch  der  Inbegriff  aller  Transfor- 
mationen S  selbstverständlich  eine  Gruppe  bildet  (vgl.  S.  288  f.). 

Man  kann  sich  auch  die  etwas  speciellere  Aufgabe  stellen,  alle 
eingliedrigen  Gruppen  K(x,  p)  von  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen  zu  bestimmen,  welche  die  r-gliedrige  Gruppe:  H^ix^p)'-' 
Hr(Xy  p)  invariant  lassen. 

Setzen  wir:  {Hjf)^^  =  Aj{f)  und  (Kfl^  =  B(f).  Die  ein- 
gliedrige Gruppe:  Bf  wird  nach  Abschnitt  1,  Theorem  43,  S.  252 
dann  und  nur  dann  die  Gruppe:  Äi(f)  •  -  ■  Ä,.{f)  invariant  lassen, 
wenn  r  Relationen  von  der  Form: 

(13)  B(Aj(f))  -  Aj{B{f))  =  2 ^''Mf) 

1 

(y  =  1  •  •  •  r) 

bestehen,  in  denen  die  Ij,,  Constanten  bedeuten.    Diese  Gleichungen  (13) 
lassen  sich  folgendermassen  schreiben : 

{K{Hjf))  -  {Hj{Kf))  =  ^.  UH.,f)  =  (iKHj)n , 

1 

woraus  sich  in  der  bekannten  Weise  ergiebt: 

r 

(14)  (KHj)  =  ^s  lj.,H,  ij=i..-  r). 

Also   bekommen   wir   den  folgenden  Satz,   welcher   übrigens  von   dem 
auf  S.  303  abgeleiteten  Satze  2  nicht  wesentlich  verschieden  ist. 

Satz  6.  Eine  r-gliedrige  Gruppe:  H^{x ,  p)  ■  •  ■  Hr{x ,  p)  von  homo- 
genefn  Berührungstransformationen  Ueiht  dann  und  nur  dann  hei  allen 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe:  K{x,  p)  derselben  Art 
invariant,  wenn  r  Relationen  von  der  Form:  s 

(14)  {KH^X^^-^'ljsH.         0=1....) 

1 

mit  gewissen  Constanten  Ij.,  bestehen. 

Auf  die  Bestimmung  aller  solchen  eingliedrigen  Gruppen  K(x,  p) 
wollen  wir  nicht  weiter  eingehen,  sondern  wollen  unter  ihnen  nur 
diejenigen  betrachten,  welche  jede  einzelne  Function:  H^{Xjp)'-- 
HriXj  p)  invariant  lassen. 

Soll  die  eingliedrige  Gruppe:  K{x,p)  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen die  r  infinitesimalen  iTransformationen,  oder  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  die  r  Functionen:  H^{oc,,  p)-"IIr{Xj  p)  invariant 
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lassen,  so  ist  nothweodig  und  hinreichend,  dass  die  infinitesimale  Trans- 
formation: {Kf)^    dies  thut,  also,  dass  die  r  Gleichungen: 

identisch  bestehen.  Die  Function  K(x,  p)  muss  mithin  in  der  Polar- 
gruppe enthalten  sein,  welche  zu  der  homogenen  Functionengruppe: 
H^{x ,  p)  "  ■  Hmipo ,  p)  gehört,  und  da  sie  die  charakteristische  Function 
einer  infinitesimalen  homogenen  Berührungstransformation  ist,  so  muss 
sie  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sein.  Wollen  wir  daher  die 
allgemeinste  eingliedrige  Gruppe:  K{x,  p)  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen finden,  welche:  H^{x ,  p)  •  •  -  Hr{x ,  p)  einzeln  invariant 
lässty  so  haben  wir  nur  die  allgemeinste  homogene  Function  erster  Ordnung 
der  zur  Functionengruppe:  H^{Xj  p)  •  -  •  Hmioc,  p)  gehörigen  Folargruppe 
aufzusuchen. 

Enthält  die  Polargruppe  der  Functionengruppe:  H^(x,p)'"Hm{pc,p) 
nur  Functionen  von  nullter  Ordnung  in  den  p,  so  giebt  es  offenbar 
gar  keine  eingliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen, welche  H-^{x ,  p) •  •  - Hr{x ,  p)  invariant  lässt.  In  allen  übrigen 
Fällen  lässt  sich  die  bewusste  Polargruppe,  weil  sie  homogen  ist,  auf 
die  Form: 

J{x,  p),     N^  (x,  p)-"  N,  {x,  p) 

bringen,  wo  J  homogen  von  erster  Ordnung  ist  und  die  N  von  nullter 
Ordnung  (vgl.  S.  215).  Dann  hat  die  allgemeinste  eingliedrige  Gruppe: 
K{x,p)  von  homogenen  Berührungstransformationen,  welche  H^(x^  p) 
•  '  •  Hr{x,  p)  einzeln  invariant  lässt,  die  folgende  Gestalt: 

J{x,  p) .  a(N, . . .  N,), 

wo  die  Function  ii  vollkommen  willkürlich  ist.  Die  betreffende  all- 
gemeinste eingliedrige  Gruppe  hängt  daher  von  tvillMrlichen  Functionen 
ab,  wenn  die  Zahl  ^  grösser  als  Null  ist,  wenn  aber  ^  =  0  ist,  so 
giebt  es  nur  eine  einzige  eingliedrige  Gruppe  von  der  besprochenen 
Beschaffenheit, 

Der  Inbegriff  aller  eingliedrigen  Gruppen  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen, welche:  H^{x,p)---Hr{x,p)  invariant  lassen, 
ist  offenbar  in  dem  Inbegriff  aller  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen enthalten,  welche  dasselbe  thun.  Hängt  nun  jener  erste 
Inbegriff  von  willkürlichen  Functionen  ab,  so  wird  von  dem  zweiten 
nothwendig  dasselbe  gelten  und  umgekehrt  (vgl.  S.  287  f).  Bamit 
erledigt  sich  die  oben  aufgeworfene  Frage,  ob  die  allgemeinste  homogene 
Berührungstransformation,  welche  H^(x,p)  ■  •  •  Hr{x,p)  einzeln  invariant 
lässtj  von  ivillkürUchen  Functionen  abhängt  oder  nicht. 
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Wünscht  mau  überhaupt  alle  Transformationen: 

(15)  Xl  =  Oi{x,  p),      p/  =   Wi{x,  p)  (/=!•••«) 

zu  finden,  welche  die  r-gliedrige  Gruppe:  H^{x^  p)  '  •  •  ILix.,  p)  invariant 
lassen,  also  auch  diejenigen,  welche  keine  homogenen  Berührungstrausfor- 
mationen sind,  so  hat  man  nach  Anleitung  von  Abschnitt  I,  S.  3G0f.  zu 
verfahren. 

Endlich  könnte  man  auch  nach  allen  Transformationen  (15)  fragen, 
welche  die  r  infinitesimaleu  Transformationen:  (Il^f)  -  -  -  {H,.f)  einzeln 
invariant  lassen,  die  würden  nach  Abschnitt  I,   S.  367  If.  zu  bestimmen  sein. 

§  81. 
Jetzt  in  aller  Kürze  einige  Bemerkungen  über  r-gliedrige  Gruppen 
von   Berührungstransformationen   in   den   Veränderlichen   z,   x^-'-Xn, 

Die  oo''  Transformationen  einer  solchen  Gruppe  ordnen  sich  in 
cx)^"^  eingliedrige  Gruppen  an,  die  von  infinitesimalen  Berührungs- 
transformationen erzengt  sind  (vgl.  S.  255,  Satz  2).     Sind  nuu: 

die  Symbole  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe,  so  bestehen  Relationen  von  der  bekannten  Form: 

MMf))  -  MMf))  =  ^.c,.„^(n; 

1 

nach  Kap.  15,  Theorem  44,  S.  275  ist  aber: 

MA.(f))  -  A.4A,if))  =  [iin  -  a-l^, 

wo  Sl  die  Form  besitzt: 

dW^  dW, 

oder  wie  wir  der  Kürze  wegen  schreiben  wollen: 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass  der  Ausdruck: 


5^ 


—  ^  Cr,..  W„    f      -fsi-^s  Ci,..  WA 


dl 

dz 


identisch  verschwindet,  was  nach  S.  255  dann  und  nur  dann  eintritt, 
wenn  die  charakteristischen  Functionen  TF^  •  •  •  Wr  durch  die  folgenden 
Relationen  verknüpft  sind: 


\W,Wy.]    =      '^.Ci.^W, 


1 
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Umgekehrt  seien: 

r   infinitesimale   Berührungstransformationen,    deren    charakteristische 
Functionen  W^  --  -Wr  durch  keine  lineare  Relation: 

verknüpft  sind,  aber  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

{WiW,}=^sCi,sW.        (^,.  =  1....) 
1 
stehen.    Dann  sind  diese  infinitesimalen  Transformationen  von  einander 
unabhängig  (vgl.  S.  255)  und  erzeugen  eine  r-gliedrige  Gruppe,  natür- 
lich eine  von  Berührungstransformationen. 
Also: 

Theorem  53.     Sollen  r  infinitesimale  Berilhrungstransfor- 
mationen: 

(16)  [Tr.n-TF^K        (.=!....) 

in  den  Veränderlichen:  s^  x^-^Xn,  Vi  "  -  Pn  eine  r-gliedrige 
Gruppe  von  Berührungstransformationen  erzeugen,  so  ist  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  ihre  r  charakteristischen  Func- 
tionen: Wi"  'Wr  durch  leine  lineare  Relation: 

e,W,  +  ^-.  +  erWr  =  0 

mit  Constanten  Coefficienten  verknüpft  sind,  dass  sie  aber  in 
Beziehungen  von  der  Form: 

(17)  IWiW.]  ^  ^,ci.,W,        (.■,.  =  !....) 

1 

stehen.  Umgehehrt  ist  jede  r-gliedrige  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen in  den  Veränderlichen:  z,  x^-  -- Xn,  p^-- -  pn 
von  r  derartigen  infinitesimalen  Berührungstransformationen 
erzeugt."^) 

Erzeugen  r  infinitesimale  Berührungstransformationen  (16)  mit 
den  charakteristischen  Functionen:  W^'-Wr  eine  r-gliedrige  Gruppe 
von  Berührungstransformationen,  so  nennen  wir  diese  Gruppe  auch 
kurz:  die  Gruppe    W^-  -    Wr. 

Es  verdient  angemerkt  zu  werden,  dass  sehr  gut  eine  der  charakteri- 
stischen Functionen:   W^---  Wr  eine  blose  Constante  sein  kann. 

*)  Ygl.  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  December  1874;  Abhandlungen  der 
Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.,  Bd.  XIV,  Nr.  12. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppeu.    II.  21 
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Die  Constanten  C/x«  in  den  Gleichungen  (17)  bestimmen  die  Zu- 
sammensetzung der  betreffenden  r-gliedrigen  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen. Man  übersieht  daher  ohne  Schwierigkeit,  wie  man 
die  charakteristischen  Functionen  der  infinitesimalen  Transformationen 
aller  Untergruppen  finden  kann,  welche  in  der  Gruppe  enthalten  sind. 
Hat  man  ferner  zwei  r  -  gliedrige  Gruppen  von  Berührungstransfor- 
mationen, welche  durch  die  charakteristischen  Functionen  von  je  r 
unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  gegeben  sind,  so  kann 
man  aus  den  zu  beiden  Gruppen  gehörigen  Relationen  (17)  sofort  ent- 
scheiden, ob  die  Gruppen  gleichzusammengesetzt  sind  oder  nicht. 

Die  Begriffe:  Transitivität  und  Intransitivität ,  Primitivität  und 
Imprimitivität  übertragen  sich  auf  die  Gruppen  von  Berührungstrans- 
formationen m  z,  x^"  ■  Xn,  Pi'  •  -Pn  ohne  Weiteres. 

Die  r- gliedrige  Gruppe:  Wi(^,  XfP)---Wr{z,  x,p)  von  Berührungs- 
transformationen ist  dann  und  nur  dann  transitiv ,  wenn  es  unter  den 
r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

in  den  Veränderlichen  0,  x^-'Xnj  Pi-'-Pn  gerade  2?z -f  1  von  einander 
unabhängige  giebt;  sie  ist  dann  und  nur  dann  primitiv,  wenn  die  r 
infinitesimalen  Transformationen: 

kein  g-gliedriges  (0  <  g  <  2«  +  1)  vollständiges  System: 

in  den  Veränderlichen  z,  x^-  •  -  Xn^  Pi'  '  'Pn  invariant  lassen. 

Es  sei: 
(18)  ~z  =  Z{z,x,p),     Xi=  Xi(z,x,p),    pi  =  Pi{0,x,p) 

(i  ==  1 . . . «) 

eine  Berührungstransformation,  welche  die  Gleichung: 

dz  —  p^dx^ PndXn=  q{z,  X,  p)  {dz  —  p^dX^ PndXn) 

identisch  befriedigt.  Führt  man  dann  vermöge  dieser  Berührungstrans- 
formation in  die  r- gliedrige  Gruppe:  W^{z,  x,  p)'--Wr{z^  x^  p)  von  Be- 
rührungstransformationen die  neuen  Veränderlichen  z^  x^p  ein,  so  bekommt 
man   in   den   'z,x,p   eine   neue   r- gliedrige  Gruppe   von  Berührungstrans- 
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formationen,  welche  r  unabhängige  infinitesimale  Berührungstransformationen 
mit  den  charakteristischen  Functionen: 

S33;.(^,  x,p)  =  q{z,  x,p)  .Wy.(0,  x,p)  (>.  =  l...r) 

enthält. 

Sind  zwei  r-gliedrige  Gruppen:  W^(ß,  ic,  p)  •  •  •  >Fr(^,  x,  p)  und 
F^(^,  Xj  i>)---Fr(^,  S,  p)  von  Berührungstransformationen  vorgelegt  und 
will  man  entscheiden,  ob  dieselben  durch  eine  Berührungstransformation  (18) 
ähnlich  sind,  so  muss  man  zunächst  untersuchen,  ob  sie  gleichzusammen- 
gesetzt sind.  Ist  das  der  Fall,  so  kommt  alles  darauf  hinaus,  ob  es  eine 
Berührungstransformation  (18)  giebt,  welche  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 


in  r  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 


^\  (x  =  l...r) 


überführt.  Diese  Aufgabe  aber  brauchen  wir  nicht  direkt  zu  erledigen, 
wir  können  ja  nach  Anleitung  von  S.  273  die  beiden  Gruppen  und  auch 
die  charakteristischen  Functionen  ihrer  infinitesimalen  Transformationen  in 
2n  -\-  2  homogenen  Veränderlichen:  y^  •  ■  •  «/n+i,  üi  '  '  '  Qn+i  nnd  bezüglich: 
Pi  '  '  '  yn+ii  Qi  '  '  '  Qn-{-i  schreiben,  auf  diese  Weise  ergeben  sich  zwei 
r-gliedrige  Gruppen:  i?i(?/,  q) -- -  Hr{y ,  q)  und:  K^{y,  q)"-KrQ),  q) 
von  homogenen  Berührungstransformationen;  sind  dieselben  durch  eine  homo- 
gene Berührungstransformation: 

Vi  =  Yi{y,  q),     qi  =  Qi{y^  q)  (^  =  i  •  •  •  «  +  i) 

mit  einander  ähnlich ,  so  sind  auch  die  Gruppen :  W^---  Wr  und  F^  •  •  •  F,- 
durch  eine  Berührungstransformation  (18)  mit  einander  ähnlich,  sonst  nicht. 


§  82. 

Schliesslich   wollen   wir  noch  bei   einer  besonderen  Art  von  Be- 
rührungstransformationen in  den  Veränderlichen:  2^  x^-  •  •  Xa,  Pi  ■  -  -  Pn 
etwas  verweilen,  bei  denen  nämlich,  welche  die  Gestalt: 
1(19)  /  =  0  +  Sl{x,  p),    xl  ==  X,{x,  p),   pl  =  F,{x,  p) 

(i  =  l...n) 

besitzen.  Die  entsprechenden  infinitesimalen  Berührungstransformationen 
haben,  wie  wir  wissen,  die  Gestalt: 


wo  q)  eine  beliebige  Function  von  x^  --  ■  x^^  Pi  -  •  •  Ph  allein  bedeutet 
Nach    S.  260   sind    r   infinitesimale   Berührungstransformationen: 

21* 
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Ä^f -"  Ar f  dieser  Art  von  einander  unabhängig,  wenn  zwischen  ihren 
r    charakteristischen    Functionen:    (pi(Xj  p)  -  -  •  (pr{x,  p)    keine    lineare 

Relation:  yi^^i  H \-yr(pr  =  0   mit  constanten  Coefficienten  besteht. 

Sind  nun:  J.!/"---^,/ unabhängige  infinitesimale  Transformationen  und 
sollen  dieselben  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  so  müssen  Gleichungen 
von  der  Form: 

1 

stattfinden,  oder  anders  geschrieben  (vgl.  S.  269): 

1 

diese  aber  sind  wiederum  nach  S.  260  gleichbedeutend  mit  den  fol- 
genden: 


7 


(r,  x  =  l 


Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  7.     Sollen  r  infinitesimale  Berühnmgstransformationen  von  der 
Form: 

in  den  Veränderlichen  ^,  x^  -  -  -  Xn,  Pi  -  •  -  Pn  eifie  r-gliedrige  Gruppe  von 
Berührungstransformationen  erzeugen,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  die  r  charaJderistisehen  Functionen:  (pi{x,  p)-"(pr(Xj  p)  keine  lineare 
Belation  von  der  Form:  'yig)^  -\-  -■'-{-  'yr(pr  =  0  mit  constanten  Coef- 
ficienten hefriedigen,  dass  sie  aber  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 
(20)  .  i^^iffy)  ==  ^  Ciys(Ps  (f ,  X  =  1  .  .  .  r) 

1 

stehen,     ümgelcehrt  ist  jede  r-gliedrige  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen, deren  Transformationen  die  Form: 
(19)         0=0  +  Sl(x,  p),    x'i  ==  Xiix,  p),    p[  =  Pi{x,  p) 

{i  =  l...n) 

haben,  von  r  derartigen  infinitesimalen  Berührungstransformationen  erzeugt. 
Man  kann  die  hier  besprochenen  Gruppen  von  Berührungstrans- 
formationen in  zwei  Klassen  theileu,  in  die  erste  Klasse  gehören  alle 
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Gruppen,  welche  die  charakteristisclie  Function:  (p(x,jp)  =  l  und  dem- 
nach die  infinitesimale  Berührungstransformation: 

dl 

dz 

enthalten,  in  die  zweite  alle  übrigen.  Es  leuchtet  ein,  dass  jede 
r-gliedrige  Gruppe  der  zweiten  Klasse  als  invariante  Untergruppe  in 
einer  (r  +  l)-gliedrigen  Gruppe  der  ersten  Klasse  enthalten  ist. 

Die  Grössen  Ciy.s  in  den  Gleichungen  (20)  bestimmen  die  Zusammen- 
setzung der  betreffenden  Gruppe;  man  übersieht  daher  sofort,  wie  man 
alle  Untergruppen  der  Gruppe  findet  und  wie  man  entscheiden  kann, 
ob  zwei  vorgelegte  r-gliedrige  Gruppen  dieser  Art  gleichzusammen- 
gesetzt sind  oder  nicht. 

Endlich  bleibt  noch  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
zwei  r-gliedrige  Gruppen  von  der  besprochenen  Beschaffenheit  durch 
eine  Berührungstransformation  von  der  Form  (19)  ähnlich  sind.  Ueber- 
legungen,  welche  sich  von  den  in  §  79  angestellten  wenig  unterscheiden, 
liefern  uns  das 

Theorem  54.  Sollen  sivei  r-gliedrige  Gruppen  von  JBerührtings- 
tra  n  sfo  r  m  ationen: 

und: 


durch  eine  Berühritngstransformation  von  der  Gestalt: 

(19)       Z    =S  +  ^{x,p)^    Xi'  =  Xi{x,p),   p{  =  Pi(x,p)  {i  =  l---n) 

mit  einander  ähnlich  sein,  so  ist  vor  allen  Dingen  nothtvendig, 
dass  sie  gleichzusammengesetzt  sind.  Ist  das  der  Fall,  so  wähle 
man  in  allgemeinster  Weise  r^  solche  Constanten  gyj  von  nicht 
verschwindender  Determinante,  dass  zwischen:  ^i(x,p)-"q)r{x,p) 
und  zwischen: 

^^(^;  i>)  =  9y.l^i{x,  p)-{ h  g-,r^r{x,  p) 

Relationen  von  derselben  Form: 


und: 


1 

r 

(^f^4^=    ^sCiy.s^S 
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bestehen.  Sind  nun  etwa  9^1  ••  •  cpm  unabhängige  Functionen, 
während  €p,n+i'--(pr  sich  durch  cp^'-cpm  allein  ausdrücJcen  lassen: 

SO  sind  die  beiden  Gruppen  dann  und  nur  dann  in  der  ver- 
langten Weise  mit  einander  ähnlich,  wenn  es  möglich  ist,  die 
in  den  gy,j  enthaltenen  willhürlichen  Elemente  derart  zu  specia- 
lisiren,  dass  ^i-'-tßm  'von  einander  unabhängig  werden^  während 
Ißraj^i'-'xßr  sich  folgender massen  durch  ^i---^„i  allein  ausdrüchen: 

^m+/t  ^  ^m+/ii  (tl  '  '  '  ^m)  (n  =  1  -  ■  -  r  —  m)  , 

Eiu  gewisses  Interesse  können  auch  diejenigen  Gruppen  von  Be- 
rührungstransformationen in  ^,  Xj^  •  '  '  Xn,  Pi  '  '  ■  Pn  beanspruchen,  deren 
infinitesimale  Transformationen  charakteristische  Functionen  von  der  Form: 
E 0 -\- w {x j  p)  haben,  wo  s  eine  Constante  bezeichnet  und  w(x,  p)  eine 
Function  von  x^  '  -  >  Xn,  Pi  '  '  ' Pn  allein  ist.  Die  infinitesimalen  Trans- 
formationen dieser  Gruppen  haben  natürlich  die  Form: 

[es  +  iv(x,  ij),  f]  —  (ez  +  iv(x,  p))-^' 
Sind: 

£y,2  -f-  Wy,{x^  p)  (;«  =  1  .  .  .r) 

die  charakteristischen  Functionen  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen einer  r-gliedrigen  Gruppe  dieser  Art,  und  sind  nicht  alle  Ey, 
gleich  Null,  so  enthält  die  betreffende  Gruppe  eine  (r —  l)-gliedrige 
invariante  Untergruppe,  deren  infinitesimale  Transformationen  die  vorhin 
betrachtete  Form: 

(21)      (-^.a.+dr^^.lj-^.)!   <^=- 

haben. 

Es  seien  nicht  alle  Ey.  gleich  Null,  Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass 
eine  der  Functionen  iVy  verschwindet-,  die  Gruppe  enthält  dann  eine  infini- 
tesimale Transformation,  welche  die  charakteristische  Function  s  besitzt 
und  demnach  lautet: 

cf    ,  ,  df     .        cf 

ausserdem  enthält  sie  r  —  1  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
von  der  Gestalt  (21).  Auf  diesen  einfachsten  Fall  kann  man  den  all- 
gemeineren Fall,  in  welchem  eine  charakteristische  Function  z  nicht  auf- 
tritt, zurückführen.  Sind  nämlich  etwa  w^(x^p)  und  e^  beide  =j=0,  so  braucht 
man  blos  vermöge  einer  Berührungstransformation  von  der  Form: 

neue  Veränderliche  einzuführen  und  erhält  auf  diese  Weise  in  den  z\  x\  p' 


1) 
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eine   r  -  gliedrige  Gruppe    von  Berührungstransformationeu,    in    welcher   die 
charakteristische  Function  z'  vorhanden  ist. 

Sind:  ^,  (pi{x,  p)  •  -  •  (pr-i{x,  p)  die  charakteristischen  Functionen  von 
r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
von  Berührungstransformationen,  so  bestehen  selbstverständlich  Relationen 
von  der  Form  (17),  dieselben  haben  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  die 
besondere  Gestalt: 


{9i^y);cp^  ^•c/x.9'. 


1 

r—l 


1  1 

(,-,  ;<  =  !  ••  T— 1). 

Endlich  kann  man  auch  zuweilen  in  die  Lage  kommen,  solche 
Gruppen  in  den  Veränderlichen  x^-'-Xn,  Pi"'Pn  zu  betrachten,  welche 
von  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form  {(pf).rp 
erzeugt  sind.  Ueber  diese  Gruppen  erhält  man  (vgl.  S.  260)  sehr 
leicht  den 

Satz  8.     Die  r  verMlrsten  infinitesimalen  Transformationen: 

("PifXp  •  '  ■  ("P'fXp 
in  den  Veränderlichen  x^-Xn,  lh'"Pn  erzeugen  dann  und  nur  dann  eine 
r-gliedrige  Gruppe,  wenn  die  r  Functionen:  cp^ix,  p)  •  •  ■  cpripc,  p)  durch 
Iceine  lineare  Relation: 

7i  •  9^1  (^;  iO  H H  7/-  •  ^r(oc,  p)  ==  yr+i 

mit  Constanten  Coefficienten  verhiüpft  sind,  während  sie  dagegen  in  Be- 
siehungen von  der  Form: 

r 

iSPi  (fy)    =    ^  Ciy.s  CPs    +    diy.  (e  ,   X  =  1  .  .  .  .) 

1 
stehen,  ivo  soivohl  die  c^^  als  die  diy.  Constanten  hemchnen. 


Kapitel   19. 

Die  dualistisclie  der  adjungirten  Gruppe. 

Von  der  adjungirten  Gruppe  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen haben  wir  bereits  gesprochen  (s.  Kapitel  18, 
S.  301).  An  zwei  Stellen  (Abschn.  I,  S.  493  und  Abschn.  11,  S.  307) 
haben  wir  auch  bereits  derjenigen  Gruppe  Erwähnung  gethan,  welche 
zur  adjuugirten  dualistisch  ist.    Diese  dualistische  Gruppe  wird  in  dem 
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nächsten  Kapitel  bei  der  Bestimmung  aller  Gruppen  von  Berührungs- 
transformationen mit  gegebener  Zusammensetzung  eine  grosse  Rolle 
spielen,  sie  kann  daher  der  adjungirten  Gruppe  gegenüber  ein  selb- 
ständiges Interesse  beanspruchen  und  es  scheint  deshalb  gerechtfertigt, 
wenn  wir  auch  ihr  ein  eigenes,  allerdings  kurzes  Kapitel  widmen.  In 
diesem  Kapitel  setzen  wir  aus  dem  ersten  Abschnitt  im  Wesentlichen 
nur  die  Theorien  bis  mit  Kapitel  15  als  bekannt  voraus. 

§  83. 
Es  seien: 

(.H^fX,=  Mf),---{HrfX,  =  Ar{f) 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
Gr  von  homogenen  Berührungstransformationen,  es  mögen  also  Re- 
lationen von  der  Form: 

(1)  A^{A..{f))  -  AMiif))  =  ^c.-«^(0 

1 
(/,  y.  =  l...r) 

bestehen,  welche  nach  S.  300  auch  durch  die  äquivalenten  Relationen: 

(2)  (£r,jy,)  =  ^,c,,,^,      (.•,x=i....) 

1 

ersetzt  werden  können.     Ausserdem  seien  noch: 

(3)  xl  =  Fi(x,  p-,  a^'"  ür),    p;  ==  ^,{x,  p-,  a,"-  ür) 

(/  =  1  .  .  .  n) 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  Gr. 

Nach  Abschnitt  I,  S.  80  f.  bestehen  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen vermöge  (3)  Relationen  von  der  Form: 


_  xp 

1 


{y.  =  l-  ..r), 

wo  wie  gewöhnlich  Hy.  kurz  für  Hy^ix^  -  •  •  Xn,  i?/  •  •  -i^/)  geschrieben 
ist.  Nun  aber  sind  die  Transformationen  (3)  homogene  Berühruno-s- 
transformationen,  also  gilt  (s.  S.  131): 

und  es  ergiebt  sich  aus  (4): 


\Hy.-^jiVy,{a)Hj,f\    =0 


(X  =  l 

xp 
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woraus  in  bekannter  Weise  folgt: 


(5)  H'y,  =  Sj  tvy.j(a^  •  •    ar)  .  Hj 


(X  =  1  •  •  •  r) . 

1 

Setzen  wir  weiter: 
(3')  Xi'  =  Fi{x\  p';  \"  •  lr)y    p!'  =  ^i{x,  p'-^  \-  -  •  h,) 

so  ergiebt  sich  ebenso: 

r 

(5')  H.;;  =  ^j  ivy.j(\ ' '  •  &,.)  .H/      iy.=i--.  r) , 

1 

oder  mit  Benutzung  von  (5): 

l...r 
(5")  B^'  =  ^  Wy.j(b)  .  IV ji  (a)  .Hl  (y.^l...r). 

ß 
Andrerseits  aber  folgt  aus  (3)  und  (3'): 

^/'  =  Fi{00j  p;    C^"  -Cr),      pr  =   ^i  {X,  P',    C^-  '■  Cr) 

WO  c^  '  '  •  Cr  durch  Gleichungen  von  der  Form: 

(6)  Cy  =  g)y.(cii  '  "  ür]    \  "  '  hr)  iK  =  l.-.r) 

definirt   sind,   denn  die  Transformationen   (3)  bilden  ja  eine   Gruppe. 
Mithin  bekommen  wir  für  die  Hy    auch  die  folgende  Darstelluu<j: 


(5'")  Hy==^jWyj(C,-^-Cr).Hj 


{■/.  =  !  ■•  -r). 


Da  diese  Gleichungen  nothwendig  vermöge  (6)  mit  den  Gleichungen  (5") 
identisch  werden  müssen,  so  erkennen  wir,  dass  die  Gleichungen  (5) 
eine  Gruppe  F  darstellen,  sobald  man  in  ihnen  die  Grössen  H^  •  •  Hr 
als  unahhängige  Veränderliche  auffasst. 

Die   Transformationen    dieser   neuen    Gruppe    F  sind    denen    der 
Gruppe  Gr'. 

(3)  Xi=Fi{x,  P'^  a)^    p'i=-  ^i{x^  p;  d) 

(^  =  1  • . . «) 

in  einem  gewissen  Sinne  zugeordnet.  Sind  nämlich  T[a)  und  T{p)  zwei 
Transformationen  der  Gr  und  ergeben  dieselben  nach  einander  aus- 
geführt die  Transformation:  T^a)Tip)==Tic)y  so  stehen  die  entsprechenden 
Transformationen  der  Gruppe  F  —  sie  mögen  bezüglich:  X(a),  %(b)  und 
^(c)  heissen  —  ebenfalls  in  der  Beziehung:  %(^a)'^{b)  =  ^(c). 
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Wollten  wir  deu  Begriif  des  Isomorphismus  als  bekannt  voraussetzen, 
so  könnten  wir  einfach  sagen:  Die  Gruppe  F  in  den  Veränderlichen  Hj^-- 
Hr  ist  mit  der  Gruppe   Gr  in  den  Veränderliehen  o?,  p  isoyyiorph. 

Der  identischen  Transformation  von  Gr  entspricht  in  F  wieder 
die  identische  Transformation.  Solchen  Transformationen  der  Gr, 
welche  eine  Untergruppe  bilden^  entsprechen  Transformationen  von  F, 
welche  ebenfalls  eine  Untergruppe  bilden,  doch  kann  diese  Untergruppe 
von  F  unter  Umständen  zur  identischen  Transformation  zusammen- 
schrumpfen. Jeder  eingliedrigen  Untergruppe  der  Gr  entspricht  in 
Folge  dessen  entweder  eine  eingliedrige  Untergruppe  von  F  oder  die 
identische  Transformation,  jeder  infinitesimalen  Transformation  der  Gr 
entspricht  entweder  eine  infinitesimale  oder  die  identische  Transfor- 
mation von  F. 

Diese  Ueberlegungen  zeigen,  dass  die  endlichen  Transformationen: 

r 
(5)  Hy.  =    ^j  tVyj  («!•••  ür)  .  Hj  (y.  =  l-"r) 

1 

der  Gruppe  F  sich  in  eingliedrige  Gruppen  anordnen,   deren  jede  die 
identische  Transformation  enthält  und  somit  von  einer  infinitesimalen 
Transformation  erzeugt  ist. 
Es  sei: 

(7)  Xi  =  %i{x,  ir,  t),    pi  =  '^{(x,  p;  t) 

eine  isolche  eingliedrige  Untergruppe  der  Gr^  welcher  in  F  die  identische 
Transformation  entspricht.     Dann   ist  vermöge   der   Gleichungen   (7): 

Hy,    =    Hy,(x,     p)    =    Hy,{X,p)  {X  ^  1  -  '  -  >) 

und  in  Folge  dessen  auch: 

(8)  (H,f),-^  =  iH.fl^       (.=1 ), 

denn  die  eingliedrige  Gruppe  (7)  besteht  ja  aus  homogenen  Berührungs- 
transformationen. Die  Gleichungen  (8)  zeigen,  dass  die  eingliedrige 
Gruppe  (7)  jede  einzelne  der  r  infinitesimalen  Transformationen: 
{Hj^f)"'{Hrf)  invariant  lässt;  dazu  ist  aber  nach  Abschnitt  I,  S.  259 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  betreffende  eingliedrige  Unter- 
gruppe der  Gr  von  einer  mit:  {H^f)-"{Hrf)  vertauschbaren  infinitesi- 
malen Transformation  erzeugt  ist. 

Enthält  demnach  die  Gr  gerade  m  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen,  welche  mit  {H-^f)  •  •  •  {Hrf)  vertauschbar  sind,  so 
enthält  die  Gruppe  F  gerade  r  —  m  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen, denn  es  giebt  unter  der  gemachten  Voraussetzung  in  der 
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Gr  gerade  r  —  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  aus 
denen  sich  keine  mit  (H^f)  •  •  •  (ffrf)  Vertauschbare  infinitesimale 
Transformation  linear  ableiten  lässt,  und  diesen  r  —  m  Transfor- 
mationen entsprechen,  wie  man  leicht  einsieht,  ebensoviele  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  von  JT. 

Es   hat  keine   Schwierigkeit   die   infinitesimalen  Transformationen 
von  r  wirklich  aufzustellen. 
Ist  nämlich: 

^.(HJ)  +  ■  ■  ■  +   l.(Hrf) 

oder  kurz: 

^1^1  + h  ^rHr 

die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der  G,.,  so  lassen  sich 
die  endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  in  bekannter  Weise  (Erster 
Abschnitt,  S.  74)  durch  Reihen  nach  Potenzen  von  A^-'-A,.  ausdrücken: 


(9) 


cH, 


(i  =  1  •  •  •  «) . 

Diese  Werthe  der  x\  p'  tragen  wir  in  Hy.{x\  p)  =  Hy,   ein   und   er- 
halten so  Hy,  nach  Potenzen  von  A^  •  •  •  X,.  entwickelt: 

H.  =  Hy.  + ^jXj^^[j^-^       Ti:ap,;  + 
wofür  auch  o-eschrieben  werden  kann: 


(10) 


m  =  H,  +  ^Jk(HjH.)  + 


Wählen   wir  hierin    A^  •  •  •  A^    unendlich   klein,    so    erhalten   wir   eine 
infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  F,  nämlich  die  folgende: 


V 


df 


^h 2  ^j^^^'dH^y 
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welche  aus  den  r  nachstehenden: 

(11)  'Bjf  =  ^  Cjy.,II,  J^-  0  =  1...  r) 

linear  abgeleitet  werden  kann. 

Es  fragt  sich,  ob  hiermit  alle  infinitesimalen  Transformationen 
von  r  gefunden  sind,  denn  es  wäre  ja  von  vornherein  denkbar,  dass 
man  in  den  Reihenentwickelungen  (10)  nach  Potenzen  der  A  Glieder 
zweiter  oder  noch  höherer  Ordnung  mitnehmen  müsste,  um  wirkhch 
alle  infinitesimalen  Transformationen  von  T  zu  bekommen. 

Um  uns  über  diesen  Punkt  zu  vergewissern,  müssen  wir  zunächst 
feststellen,  wieviele  von  einander  unabhängige  unter  den  infinitesimalen 
Transformationen  B^f '  •  •  Brf  vorhanden  sind. 

Wenn  BJ'-'Brf  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  so  besteht 
zwischen  ihnen  wenigstens  eine  Relation  von  der  Form: 

in  welcher  die   l  Constanten  bezeichnen.     Hieraus   ergiebt  sich,  dass 
der  Ausdruck: 


T  T 


^jy.s  J^s 


oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Ausdruck: 


^nj{HjH.X^  =  (^^JljHj,H^ 


xp 

identisch  verschwindet,   mit  andern  Worten:   die  infinitesimale  Trans- 
formation: Ij^.E:^{x,p) -\ \-lr.Hr(x,p)  ist  mit  H^{x ,  p)  -  •  -  IIr{x ,  p) 

vertauschbar.  Enthält  nun  die  Gr  gerade  m  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen,  welche  mit  H-^{x ,  p) ■ -- Hr{x ,  p)  vertauschbar  sind, 
so  bestehen  zwischen  B^^f  •  •  •  Brf  gerade  m  und  nicht  mehr  unab- 
hängige Relationen  von  der  Form:  \B^f -\- - -- -^  l^Brf  =  0,  das 
heisst:  unter  den  infinitesimalen  Transformationen:  B^^f-  -  '  Brf  giebt 
es  gerade  r  —  m  von  einander  unabhängige,  genau  so  viele  wie  die 
Gruppe  r  unter  der  gemachten  Voraussetzung  enthält.  Folglich  giebt 
es  in  r  keine  von  j^i/*-. •5;./*  unabhängige  infinitesimale  Transformation. 
Durch  eine  ähnliche  Rechnung  wie  in  Abschnitt  I,  Kapitel  16, 
S.  274  findet  man,  dass  B^f-'-  Brf  in  den  Beziehungen: 

r 

B,{B,if))  -  JB4Bi{f))  =  ^'Ci,sB,f 

1 

stehen. 
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Hierin   liegt   ein   neuer  Beweis    dafür,   dass   B^f  •  ■  •  Brf  eine  Gruppe 
erzeugen  und  dass  diese  Gruppe  mit  der  G-r  isomorph  ist. 

Bemerkt    sei    noch,    dass    die    infinitesimalen    Transformationen: 

B^f  • '  •  Brf  auch  mit: 

1 

zusammen  eine  Gruppe  erzeugen;  die  r  Ausdrücke:  B{By,{f))  —  By.{B{f)) 
verschwinden  nämlich  sämmtlich  identisch. 

Die  Ergebnisse  des  gegenwärtigen  Kapitels  fassen  wir  zusammen 
wie  folgt: 

Theorem  55.     Sind: 
(1)  xl  =  Fi(x,  jö;  «1  •  •  •  ar)j    Pi  =  Oiix,  p]  a^"  '  ar) 

die  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  homo- 
genen Berührungstransformationen,  tvelche  von  den  infinitesi- 
malen homogenen  Berührungstransformationen:  H-^{Xj  p)  •  •  • 
H,.(x,  p)  erzeugt  ist,  so  bestehen  Belationen  von  der  Gestalt: 

r 

HyXx,  p)  =  ^JWy.j{a^  •  •  •  a,)  ■  Hj(x,  p) 
1 

(X  =  1 .  . .  r) . 

Werden  nun  H^-Hr  als  unahhängige  Veränderliche  anfgefasst, 
so  stellen  die  Gleichungen: 


Hy.  =  ^J  Wyj{a^  •  •  •  ar)Hj 


1 


eine  lineare  homogene  Gruppe  dar,  tvelche  von  den  infinitesi- 
malen Transformationen: 


(11)  ^cj,sH, 


IL 


(y  =  l...r) 


erzeugt  ist.  Biese  lineare  homogene  Gruppe  enthält  gerade 
r  —  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  sobald 
die  Gruppe:  H^{x ,  p)  •  •  -  Hr{x , p)  gerade  m  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  enthält,  welche  mit  H^(x,  p)  •  -  • 
Hr(Xj  p)  vertauschbar  sind."^) 


*)  Lie,  Archiv  for  Mathematik  Bd.  I,  Christiania  1876;  Math.  Ann.  Bd.  XVI, 
S.  495. 
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Die  besprochene  lineare  homogene  Gruppe  nennen  wir  die  dualistische 
der  adjungirten  Gruppe;  sie  ist  wie  diese  mit  der  ursprünglichen  Gruppe: 
Hi{oc,  p)  •  •  •  Hrixj  p)  isomorph. 


§  84. 

Sind    irgend    r^   Constanten    dy,    gegeben^    welche    die   bekannten 
Relationen : 


(12) 


y^i   \  ^iy.v^vjs  ~\'  Gy.jvCvis  ~\      ^jivCvy.a  ] U 


erfüllen,  so  giebt  es  nach  Kapitel  17  immer  solche  r-gliedrige  Gruppen 
von  homogenen  Berührungstransformationen,  welche  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen:  II-^{x,  p)"'IIr{x,  p)  enthalten,  die  in 
den  Beziehungen: 


(i?,s.)=  2^fefi; 


{i,y.  =  l--'r) 


stehen.    Hieraus  geht  hervor,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen; 


Ciyx  XI  .V 


df 


Bjf—    ^     ^jy.s^^s^-g- 


y.s 
U  =  l-'-r) 


eine,    natürlich    lineare    und  homogene   Gruppe   erzeugen.      Das    folgt 
übrigens  auch  schon  aus  der  auf  S.  332  gemachten  Bemerkung.    Also: 
Satz  1.     Erfüllen  r'  Constanten: 


die  Relationen. 


(12) 


Cixs  (i,  y,  s  =  l'  ■  -r) 

r 

^^     [Oiy.vCvjs    ~f~    CyjyCxiis    ~J~    CjiyCyys]  =    U 


{i,  y,j,s  =  l---  r), 

SO  erzeugen  die  linearen  homogenen  infinitesimalen  Transformationen: 


immer  eine  Gruppe. 


XS 

0  =  1  ...r) 
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Wir    werden    jetzt    noch    eine    neue    und    im    Grunde    einfachere 
Begründung  einiger  Ergebnisse  des  §  83  kurz  entwickeln: 
Wir  betrachten  wiederum  die  Gruppe: 

in  den  Veränderlichen  x^-'-Xn,  p^-'-Pn-  Sind  nun  xj  =  Fy.,  pj.  =  ^x 
die  zugehörigen  endlichen  Gleichungen  und  ist  cp  eine  beliebige  Function 
der  X,  p,  so  gilt  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  74)  die  Formel: 

r  1  •  •  •  r 

1  i,j 

und  insbesondere  ist: 

f.  1-  •  •  r 

(13)    H..Xx',p')  =  H.{x,p)+2^JXj{HjH.)+-:^^^XMH<iSjH.,))+- 

1  i,J 

Wird  hier  HJ  statt  Hy^x,  p)  geschrieben  und  werden  ausserdem  für 
die  Klammerausdrücke  {HjHy)  ihre  Werthe  als  Functionen  der  H  ein- 
geführt, so  ergeben  sich  die  endlichen  Gleichungen  der  früher  betrach- 
teten Gruppe .  r. 

Wir  betrachten  nun   andrerseits  in   den  Veränderlichen  H^--  Hr 
die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

Bjf=  \Hjf\  =  ^.\HiH,\^^  =  2''"^'m. 

1  '  y.,  s 

sowie  die  allgemeinste  aus  ihnen  abgeleitete  infinitesimale  Transfor- 
mation: 


^•A,£/=  Cf. 


Die  endlichen  Gleichungen  der  zugehörigen  eingliedrigen  Gruppe  sind 
gegeben  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  74)  durch  die  bekannte  Formel: 

JT;=  fi.  +  CH,.  +  ^CGH,  +  •  •  •, 
die  sich  auch  folgendermassen  schreiben  lässt: 

H;.  =Hy.  +  ^Jkj\HjHy.\  +  ^^ X,Xj\H,\HjHy.\\  +  . . . 

1  '        i,J 

Vergleichen  wir  diese  letzte  Formel  mit  der  Formel  (13),  so 
erkennen  wir  unmittelbar,  dass  die  Gruppe  F  von  den  r  infinitesi- 
malen Transformationen  Bjf  erzeugt  ist. 
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Kapitel  20. 

Bestimmung  aller  Gruppen  von  Berührungstransformationen,  welche 
eine  gegebene  Zusammensetzung  haben. 

Hat  man  ein  System  von  r^  solchen  Constanten  c,,,,,  welche  alle 
Relationen  von  der  Form: 


(1) 


r 

yj  I  CixvCvjs  ~r  ^y.jvCvis  -f-  CjirCrxs  }  ==  0 


^ixs  ~T~  ^y.is  ^ 

{i,  X,  j,  s  =  l  ■  •  -r) 

erfüllcD,  SO  giebt  es,  wie  in  dem  Kapitel  17  nachgewiesen  ist,  imoier 
r-gliedrige  Transformationsgruppen  von  der  Zusammensetzung  Ciy.s. 

Wir  werden  jetzt  alle  r-gliedrigen  Gruppen  von  homogenen  Be- 
rühriingstransformationen  bestimmen,  welche  die  gegebene  Zusammensetzung 
Cixs  haben.*)  Dabei  betrachten  wir  zwei  derartige  Gruppen  als  nicht 
von  einander  verschieden,  wenn  sie  durch  eine  homogene  Berührungs- 
transformation mit  einander  ähnlich  sind,  und  zwar  fassen  wir  den 
Begriff  der  Aehnlichkeit  in  dem  allgemeinen  auf  S.  313  besprochenen 
Sinne;  wir  kümmern  uns  also  nicht  darum,  ob  die  beiden  Gruppen 
gleichviele  unabhängige  Veränderliche  enthalten  oder  nicht. 

Ist  es  uns  gelungen,  alle  r-gliedrigen  Gruppen  von  homogenen 
Berührungstransformationen  zu  bestimmen,  welche  die  gegebene  Zu- 
sammensetzung Ciy.s  haben,  so  können  wir  sofort  auch  alle  so  zusammen- 
gesetzten Gruppen  von  Berührungstransformationen  in  z^  Xj^,  ^2  *  ' '? 
2^1,  P2  •  •  •  angeben.  Das  folgt  ohne  Weiteres  daraus,  dass  sich  nach 
S.  142  die  unendliche  Gruppe  aller  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen in  2n  +  2  Veränderlichen:  ^/i  •  •  •  Vn+i,  q^  -  ■  -  q_n^i  auf  die 
unendliche  Gruppe  aller  Berührungstransformationen  in  2n  -\-  1  Ver- 
änderlichen: ^,  x^"  '  Xn,  Pi"  'Pn  holoedrisch  isomorph  beziehen  lässt. 

Endlich    bestimmen    wir    noch    in    dem    Schlussparagraphen    des 
Kapitels    alle   r-gliedrigen    Gruppen    von    der    Zusammensetzung   c 
welche  aus  Berührungstransformationen  von  der  besonderen  Form: 
/  =  ^^Sl(x,p),    xl=^Xi(x,p),    p{  =  Pi(x,p) 

{i  =  l,  2.  ..) 

bestehen. 

§  85. 
In    den   Veränderlichen   x^ --  •  Xn,  p^^  -  -  •  pn    sei    eine   r  -  gliedrige 
Gruppe:    H^{Xj  p)  --  -  Hr{x^  p)   von    homogeuen    Berührungstransfor- 

*)  Lie,    Theorie   der   Transformationsgruppen  II;    Archiv   for  Mathematik 
Bd.  I,  Christiania  1876. 


iy.s  7 
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mationen  vorgelegt.  Die  Zusammensetzung  dieser  Gruppe  sei:  Cj^s; 
es  mögen  also  Relationen  von  der  Form: 

(2)  WH;)^^^  =  ^  C« H,{x,  p) 

1 

(/,  y.  =  l...r) 

bestehen.  Ferner  seien  die  Functionen:  H^{x,  p)  -  -  -  H.nix,  p)  von 
einander  unabhängig,  während  sich  H,n-^i(x,  p)  -  •  -  Hr{x,  p)  folgender- 
massen   durch  H^{x ,  p)  •  ■  -  Hm{x ,  p)  allein   ausdrücken  lassen  mögen: 

(3)  H,,^j{x,  p)  EEE  Wm-\-jiH,  {X,  p)"-  Hrr,{x,  p)) 

(i  =  1  •  •  •  r  —  m). 

Unter   den   gemachten  Voraussetzungen   werden   die   Gleichungen: 

(4)  Hr,+j  —  W,a+J  {Hi"  Hn)  =  0  (i  =  1  ■  •  •  r  -  ..) 

bei  der  Substitution: 

(5)  H,  =  H,  {x,  p),-..  Rr  =  Hr(x,  p) 

zu  Identitäten,  und  umgekehrt  ist  jede  Relation  zwischen  H^  •  -  H,.  ^ 
welche  bei  der  Substitution  (5)  zur  Identität  wird,  eine  Folge  der 
Gleichungen  (4).     Nun  verschwindet  der  Ausdruck: 

(w,    H,a^-j{x,  p)  —  Wru+j{Hi{x,  j))  •  •  •  HJx,  p))) 

'  xp 

augenscheinlich  identisch,  welche  Function  der  x,  p  auch  cp  sein  mag; 
mit  Berücksichtigung  von  (2)  ergiebt  sich  also,  wenn  für  cp  nach  und 
nach  H^-    '  Hm  -  -  -  Hr  gesetzt  wird,  dass  die  Gleichungen: 

T  rii  f 

(6)  2'- ^^  «+^-.  'H^-^^  ^^^^^^i^^- .  2^ e,A  =  0 

1  1  /'  1 

(i  =  1  .  .  .  r;    _;•  =  1  .  .  .  r  —  in) 

bei  der'  Substitution  (5)  identisch  erfüllt  sind.  Folglich  müssen  die 
Relationen  (6)  zwischen  den  Grössen  H^'-Hr  eine  Folge  der  Relationen 
(4)  sein.     Setzen  wir  aber  wie  in  Kapitel  19,  S.  332: 

y.s 

(i  =  l-..r), 

so  lassen  sich  die  Gleichungen  (6)  auch  schreiben: 
(C)  Bi(H„+j  -  W„+j{H,  ...B„))  =  0 

(j  =  1  .  .  .  r ;    /  =  1  .  .  .  r  —  m) ; 

mithin  kann  die  Thatsache,  dass  die  Gleichungen  (6)  eine  Folge  der 
Gleichungen  (4)  sind,  einfach  so  ausgesprochen  werden: 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    IL  22 
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Das  Gleichungensystem: 

(4)  H,n+j  —  mn+j(II,  .  .  .  H,n)  =  0  {;•  =  1  .  •  .  r  -  «0 

in  den  r  Veränderlichen  H^"-Hr  gestattet  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen: B^f '  '  •  Brf  ir^  diesen  Veränderlichen. 

Erinnern  wir  uns  endlich  noch,  dass  H^{o[)j2^)'--Hr(^jP)  homogene 
Functionen  erster  Ordnung  Yon  p^-"Pn  sind,  so  erkennen  wir  augen- 
blicklich, dass  die  W^-^-j  homogene  Functionen  erster  Ordnung  von 
Hj^-'Hm  sind;  hieraus  aber  geht  hervor,  dass  jede  der  Gleichungen: 
Hm-^-j  —  Wjn-i-j  ==  0  die  infinitesimale  Transformation: 

in   den   Veränderlichen   H^  -  -  -  Hr  gestattet.     Dasselbe    gilt   natürlich 
von  dem  ganzen  Gleichungensysteme  (4). 
Wir  haben  somit  den  Satz: 

Satz  1.  Ist:  Il-^ipc ,  p)  '  ' '  Hr(x j  p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von 
homogenen  Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen  x^  -  •  ^  Xny 
Pi'" Pn ;  ^^^  ferner  die  Zusammensetmng  dieser  Gruppe  durch  die 
Gleichungen: 


(HiU.X,  =  ^'C<..sHs 


(/,  y.  =  l 


bestimmt,  sind  endlich  die  Functionen  H^{x,  p)"-IIr{x,  p)  durch  gerade 
r  —  m  unabhängige  Belationen  verJcnüpft,  welche  etwa  die  Form: 

(4)  Hm+J  —  Wm-^j{H^  .  .  .  iJ^)  =  0  0-  =  l  •  •  -r-m) 

erhalten  Jcönnen,  so  definiren  die  r  —  m  Gleichungen:  Hm-^j  —  Wm+j  =  0 
in  den  r  unahhängigen  Veränderlichen:  U^-  ••  Hr  ein  Gleichungensysteni, 
welches  die  r  -\-  1  infinitesimalen  Transformationen: 


-t>i/    ^    Cixsligc^  T7 


^f  r      1 


in  diesen  Veränderlichen  gestattet. 

Nach  dem  vorigen  Kapitel  erzeugen  B^f  -  -  ■  Brf  eine  Gruppe, 
welche  zur  Adjungirten  der  Gruppe:  H^{x ,  p)  •  -  -  Hr{x ,  p)  dualistisch 
ist.     Auch  B^f  •  '  •  Brf,  Bf  erzeugen  zusammen  eine  Gruppe. 
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§  86. 
Jetzt    sei   umgekehrt   irgend    ein   System   von   r^  Constanten  dxs 
vorgelegt,  welches  die  bekannten  Bedingungen: 

(^ixs  ~J~  Cy.is   '^^^  ^ 


(1) 


^^  {ßiy.vCyjs  ~f~  Cy.jy.Cyig  -j-  Cji^Cy^g)  U 


1 


erfüllt. 

Wir  bilden  mit  diesen  dys  in  den  Veränderlichen  H^-  -  •  Hr  die 
r  infinitesimalen  Transformationen: 

!••  -r 

-t^it  =     ^^   Cixs  J^s  ^  ^ 
y.s 
(/  =  l...r), 

welche  allerdings  nicht  unabhängig  von  einander  zu  sein  brauchen, 
aber  nach  S.  334,  Satz  1  immer  eine  lineare  homogene  Gruppe  er- 
zeugen. Wir  wählen  sodann  irgend  ein  Gleichungensystem  in  den 
Veränderlichen  H^-Hr,  welches  sowohl:  BJ-'Brf  als  auch  die 
infinitesimale  Transformation : 

gestattet  und  welches  ausserdem  keine  lineare  homogene  Relation: 

zwischen  H^  -  -  •  Hr  nach  sich  zieht.  Das  betrefi'ende  Gleichungen- 
system denken  wir  uns  der  Einfachheit  wegen  gleich  in  aufgelöster 
Form: 

(7)  Hr^^^j  —  W„i^j(H^  •  •  -Hm)  =  0  ij=.l...r-m) 

vorgelegt;  dabei  ist  es  übrigens  keineswegs  ausgeschlossen,  dass  die 
ganze  Zahl  m  gerade  gleich  r  ist:  dieser  Fall  wird  immer  dann  ein- 
treten, weun  das  gewählte  Gleichungensystem  blos  aus  der  identischen 
Gleichung:  0  =  0  besteht. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  giebt  es  nun  stets  eine 
r-gliedrige  Gruppe:  -ffiC^i"-,  Pr--)  •"Ä-K--,  i?!---)  von  homogenen 
Berührungstransformationen,  welche  die  gegebene  Zusammensetzung 
Ciy.s  hat  und  deren  charakteristische  Functionen:  H^{xy  p)  •  •  •  Hrix^  p) 
gerade  durch  die  r  —  m  Relationen: 

nicht  aber  durch  eine  von  diesen  unabhängige  Relation  verknüpft  sind. 

22* 
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Wir  werden  das  im  Folgenden  ganz  allgemein  beweisen,  indem 
wir  uns  auf  die  Entwickelungen  des  Kapitels  13  stützen,  doch  wollen 
wir  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  der  besondere  Fall  m  =  r  schon  in 
dem  Kapitel  17  seine  Erledigung  gefunden  hat. 

Unter  a  und  ß  verstehen  wir  irgend  welche  der  Zahlen:  1,  2---m 
und  setzen: 

m  r — m 

1  1 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

r 

I  Ha  H^  I    =     X."  (^aßsHs 

1 
(a,  /?=!..  .?«), 

vorausgesetzt,  dass  wir  uns  IIm-\-i  ■  -  ■  Hr  vermöge  der  Gleichungen: 
IIrn-\-j  ==  Wm^j{Hi  '  ' '  Hm)  als  Functioucu  von  H^'  '  '  Hm  ausgedrückt 
denken.  Sind  ferner  F  und  0  zwei  beliebige  Functionen  von  H^-  -  • 
Hmy  so  definiren  wir  wie  früher  den  Ausdruck  \FO\  so: 

Weil  das  Gleichungensystem:  Hm+j  —  Wyn-Jt-j  =  0  die  infinitesi- 
malen Transformationen: 

1  •  •  •  r 


df 


Hif  =  ^  Ciy.s  //,  ö\-V-  (/  =  1  •  •  •  r) 


gestattet,  so  werden  die  Gleichungen: 

(8)  %,, .+.,,  H.  -  j!  '^"^^^^'^%,.m  =  0 

1  1  /*  1 

(/  =  1  .  .  .  r ;     j  ^=X  ■  .  .  r  —  m) 

bei  der  Substitution: 

HmJ^l  =  WmJ^i{H^  '  '  '  Hri^j    •  •  •    Hr  =  Wr{H^  •  •  •  Hr,^ 

zu  Identitäten.     Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichungen: 


1  /* 

m      „  r 


y     1 
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die  folojende  Gestalt  erhalten  können: 

r 

I  Ha  IVniJrJ  !   ==  ^'  ^« ,  m^J ,  s  H,  . 
1 

In  derselben  Weise  finden  wir: 


1  -(^ 

r 


1 

es  gilt  also  die  Formel: 

r 

1 

allgemein  für  i^  %  =  l'--r,  wenn  man  nur  überall  Hm+r'-Hr  bezüglicli 

durch  t(^,n+i  ■  ■  •  Wr  ersetzt.     Erinnern  wir  uns  daher,   dass  die  c,>s  den 

bekannten  Relationen  (1)  genügen,  so  sehen  wir,  dass  die  Gleichung: 

\H,H^Hj\  +  \\HyHj\H,\  +  \\HjH,\HA  =  0 

identisch  besteht,  welche  unter  den  Zahlen  1,  2---r  auch  ^,  %,  j  sein 
mögen;  sie  besteht  daher  insbesondere  auch,  wenn  i,  %,  j  drei  beliebige 
unter  den  Zahlen  1,  2  •  -  ■  m  bezeichnen. 

Endlich  muss  noch  betont  werden,  dass  die  m^  Ausdrücke:  \HaHß\ 
homogene  Functionen  erster  Ordnung  von  H^'-Hm  sind;  es  folgt  das 
unmittelbar  daraus,  dass  das  Gleichungensystem:  Hm-^-j  —  u^m-{-j  =  0 
die  infinitesimale  Transformation: 

gestattet. 

Dem  Theoreme  38  in  Kap.  13,  S.  248  entnehmen  wir  jetzt,  dass 
es  in  einer  geeigneten  Anzahl  von  Veränderlichen:  ^i  •  •  *,  jPi  •  •  •  eine 
m-gliedrige  homogene  Functionengruppe:  H^ipo ,  p)  •  -  •  IIm(x ,  p)  giebt, 
deren  m  unabhängige  Functionen  Ha(x,p)  in  den  Beziehungen: 

m  r—m 

{HaH^)^^^^^Caß^,H^c{x,p)+'^JCa^i,  rn-\-j  tUm^j{H,  -  '  -  Hm) 
1  1 

(or ,  /?  =  1  •  •  •  m) 

stehen  und  ausserdem  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind. 
Wir  denken  uns  eine  solche  m-gliedrige  Functionengruppe:  H^{Xjp) 
'-'HmipOjp)  bestimmt.     Setzen  wir  dann: 

W,nJ^j{H,  {X,  p)'-'  Hmix,  p))  =  Hm+j{x,  p)  0-  =1  •  •  •  r-m)  , 
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so  werden  offenbar  auch  die  H.nj^jix,  p)  homogen  von  erster  Ordnung 
in  den  ^,  und  es  ist  überdies  klar,  dass  die  Gleichungen  (8)  bei  der 
Substitution:  Hj^  =  H^(x,  p),---  Hr==  Hr{Xj  p)  identisch  erfüllt  sind. 
Für  a,  ß  =  l''m,  j,  ;f  =  l---r  — w  erhalten  wir  daher  die  Relationen: 

r 

^       {Ha  H^i)^^  =  ^'  C,,^s  Hs  (x,  p) 
1 

m  ^  r 

{H„H„,+,X^  =  ^  (H.,H^l^ ^  =  ^< c„,  ,„+,, ,  H,{x,  p) 

1  ^  1 

J"  ^  r 

1  ^  1 

Da  nun  zwischen  H^{x,  p)- -- Hr(x,  p)  augenscheinlich  keine  Relation 
bestehen  kann,  welche  von  den  Gleichungen: 

(7)  H^nJ^j  —  lV,n+j  (^1  •  •  •  Hm)  =  0  (i  =  1  .  .  .  y  -  ,u) 

unabhängig  ist,  und  da  aus  diesen  letzteren  nach  unsrer  Voraus- 
setzung keine  lineare  homogene  Relation:  c^II^-\ \-CrHr  =  0  folgt, 

so  ist  II^(x ,  p)  '  '  '  Hr{x ,  p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen 
Berührungstransformationen.  Diese  Gruppe  aber  hat  wirklich  die 
gegebene  Zusammensetzung  C/^s  und  ihre  charakteristischen  Functionen 
sind  wirkHch  gerade  durch  die  r  —  m  unabhängigen  von  uns  gewählten 
Relationen  (7)  verknüpft.  Damit  ist  die  auf  S.  339,  aufgestellte  Be- 
hauptung bewiesen. 

Es  sei  nun :  §i (^/i  •  •  •,  ^i  •  •  •)  *  * '  ^^C^/i  * ' ';  9'i '  *  0  irgend  eine  andere 
9^-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen,  welche 
ebenfalls  die  gegebene  Zusammensetzung  Ciy,s  hat,  und  zwar  mögen  ihre 
charakteristischen  Functionen:  §1(2/,  q)  -  -  -  ^risf,  q)  ebenso  beschaffen 
sein  wie:  H^{Xy  p)"'Hr{x,  p),  es  sollen  also  erstens  die  Beziehungen: 


{^i^^)y,-=^'Ci,,^s{y,  q) 


{i,  y.  =  l 


bestehen  und  zweitens  sollen  sich  §^+1(2/,  (l)"-^^r{y,  q)  durch  die  von 
einander  unabhängigen  Functionen:  §i(^?  Q)  '  '  '  §>n(y,  q)  ebenso  aus- 
drücken wie  II,n-^i{x,  p)  -  '  •  Hr{x^  p)  durch  H^{x,  p)  -  •  -  II„,(x,  pi): 

^m+j(y,  q)  EEE  Wm+j(^iiy,  q)  '  "  ^m{y y    q)) 
(j  =  l .  .  .r  —  m). 

Dagegen  soll  die  Zahl  der  Veränderlichen:  2/1  * '  *;  Ö'i  •  *  *  nicht  gerade 
gleich  der  Zahl  der  ^1  •  •  •;  i?i  •  •  •  sein.  Unter  diesen  Voraussetzungen 
sind  nach  dem  Theoreme  52,  S.  311  die  beiden  Gruppen:  H^-Hr  und 
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§^-.-§^  mit  einander  durch  eine  homogene  Berührungstransformation 
ähnlieh,  das  Wort  „ähnlich^'  in  dem  auf  S.  313  definirten  weiteren 
Sinne  gefasst. 

Kennen  wir  daher  auch  nur  eine  einzige  r-gliedrige  Gruppe  von 
homogenen  Berührungstransformationen,  deren  charakteristische  Func- 
tionen: H^{Xjp)"'  Hr{x,p)  in  den  Beziehungen: 


r 


(/,  x  =  l...r) 


stehen  und  gerade  durch  r  —  tn  unabhängige  Relationen  von  der  Form: 

verknüpft  sind,  so  kennen  wir  überhaupt  alle  Gruppen  von  dieser 
Beschaffenheit;  alle  diese  Gruppen  sind  aber  von  dem  Standpunkte 
aus,  welchen  wir  hier  einnehmen  (vgl.  S.  336),  nicht  für  verschieden 
zu  achten. 

Wir  wollen  diese  Ergebnisse  zunächst  in  einem  besonderen  Satze 
zusammenstellen: 

Satz  2.     Befriedigen  die  r^  Constanten  dys  die  Gteichimgen: 


(1) 


^[Ci-,vCrJs  +  CyjrCris  +  CjirCry.s]  ==  0 
1 

und  ist: 

(7)  Hm+j  -  tV>n+AHi  •  •  •  H>n)  =  0  (;^  1  •  •  •  r  -  m) 

irgend  ein  (r  —  m)-gliedriges  Gleicliungenstjstemj  welches  die  r+  1  infini- 
tesimalen Transformationen : 

y.s 

in  den  VeränderlicJien  H^-Hr  gestattet,  welches  aber  lieine  lineare  homo- 
gene Relation:  c^H^ -{ [-  c^iT^  ==  0  mischen  den  H  nach  sich  zieht, 

so  giebt  es  immer  eine  r-gliedrige  Gruppe:  H^{x,  p)'"Hr{x,  p)  von  homo- 
genen Berühnmgstransformationen ,  deren  charakteristische  Functionen: 
Hiixj  p)'  ■  ■  Hr{x,  p)  in  den  Besiehungen: 


r 


(;,  X  =  1  .  •  •  r) 


stehen   und  gerade   durch   die   Belationen   (7)   verlnüpft   sind,   während 
zwischen  H^{x ,  p) --  -  II,n(x ,  p)  Mne^Relation  besteht.     Man  findet  eine 
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solche  Gruppe,  tvenn  man  in  hinreichend  vielen  Veränderlichen:  x^,  x  ">, 
Pi,lh"'  ^^"^«6  m-gliedrige  homogene  Functionengruppe :  H^{x,p)"-H,n{x,p) 
bestimmt,  deren  m  Functionen  H^--  Hm  in  den  p  homogen  von  erster 
Ordnung  sind  und  die  Belationen: 

rn  r—m 

(^« ^^X^  =  2  ^"/^/'  ^"  +  2'  ^«.^'  -+^-  ^-+^-  (^r  •  •  ^-) 
1  1 

(a,  ii  =  l  .  .  .  j,i) 

identisch  befriedigen;  die  betreffende  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen hat  alsdann  die  Form: 

Hi{x,p)"'  Hm{x,p) 

Hm+j(x,  p)  =  W,n+J{R,(X,  i?)  .  .  .  II^{X,  p)) 

Jede  andere  derartige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen 
ist  mit  der  so  gefundenen  Gruppe:  H^{x,  p)"-Hr{x,  p)  durch  eine  ho7no- 
gene  Berührungstransformation  ähnlich. 

Wünscht  man  zu  wissen,  welches  die  geringste  Anzahl  von  Ver- 
änderlichen: ^i---,  i?i---  ist,  in  denen  es  eine  r-gliedrige  Gruppe  von 
der  hier  betrachteten  Beschaffenheit  giebt,  so  hat  man  nur  nach  An- 
leitung von  S.  191  die  Anzahl  it  der  unabhängigen  ausgezeichneten 
Functionen  zu  bestimmen,  welche  die  m-gliedrige  Functionengruppe: 
H^ix,  p)"  '  Hm{x,  p)  enthält;  die  kleinste  mögliche  Zahl  von  Ver- 
änderlichen ist  dann:  m  +  tc.  Die  Zahl  7t  kann  selbstverständlich 
gefunden  werden,  ohne  dass  man  die  Functionengruppe:  IIj^(x,p)--- 
SmiXj  p)  wirklich  bestimmt. 

§87. 

Aus  den  Entwickelungen  der  beiden  vorhergehenden  Paragraphen 
geht  unmittelbar  hervor,  wie  man  zu  verfahren  hat,  um  alle  r-gliedrigen 
Gruppen  von  homogenen  Berührungstransformationen  zu  bestimmen, 
welche  eine  gegebene  Zusammensetzung  dys  haben. 

In  §  85  sahen  wir,  dass  zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe:  H^{x,  p) 
'-'HriXjp)  ein  gewisses  Gleichungensjstem  in  den  Veränderlichen: 
Si'-'Sr  gehört,  welches  die  r -f  1  infinitesimalen  Transformationen: 
^fy  ^if'  ■  •  ^rf  gestattet.  In  §  Sß  ist  gezeigt,  dass  auch  umgekehrt 
zu  jedem  Gleichungensysteme  in  H^-Hr,  welches  Bf  BJ"-Brf 
gestattet  und  welches  keine  Relation  von  der  Form: 

nach  sich  zieht,  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen gefunden  werden  kann  und  dass  alle  zu  dem  betreffenden 
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Gleichungensysteme  gehörigen  Gruppen  durch  homogene  Berührungs- 
transformation mit  einander  ähnlich  sind.  Mithin  bekommen  wir  das 
Theorem  56.  Alle  r-gliedrigen  Gruppen  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen, welche  eine  gegebene  Zusammen- 
setzung Cixs  haben,  können  folgendermassen  gefunden  werden: 
Man  bilde  zunächst  in  den  Veränderlichen  H^-  -  -  Hr  die  r  -\-  \ 
infinitesimalen  Transformationen: 

l---r 


B,f=  2j<=i 


^'Wir      <'=^ 


welche  eine  lineare  homogene  Transformationsgruppe  ergeugen. 
Sodann  bestimme  man  in  H^  -  -  •  Hr  alle  Gleichungensysteme, 
ivelche  Bf,  B^f-Brf  gestatten,  schliesse  aber  dabei  alle  solchen 

aus,  tvelche  eine  lineare  homogene  Belation:  c^H^~\ \-CrIIr  =  0 

zur  Folge  haben.     Ist: 

Hm+j  =   lV,n+j{H^  '  •  •  Hm)  U  =  1  -  ■  ■  r  -  m) 

eines  der  gefundenen  Gleichungensysteme,  so  bestimme  man  nach 
den  Regeln  des  Satzes  2,  S.  343  in  einer  geeigneten  Anzahl  von 
Veränderlichen:  x^---,  p^---  eine  r-gliedrige  Gruppe:  H-^ix^p)--- 
Hr{x,p),  deren  charakteristische  Functionen:  H^  •  •  -  Hr  in  den 
Beziehungen: 


(ff;if4^  =  2''c.»-H;     (•■.=<=i 


stehen  und  durch  die  r  —  m  Relationen:  Hm+j  —  iVm-\-j  ==  0  ver- 
knüpft sind,  während  zwischen  H^  -  •  •  Hm  allein  keine  Relation 
besteht.  In  dieser  Weise  muss  man  alle  gefundenen  Glei- 
chung ensysteme  behandeln.  Jede  r-gliedrige  Gruppe  von  homo- 
genen Berührungstransformationen,  tvelche  die  Zusammen- 
setzung Ciy.s  hat,  ist  alsdann  mit  einer  der  erhaltenen  Gruppen 
durch  homogene  Berührungstransformation  ähnlich."^) 

In  dem  vorstehenden  Theoreme  liegt,  dass  die  Bestimmung  aller 
r-gliedrigen  Gruppen  von  homogenen  Berührungstransformationen ,  welche 
eine  gegebene  Zusammensetzung  haben,  jedenfalls  durch  Integration  von 
simultanen  Systemen  gewohnlicher  Biffereittialgleichungen  geleistet  tverden 
kann.  *) 


*)  Lie,  Archiv  for  Math.    Bd.  I,   Christiania   1876;   Math.   Ann.   Bd.  XVI; 
Berichte  der  Kgl.  Sächsischen  Ges.  d.  W.,  Februar  1888. 
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Zunächst  ist  nämlich  die  Bestimmung  aller  Gleiclmngensysteme, 
welche  die  infinitesimalen  Transformationen  B  f,  BJ -"  JBrf  gestatten, 
eine  ausführbare  Operation.  Es  beruht  das  darauf,  dass  die  von 
^A  BJ'-Brf  erzeugte  Gruppe  linear  und  homogen  ist,  dass  also 
ihre  endlichen  Transformationen  durch  Auflösung  algebraischer  Glei- 
chungen gefunden  werden  können;  aus  den  endlichen  Transformationen 
dieser  Gruppe  lassen  sich  aber  die  besprochenen  invarianten  Gleichungen- 
systeme nach  Abschn.  I,  Kap.  14,  Theorem  37,  S.  226  durch  Elimination 
ermitteln. 

Andrerseits  handelt  es  sich  nach  Satz  2,  S.  343  noch  um  die 
Bestimmung  einer  m-gliedrigen  Functionengruppe:  H^{x,  p)"'IIm{Xj  p) 
von  gewisser  Beschaffenheit.  Wir  haben  aber  in  Kapitel  13,  S.  244  f. 
gesehen,  dass  zu  dieser  Bestimmung  nur  die  Integration  simultaner 
Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erforderlich  ist. 

Sehr  nahe  liegt  die  Frage  nach  der  kleinsten  Zahl  von  Veränder- 
lichen: x^"-y  p^'"y  in  denen  es  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  homo- 
genen Berührungstransformationen  giebt,  welche  die  Zusammensetzung 
Ciy.s  besitzt.  Um  sie  zu  beantworten,  bestimme  man  zu  jedem  Glei- 
chungensysteme, welches  die  infinitesimalen  Transformationen:  Bf, 
B^f'" Brf  gesiaitet,  die  zugehörige  auf  S.  344  definirte  Zahl  7t.  Die 
kleinste  unter  den  sich  ergebenden  Zahlen  m  -\-  it  ist  die  gesuchte 
Zahl  von  Veränderlichen.  Dabei  ist  es  augenscheinlich  gar  nicht  nöthig, 
eine  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  Ciy,s  zu  kennen. 

Da  wir  auf  Grund  des  Theorems  56  alle  r-gliedrigen  Gruppen 
von  homogenen  Berührungstransformationen  finden  können,  welche 
eine  gegebene  Zusammensetzung  dy.s  haben,  so  sind  wir,  wie  schon 
im  Anfang  des  Kapitels  (auf  S.  336)  hervorgehoben  wurde,  auch  im 
Stande,  alle  r-gliedrigen  Gruppen  von  Berührungstransformationen  in 
z,  x^' '  -,  Pi'  •  '  m  bestimmen,  deren  Zusammensetzung  die  gegebene  ist. 


Das  Problem  der  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen  von 
homogenen  Berührungstransformationen  mit  gegebener  Zusammen- 
setzung Ciy.s  führte  uns  auf  das  andere:  eine  m  -  gliedrige  homogene 
Functionengruppe:  II^{x , p) - •  - Hm{x , p)  zu  bestimmen,  deren  Functionen 
H^'-Hm  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind  und  die  Relationen: 


(I^aHßX^  =  ^  Caß^H,  +^'C,^,  rn+jW,n+j(IIi"-Hnd  =  l^allß 


{a,  (:l^l-  ■  •  m) 
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identisch  erfüllen.  Dass  es  eine  solche  Functionengruppe:  H^{x,p)"' 
Hm{Xj  p)  giebt;  folgte  aus  den  Entwickelungen  in  Kapitel  13,  §  63, 
welche  zeigen,  dass  immer  m  unabhängige  Functionen:  X^"Xa,  Fi'-T^ 
von  H^'"Hm  vorhanden  sind,  welche  die  bekannten  Relationen: 

^     dx.  ^     ap, 

1        ^         1       •  ''■ 

erfüllen.  Das  citirte  Kapitel  enthielt  überdies  eine  Methode  zur  Auf- 
findung von  m  solchen  Grössen  X,  P  und  damit  eine  Methode,  eine 
homogene  Functionengruppe  von  der  verlangten  BeschafPenheit  durch 
Integration  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zu  bestimmen. 

Jene  Methode  ist  nun  keineswegs  diejenige,  welche  am  Einfachsten 
zum  Ziele  führt,  es  erhebt  sich  daher  die  Frage,  welche  Methode  die 
einfachste  ist.  Diese  Frage  gehört  aber  in  das  Gebiet  der  Differential- 
gleichungen und  soll  deshalb  hier  nicht  ausführlich  behandelt  werden; 
nur  mit  den  ausgezeichneten  Functionen  der  gesuchten  Functionen- 
gruppe: H^(x,  p)-'-Hm(x,  p)  werden  wir  uns  eingehend  beschäftigen; 
die  Bestimmung  derselben  als  Functionen  von  H^-'-Hm  gestaltet  sich 
nämlich  besonders  einfach  und  verlangt,  wie  wir  sehen  werden,  nur 
ausführbare  Operationen. 

Es  seien:  II^{x,  p)"-Hm{x,  p)  irgend  m  unabhängige  Functionen, 
welche  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind  und  welche  die 
Relationen: 

m  r— w 

(9)  (HaH^X^  ==  ^'  C,^,JIu  +  ^^Caß,m-{-jtVm+j{Hi"'Hm) 

1  '         1 

identisch  befriedigen.  Wir  setzen  diese  Functionen:  II^{x,p)-"IIm{x,p) 
durchaus  nicht  als  gegeben  voraus,  aber  wir  wissen  ja,  dass  es  m 
solche  Functionen  giebt  und  deshalb  können  wir  von  ihnen  reden. 

Die  allgemeinste  ausgezeichnete  Function:  TJ{H^  •  •  •  Hm)  der 
m-gliedrigen  homogenen  Functionengruppe:  H^ix^  p)  '  '  '  H,n{Xj  p)  ist 
nach  S.  189  f.  die  allgemeinste  gemeinsame  Lösung  der  m  linearen 
partiellen  Diif erentialgleichungen : 

(a  =  1  •  •  •  m) 

in  den  Veränderlichen  H^-'Hmj  in  unsrem  Falle  also  die  allgemeinste 
gemeinsame  Lösung  der  m  Gleichungen: 
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V 

(a  =  1  .  .  .  m) . 


Die  unabhängigen  unter  diesen  Gleichungen  bilden  ein  vollständiges 
System,  aus  dessen  Gliederzahl  sich  sogleich  die  Anzahl  der  von  ein- 
ander unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen  der  Gruppe  ergiebt. 
Wir  werden  nachweisen,  dass  die  gemeinsamen  Lösungen  der 
Gleichungen  (10)  durch  ausführbare  Operationen  gefunden  werden 
können. 

Zu  dem  Zwecke  deuten  wir  H^--  •  Hr  als  die  Punktcoordinaten 
eines  r-fach  ausgedehnten  Raumes.  Die  Punkte  dieses  Raumes  werden 
bei  der  Gruppe: 

^if=  ^  CiysHs^^  (1  =  1... r) 

y.s  ^ 

transformirt  und  zwar  so,  dass  die  Mannigfaltigkeit,  welche  durch  die 
Gleichungen: 

H,n+j  IVmJ^j  {H^  '  '  '  Hn)  =  0  (y  =  1  .  .  .  r  -  m) 

dargestellt  wird,  invariant  bleibt. 

Die  Punkte  der  besprochenen  Mannigfaltigkeit  werden  bei  der 
Gruppe:  BJ---Brf  unter  einander  vertauscht  und  zwar  nach  Abschn.  T, 
S.  233,  Theorem  40  ebenfalls  durch  eine  Gruppe.  Wenn  wir  H^-Hm 
als  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte  auf  der  Mannigfaltigkeit: 

H,nJ^j  Wm+j  =  0 

ansehen,  erscheinen  die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  neuen 
Gruppe  in  der  Gestalt: 

(11)  TF./-=  ^^   ^ c.,,H,  +  ^c,,,  „.+jW„,J^ 

1        '^       1  1  J  ^       ß 

Berücksichtigen  wir  aber,  dass  das  Gleichungensystem: 

i^m+J  Win-{-j  =  0 

die   r   infinitesimalen   Transformationen   Bif  gestattet,   dass   also    die 
Gleichungen: 

BiiR^+j  —  Wm+j(H,  •  •  •  Hm))  =  0 

(t  =  1  .  .  .  r;    ;•  =  1  .  .  .  r  —  rn) 

bei  der  Substitution: 

ZU  Identitäten  werden,   so  erkennen  wir,   dass  W^^f-  -  ■  Wrf  durch   die 
identischen  Relationen: 
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w^+,f^;2^;-±i.w,f 


1        ß 

ij  =  l  ■  •  -r  —  m) 


verknüpft  sind.  Hieraus  folgt,  dass  das  System  der  Gleichungen  (10) 
mit  dem  Systeme  der  Gleichungen:  W^f  =  0,  •  •  •  Wrf=  0  äquivalent 
ist,  mit  andern  Worten:  die  gemeinsamen  Losungen  der  Gleichungen  (10) 
sind  nichts  anderes  als  die  Invarianten  der  Gruppe:   W^f'--Wrf. 

Diese  Invarianten  aber  lassen  sich  durch  ausführbare  Operationen 
finden.  Es  ist  ja  zunächst  durch  ausführbare  Operationen  möglich, 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  i?!/"- ••  ^^Z' aufzustellen.  Hat 
man  aber  diese  gefunden,  so  kann  man  nach  Abschn.  I,  S.  233  sofort 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  Tri/'---Trr/' hinschreiben,  welche 
die  Punkte  der  invarianten  Mannigfaltigkeit:  ^^,„4.;  —  Wrti-^j  =  0  trans- 
formirt.  Die  Invarianten  der  Gruppe:  W^f  -  •  •  Wrf  findet  man  dann 
durch  Elimination  (Abschn.  I,  Theorem  35,  S.  218). 

Damit  ist  bewiesen,  dass  man  die  ausgezeichneten  Functionen  der 
m-gliedrigen  Functionengruppe:  H^'-ffm  durch  ausführbare  Operationen 
ermitteln  kann. 

Jede  absolute  Invariante  der  Gruppe:  W-^^f  -  •  •  Wrf  liefert,  gleich 
einer  willkürlichen  Constanten  gesetzt,  eine  Schaar  von  oo^  Theil- 
gebieten  der  Mannigfaltigkeit:  jöin+j  —  Wm^j  =  0.  Natürlich  bleibt 
jedes  einzelne  dieser  Theilgebiete  bei  der  Gruppe:  WJ' -  •  ■  Wrf  nnd 
zugleich  bei  der  Gruppe:  BJ'-'Brf  invariant.  Ist  daher  die  Mannig- 
faltigkeit: Hm+j  —  Wm+j  =  0  eine  von  denen,  welche  wir  in  Abschn.  I, 
S.  224  als  „die  kleinsten  bei  der  Gruppe:  B^f-'-Brf  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten" bezeichneten,  so  enthält  die  Functionengruppe:  H^-^-Hm 
gar  keine  ausgezeichneten  Functionen;  solche  Functionen  treten  viel- 
mehr dann  und  nur  dann  auf,  wenn  die  Gruppe:  BJ-'-Brf  die  Mannig- 
faltigkeit: Hm^j  —  Wm+j^^  in  eine  continuirliche  Schaar  einzeln 
invarianter  Theilgebiete  zerlegt. 

Unter  den  ausgezeichneten  Functionen  der  m-gliedrigen  homogenen 
Functionengruppe:  H^lx,  p)  -  ■  -  IIm{oCj  p)  giebt  es  insbesondere  solche, 
welche  in  den  p  homogen  von  nuUter  Ordnung  sind.  Es  ist  bemerkens- 
werth,  dass  auch  diese  durch  ausführbare  Operationen  gefunden  werden 
können. 

In  der  That,  die  ausgezeichneten  Functionen  nullter  Ordnung  der 
Functionengruppe:  Hj^ipo,  p)  •  •  •  Hm{x,  p)  sind  diejenigen  ihrer  aus- 
gezeichneten Functionen,  welche  in  H^  ■  -  -  Hm  homogen  von  nullter 
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Ordnung  sind,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  diejenigen  Func- 
tionen von  H^  '  '  '  Hm,  welche  die  infinitesimale  Transformation: 

gestatten.  In  Folge  dessen  lassen  sie  sich  auch  definiren  als  die  In- 
varianten der  Transformationsgruppe:  WJ-'-Wrf,  Wf-,  dass  man  aber 
die  Invarianten  dieser  Gruppe  durch  ausführbare  Operationen  finden 
kann,  liegt  auf  der  Hand. 

Enthält  die  homogene  Functionengruppe:  H^ix,  p)  -- H^ioc,  p) 
gerade  l  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen,  so  bildet  der  In- 
begriff aller  ihrer  ausgezeichneten  Functionen  nach  S.  218,  Satz  4 
eine  Z-gliedrige  homogene  Functionengruppe,  deren  Functionen  paar- 
weise in  Involution  liegen.  Wir  werden  jetzt  noch  zeigen,  in  welcher 
Weise  man  diese  Z-gliedrige  Functionengruppe  auf  eine  kanonische 
Form  bringen  kann. 

Sind  alle  ausgezeichneten  Functionen  der  Functionengruppe: 
H^(x,  p)  "  -  Hm{x,  p)  von  nullter  Ordnung  in  den  p,  so  bestimmen 
wir  —  durch  ausführbare  Operationen  —  l  unabhängige  unter  ihnen, 
etwa: 

dann  ist:  U^  -  -  ■  Ui  bereits  eine  kanonische  Form  unsrer  ?-gliedrigen 
Functionengruppe.  In  jedem  andern  Fall  enthält  die  Functionen- 
gruppe: H^'-Hrn  blos  l  —  1  unabhängige  ausgezeichnete  Functionen 
nullter  Ordnung.     Wir  denken  uns  daher  l—\  solche: 

und  irgend  eine  von  denselben  unabhängige  ausgezeichnete  Function: 
IJ{II^  •  •  •  l?m)  bestimmt  —  alles  durch  ausführbare  Operationen.  Um 
nun  die  Functionengruppe:  Ui  •  •  •  U^-i,  U  auf  eine  kanonische  Form 
zu  bringen,  müssen  wir  noch  eine  Function  F(\X^  •  •  •  ll;_i,  U)  auf- 
suchen, welche  in  den  ^)  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  in 
H^  •  •  Hm  homogen  von  erster  Ordnung  ist.  Für  diese  Function  F 
erhalten  wir  die  Differentialgleichung: 

m 

1  /* 

welche  augenscheinlich  die  einfache  Form: 


^^ 


1  J" 
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?  F 
annimmt.     Hier  lässt  sich  der  Faktor  von  ^^^,  welcher  sicher  nicht 

verschwindet,  als  Function  von  U^  •  •  •  Uz_i,  ü  darstellen,  also  wird  F 
selbst  durch  eine  Quadratur  gefunden.  Kennt  man  jP,  so  ist:  FU^^-" 
FVii—if  F  eine   kanonische   Form   der   Z-gliedrigen  Functionen gruppe. 

Wir  sprechen  die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen  folgender- 
massen  aus: 

Theorem  57.  Befriedigen  die  r^  Constanten  Cixs  die  Glei- 
chungen: 

r 


(1) 


X  I  X^ty.vCvjs  ~t~  ^y-jv^vis  ~\~  CjiyCvxs]  —  '-' 
1 

Ciy.s  "7"   Cy4s   =  U 

und  gestattet  das  Gleicliungensystem: 

(7)  II,n+j  —  lVra+j{H^  '  '  '  Hm)  =  0  (;  =  1  .  •  •  r  -  m) 

die  r  -{-  1  infinitesimalen  Transformationen: 

l.--r 
Bif  =  ^  Ciy.sHs-^  0  =  1  •  --r), 

XS  ^ 

so  gieht  es  in  einer  geeigneten  Anzahl  von  Veränderlichen: 
^i"'^Pi"'  stets  m  unahhängige  Functionen:  Il^{x ,  p) -- -  Hm{x ,  p)  j 
welche  in  den  p  homogen  von  erster  Ordnung  sind  und  welche 
die  Gleichungen: 

m  r—m 

(9)  (Ha  Hß)^^  =  ^  Caßf,  H^c  +  ^  Caß,  m+j  tVm+j  (H^  '  -  ■  Hm) 

1  1 

{a,  (i  =  1-  ■  '  rn) 

identisch  hefriedigen.  Man  Jcann  immer ^  auch  wenn  man  noch 
nicht  m  solche  Functionen:  H^(x,  p)  •  •  -  Hmix^p)  hennt^  durch 
ausführbare  Operationen  alle  ausgezeichneten  Functionen 
Ü{H^-'-Hjn)  der  von  H^{x ,  p) - -- Hm{x ,  p)  bestimmten  m-gliedrigen 
homogenen  Functionengruppe  durch  H^-  -  -  Hm  ausdrüclcen  und 
insbesondere  auch  alle  ausgezeichneten  Functionen  nullter 
Ordnung  dieser  Functionengruppe.  Will  man  die  homogene 
Functionengruppe,  welche  von  den  ausgezeichneten  Functionen 
der  Functionengruppe:  H^{x,  p)  •  -  -  Hm(x.  p)  gebildet  wirdj  auf 
eine  kanonische  Form  bringen^  so  bedarf  man  dazu,  abgesehen 
von  ausführbaren  Operationen^  höchstens  einer  Quadratur. 
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Noch  wollen  wir  den  folgenden  Satz  aufstellen,  der  in  dem  eben 
ausgesprochenen  Theoreme  enthalten  ist. 

Satz  3.  Ist  in  den  2n  Veränderlichen:  x^-  •  -  x^y  Pi  ■  ■  -  Pn  (^^ne 
r-gliedrige  Gruppe:  IIi(x,  p)  -  •  -  Hr(x,  p)  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen vorgelegt,  so  Jcann  man  stets  durch  ausführbare  Operationen 
alle  ausgezeichneten  Functionen  und  alle  ausgezeichneten  Functionen  nullter 
Ordnung  der  homogenen  Funetionengruppe  finden,  welche  von  den  unah- 
hüngigen  unter  den  Functionen:  H^{x,  p)-"Hr{x,  p)  lestimmt  wird.  Will 
man  die  von  allen  diesen  ausgezeichneten  Functionen  gebildete  homogene 
Funetionengruppe  auf  eine  kanonische  Form  bringen,  so  bedarf  man  dazu, 
abgesehen  von  ausführbaren  Operationen,  höchstens  einer  Quadratur. 

Im  Vorangehenden  wurden  die  ausgezeichneten  Functionen  unsrer 
unbekannten  Funetionengruppe  11^  ■  •  -  H,,,  als  Functionen  von  H^  ■  •  -  Hm 
durch  eine  einzige  nicht  einmal  immer  nöthige  Quadratur  ausgedrückt.  Um 
jetzt  m  unabhängige  Functionen  X^  •  ■  -  Xa^  Pi  '  '  '  ^i^  von  11^-  •  •  II,n  zu 
finden,  welche  die  bekannten  Relationen: 

P,XA  =  1,     \X.,-X,\  =  \XiP,\  =  \PiP,\  =  0        ü^y-) 


(A) 


dx.  ^      dP, 

TT   L  =  p. 


erfüllen,  sind  gewisse  Integrationen  erforderhch.  Wir  werden,  jedoch  ohne 
ausführliche  Begründung,  angeben,  wie  diese  Bestimmung  sich  am  ein- 
fachsten durchführen  lässt;  dabei  beschränken  wir  uns  der  Einfachheit 
wegen  auf  den  Fall,  dass  alle  ausgezeichneten  Functionen  unsrer  Fune- 
tionengruppe von  nullter  Ordnung  in  den  Hy.  sind. 
Es  seien: 

N,  =  N, {11^  •  •  •  H,0,  •  •  •  ^v  =  Nv(//i  •  •  •  i^m) 

die  schon  gefundenen  ausgezeichneten  Functionen  unsrer  Gruppe.  Ist  nun 
m=2[i-\-v  und  dementsprechend  X^- •  - X^- •  - X^j^,, >  Pi'-'F/^c  die  typische 
Form  unsrer  homogenen  Funetionengruppe,  so   setzen  wir: 

und  wählen  eine  beliebige  von  Nj_  •  --  Nv  unabhängige  Function  nullter 
Ordnung  von  iJj  •  •  •  H,„  als  X^.  Sodann  bilden  wir  die  beiden  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen : 


1  ^ 


welche  offenbar  gemeinsame  Lösungen  besitzen  und  wählen  eine  von 
N^---Nv  und  Xi  unabhängige  Lösung  als  Xg.  Ferner  wählen  wir  eine 
von  N^'-'Nv^   X^  und  X^  unabhängige  Lösung  der  Gleichungen: 

m 
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als  X3,  und  so  weiter.  In  dieser  Weise  finden  wir  nach  und  nach  gerade 
fi  Functionen  nullter  Ordnung:  X^,  X^  -  •  -  Xf^  von  H^  ■  -  •  H^^  welche  mit 
Xu-\-i  '  ■  •  Xj^^v  zusammen  ein  {(i  +  v)-gliedriges  Involutionssystem  bilden. 
Sodann  suchen  wir  (i  Functionen:  P^'--P^c  von  H^-'-Hm,  welche  die 
Gleichungen : 

|X,P,|=0,       |P,Z,|==1,      ^^JisYE  =  Pi 

1  * 

erfüllen.  Es  ergiebt  sich,  dass  diese  Gleichungen  für  jedes  i  eine  einzige 
gemeinsame  Lösung  Pi  besitzen,  welche  ohne  Integration  gefunden  wird, 
und  ausserdem  dass  alle  \PiPy.\  identisch  verschwinden. 

Hiermit  sind  2fi- +  v  unabhängige  Functionen:  X^  •  •  •  X^.+v ,  P^  •  •  •  P^ 
von  H^-'-Hm  gefunden,  welche  die  Relationen  (A)  erfüllen;  werden  sodann 
die  Hy,  als  Functionen  von  den  X  und  P: 

Hy    =   VyXX,    .    .    .    X,,+,,,     Pi    .    •    .    P,0 

ausgedrückt,  so  bestimmen  die  m  Functionen: 

Hy  =VyXx^"-  ;r,<,4.,,  2h'  •  '  iv) 

in  den  Veränderlichen  ic^*--ic^i_|-v,  Pi"'p/.i-\-v  eine  Fuuctionengruppe,  welche 
die  verlangte  Beschaffenheit  besitzt. 

§  89. 
Um  die  bisherigen  Entwickelungen  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern^ 
wollen  wir  alle  dreigliedrigen  Gruppen:  H^(Xj  p)^  Hc^{x,p)j  H^{x,  p) 
von   homogenen   Berührungstransformationen   bestimmen,   welche   mit 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 

^^/•=i'         ^^f--Ji'        ^3^=^11 

der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  gleichzusammengesetzt  sind. 
Es  soll  werden: 

{S,H,X^==H„     {H,H,X^^2H„     {H,H,l^^H„ 

wir  erhalten  daher: 

T>    f TT       ^  I  I        TT      GJ 


WOZU  noch: 


Ti  f  —         <^TT    ^f  TT    ^f 

Tff  TT     ^f     JS^    TT     ^'       A       TT     ^1 


tritt. 

Lie,  Theorie  der  Transformatiousgruppea,   II.  23 
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Durch    Bildung   aller   drei-   und   zweireihigen  Determinanten   der 
Matrix : 


0 

H, 

2/4 

-H, 

0 

H, 

-2H^ 

-H, 

0 

H, 

H, 

H, 

Überzeugt  man  sich  leicht,  dass:  H^H^  —  H^^  =  0  das  einzige  bei  der 
Gruppe:  BJ,  B^f,  B^f,  Bf  invariante  Gleichungensystem  ist,  welches 
keine  in  den  H  lineare  Gleichung  enthält.  Es  müssen  daher  zwei 
Fälle  unterschieden  werden  und  in  jedem  dieser  beiden  Fälle  genügt 
es,  eine  zugehörige  Gruppe  anzugeben,  alle  andern  sind  dann  mit  dieser 
einen  durch  homogene  Berührungstransformation  ähnlich. 

Im  ersten  Falle  sind  H^,  H^,  H^  überhaupt  nicht  durch  Relationen 
verknüpft.  Um  die  ausgezeichneten  Functionen  der  Functionengruppe: 
H^jHc^j  H^  zu  finden,  haben  wir  daher  H^j  H^^  H^  als  Punktcoordinaten 
im  dreifach  ausgedehnten  Räume  zu  deuten  und  zu  untersuchen,  ob 
die  Gruppe:  B^f,  B^f^  B^f  diesen  Raum  in  eine  continuirliche  Schaar 
von  einzeln  invarianten  Mannigfaltigkeiten  zerlegt.  Wir  finden,  dass 
jede  der  oo^  Flächen  zweiten  Grades:  HiHg — -ETg^  *=  const.  bei  der 
Gruppe:  B^f^  B^f^  B^f  invariant  bleibt,  dass  aber  diese  Flächen  nicht 
in  continuirliche  Schaaren  invarianter  Theilgebiete  zerfallen.  Hieraus 
folgt,  dass  die  allgemeinste  ausgezeichnete  Function  der  Functionen- 
gruppe: H^j  H^^  H^  ®i^^  willkürliche  Function  von:  H^H^  —  H2^  ist. 
Eine  kanonische  Form  der  von  diesen  ausgezeichneten  Functionen 
gebildeten  homogenen  Functionengruppe  ist  die  Function  erster 
Ordnung:  ^H^H^  —  H^  -  Als  Repräsentant  der  hierher  gehörigen 
Gruppen  von  homogenen  Berührungstransformationen  kann  die  folgende 
dienen: 

Hi=p^+p.,,       H^  =  x^p^  +  x^p.,,       H^  =  x^^p^  +  x.,^p^', 

in  weniger  als  vier  Veränderlichen  ^i  •  •  •,  Pi  •  •  •  giebt  es  offenbar  gar 
keine  derartige  Gruppe. 

Der  zweite  Fall  ist  durch  die  Gleichung:  H^H^ — H2=0  gekenn- 
zeichnet, welche  einen  bei  der  Gruppe:  Bify  Bf  invarianten  Kegel 
zweiten  Grades  darstellt.  Die  zugehörige  Functionengruppe:  jEZ^,  H^ 
ist  zweigliedrig  und  enthält  keine  ausgezeichneten  Functionen.  Das 
letztere  erkennt  man  entweder  aus  der  Relation:  {H^H^  =  H^  oder 
daraus,  dass  jener  Kegel  bei  der  Gruppe:  B^fj  B^f,  B^f  nicht  in  eine 
continuirliche  Schaar  von  invarianten  Theilgebieten  zerfallt.   Alle  hierher 
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gehörigen   Gruppen   von  homogenen  Berührungstransformationen   sind 
mit  der  Gruppe: 

durch  homogene  Berührungstransformation  ähnlich. 


§  90. 

Die  Ergebnisse  der  §§  86,  87  sind  nach  einer  gewissen  Richtung 
hin  unvollständig  und  bedürfen  noch  der  Ergänzung.  Wir  haben  aller- 
dings gezeigt,  wie  man  alle  Gruppen  von  homogenen  Berührungstrans- 
formatiouen  finden  kann,  welche  von  gegebener  Zusammensetzung  C/x« 
sind.     Bisher  wissen  wir  aber  nur  Folgendes: 

Erstens.  Zu  jedem  Gleichungensysteme  in  H^  ■  •  Hr,  welches  bei 
der  Gruppe:  B^f---Brfy  Bf  invariant  bleibt  und  keine  lineare  Relation 
zwischen  den  H  liefert,  gehören  gewisse  r  -  gliedrige  Gruppen  von 
homogenen  Berührungstransformatiouen,  welche  die  Zusammensetzung 
Cixs  haben  und  welche  mit  einander  durch  homogene  Berührungstrans- 
formation ähnlich  sind.  Zweitens.  Hat  man  zu  jedem  der  besprochenen 
Gleichungensysteme  eine  zugehörige  Gruppe  aufgestellt,  so  ist  jede 
r- gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen,  welche 
die  Zusammensetzung  C/^s  hat,  mit  einer  der  gefundenen  Gruppen  durch 
homogene  Berührungstransformation  ähnlich. 

Dagegen  wissen  wir  noch  nicht,  wann  zwei  verschiedene  unter 
jenen  Gleichungensystemen  auch  zwei  Gruppen  liefern,  welche  wir  als 
verschieden  betrachten,  das  heisst  zwei  Gruppen,  welche  nicht  durch 
homogene  Berührungstransformation  mit  einander  ähnlich  sind,  das 
Wort  „ähnlich^'  in  dem  weiteren  auf  S.  313  definirten  Sinne  genommen. 
Wir  müssen  daher  noch  die  Bedingungen  aufstellen,  unter  denen 
zwei  verschiedene  Gleichuugensysteme  in  den  H  zu  zwei  mit  einander 
ähnlichen  Gruppen  führen.  Das  wollen  wir  jetzt  ausführen,  können 
aber  dabei  voraussetzen,  dass  die  beiden  Gleichungensysteme  ein  und 
dieselbe  Anzahl  unabhängiger  Gleichungen  enthalten,  thäten  sie  das 
nämlich  nicht,  so  würden  sie  sicher  zwei  Gruppen  liefern,  die  nicht 
mit  einander  ähnlich  sind. 

Es  sei  wie  früher: 

(7)  Hm+j  —  Wm-^rjiß^  '  •  •  Hm)  =  0  (i  =  1  •  •  •  r  -  m) 

ein  Gleichungensystem,  welches  die  Gruppe: 

23* 
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l--r 
^if  =  ^   Ciy,  Hs  jji  (/  =  1  .  .  .  r) 

gestattet  uud  keine  lineare  homogene  Relation  zwischen  den  H  nach 
sich  zieht.  Eine  zugehörige  r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen sei: 

WO  die  Functionen  Hy,{x,  p)  in  den  Beziehungen: 

r 

(12)  {H,H.).,  =  ^'  fe«  H,  (,-,.  =  1 .. .  „ 

1 

stehen. 

Andrerseits  sei: 

ein  Gleichungensystem  in  §i  •  •  •  §,.,  welches  die  Gruppe: 


a3,/=^c,.§,^     (,=1...., 

gestattet.     Eine   zugehörige   r-gliedrige  Gruppe  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen sei: 

WO  die  §x(2/;  3')  in  den  Beziehungen: 

r 

(12')  ($^§>^)y,  =  ^- c^>^.§^  ('■'  '^  =  1  •  •  •  -) 

1 
stehen. 

Sind  zwei  solche  Berührungstransformationsgruppen  H^'-Hr  und 
^i-"^r  schon  bekannt,  so  ist  es  leicht  zu  entscheiden,  ob  sie  im  Sinne 
von  S.  313  durch  eine  homogene  Berührungstransformation  ähnlich  sind. 

Wir  können  nämlich  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  voraus- 
setzen, dass  die  Zahl  der  y,  q  und  die  Zahl  der  ^,  p  einander  gleich 
sind.  Wäre  nämlich  zum  Beispiel  die  Zahl  der  y^  q  kleiner  als  die 
der  X,  p,  so  könnten  wir  wie  auf  S.  313  zu  den  y,  q  gewisse  neue 
Veränderliche  y,  q  hinzufügen,  welche  bei  der  Gruppe:  §i(^;  g)  •  •  • 
§r(2/;  q)  nicht  transformirt  werden.  Wir  wollen  daher  annehmen,  dass 
sowohl  die  Zahl  der  x,  p  als  die  Zahl  der  y^  q  gleich  2n  ist. 
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Sollen  nun  die  beiden  GruppcD:  II^(x,  p)-'-IIr(x,  p)  und:  Q^(y,  q) 
"'^r{y,  q)  i^it  einander  ähnlich  sein^  so  ist  nach  Theorem  51,  S.  309 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  es  eine  homogene  Berührungstraus- 
formation: 

(13)  Vi  =  Yi(x,  p),       qi  =  Qiix,  p)         a  =  i  •  •  •  «) 

giebt,  vermöge  deren  jedes  ^{(y^  q)  die  Form: 


(14)  §.-(^,  q)  =  ^gijHjix,  p) 


{i  =  i 


annimmt-,  dabei  bezeichnen  die  g^  Constanten,  deren  Determinante 
nicht  verschwindet.  Existirt  eine  solche  Transformation,  so  erfüllen 
die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

r 

Hiix,  p)  =  ^JgfjHj(x,  p)        (/==!•••  /•; 
1 
die  Relationen: 

r 

(A)  (hMI^  =  ^'c,.M, 

1 

während  das  Gleichungensystem: 

mit  dem  Gleichungensysteme  Hm+j  =  Wm-{-j(H^-"Hm)  äquivalent  wird. 
Ist  es  andrerseits  möglich  r^  solche  Constanten  g^j  mit  nichtverschwin- 
dender  Determinante  zu  finden,  dass  die  Gleichungen  (A)  bestehen, 
während  das  Gleichungensystem  Ä„^_^^.  =  'i^m+j  mit  dem  Gleichungen- 
systeme Hm+j==^VmJ^j  äquivalent  wird,  so  giebt  es  (Theorem  52,  S.  311) 
sicher    eine    homogene    Berührungstransformation    (13),    welche   jedes 

^i{y,  q)  auf  die  Form  ^JgijHj(x,p)   bringt. 

Sind  daher  schon  zwei  homogene  Berührungstransformations- 
gruppen  H^ --  ■  Hr  und  §i  •  •  •  §r  bekannt,  welche  in  der  auseinander- 
gesetzten Weise  zu  den  Gleichungensystemen  (7)  und  (7')  gehören, 
80  lässt  sich  die  Frage,  ob  diese  beiden  Gleichungensysteme  ähnliche 
Gruppen  liefern,  nach  den  Entwickelungen  des  vorletzten  Kapitels 
ohne  weiteres  erledigen. 

Wir  stellen  uns  aber  hier  auf  den  Standpunkt,  dass  wir  nur  die 
beiden  Gleichungensysteme  (7)  und  (7')  kennen,  uud  wir  wünschen 
zu  wissen,  ob  die  zugehörigen  noch  unbekannten  Berührungstransfor- 
mationsgruppen,  welche  wir  fortwährend  mit  H^-  •  •  Hr  und  $i  •  •  •  §/• 
bezeichnen,  durch  homogene  Berührungstransformation  ähnlich  sind 
oder  nicht. 
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Giebt  es   eine  homogene  Berührungstransformation   (13),   welche 
jedes  ^i(y,  q)  auf  die  'Form  ^jg,jHj(x,  p)  bringt,  so  ist  identisch: 

r 

(15)  UY,Q)^2'i>'J^j('''P)        (■•  =  i---). 

1 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (12')  ein  und  berück- 
sichtigen wir,  dass  (§.§4^  =  (§.§.)^^  ist  (vgl.  S.  131),  so  ergiebt 
sich  mit  Benutzung  von  (12),  dass  die  Gleichungen: 


r  r  r 

9^j9y.rt  ^  CjrtsHs{x,  p)=^  Ci.,ryjg,sH,{x,  p) 
1  1  1 


identisch  erfüllt  sind,  diese  aber  zerlegen  sich,  weil  II^{x,p)"-Hr{x,p) 
nicht  durch  eine  lineare  Relation  verknüpft  sind,  in  die  folgenden: 

l-.-r  r 

(Iß)  ^9ijgy.rt  Cjns  =  ^ 


(?,  X,  s=:l  •  .  -r) 


Setzen  wir  andrerseits  die  Werthe  (15)  der  §,(r,  Q)  in  die  Gleichungen 
(7')  ein,  welche  von  den  §,(i/,  q)  und  also  auch  von  den  §,(r,  Q) 
identisch  erfüllt  werden,  so  ergeben  sich  r  —  m  unabhängige  Gleichungen 
zwischen  den  JT,  welche  von  den  Functionen  ll^{x,  p)  -  ■  •  IIr{x^  p) 
identisch  erfüllt  werden.  Das  System  dieser  r  —  m  unabhängigen 
Gleichungen  muss  aber  augenscheinlich  mit  dem  Systeme: 

(7)  HmJ^j  Wm^j{H^  '  '  '  ff,n)  =  0  {j  =  l  .  .  .  r  -  m) 

äquivalent  sein,  denn:  H^{x ,  p)  •  ■  -  Hr{x ,  p)  sind  durch  keine  von  den 
Gleichungen  (7)  unabhängige  Relation  verknüpft. 

Soll  es  daher  eine  homogene  Berührungstransformation  (13)  von 
der  beschriebenen  Beschaffenheit  geben,  so  ist  jedenfalls  Folgendes 
nothwendig:  Es  muss  möglich  sein  r^  Constanten  g^  mit  nicht  verschwin- 
dender Determinante  m  bestimmen,  welche  erstens  die  Gleichungen  (16) 
identisch  erfüllen  und  welche  zweitens  so  beschaffen  sind,  dass  das  Glei- 
chungensystem (7')  bei  der  Substitution: 

r  j 

1 

in  ein  Gleichungensystem  übergeht,  welches  mit  dem  Systeme  (7)  äqui- 
valent ist. 

Die  gefundenen  nothwendigen  Bedingungen  sind  nun  aber  zugleich 
hinreichend.     Giebt   es  nämlich   r^  Constanten  gij,  welche   die   ange- 
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gebenen   Eigenschaften    besitzen,    so    stehen    die   r    charakteristischen 
Functionen: 

r 

Hi{x,  p)  =  ^ gijHjix,  p)  (*•  =  1  •  •  •  r) 

1 

augenscheinlich  in  den  Beziehungen: 

r 


(j,  y.^l 


und  sind  ausserdem  gerade  durch  die  r  —  m  unabhängigen  Relationen : 

verknüpft,  es  giebt  daher  nach  Theorem  52,  S.  311  sicher  eine  homogene 
Berührungstransformation  (13),  welche  H^{x,p) -- -  IIr{x,  p)  bezüglich 
in:  §i(2/,  q)---§riy,  q)  überführt,  und  diese  Berührungstransformation 
erfüllt  alle  gestellten  Forderungen. 

Wir  wollen  die  gewonnenen  Ergebnisse  zunächst  noch  einmal 
zusammenfassen;  dabei  bedienen  wir  uns  zweckmässig  der  beiden 
Symbole: 


(17) 


dann  können  wir  sagen: 

Satz  4.     Hat  man  in  den  Veränderlichen  H^"  •  Hr  ^^^ei  (r  —  m)- 
gliedrige  Gleichtmgensysteme : 

H„^^j  ==  lüm+j  (^1  •  •  •  ^^0  (;•  -  1  .  •  •  r  -  m) 

und: 

welche  leide  die  Gruppe:  Bf,  BJ-"Brf  mlassen  und  leide  leine  lineare 
homogene  Belation  zivischen  H^-Hr  nach  sich  ziehen,  so  liefern  diesellen 
dann  und  nur  dann  solche  r-gliedrige  Gruppen  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen mit  der  Zusammensetmng  c-^s,  tvelche  durch  homogene 
Berührungstransformation  mit  einander  ähnlich  sind,  wenn  es  möglich  ist 
r^  Constanten  gij  mit  nicht  verschwindender  Determinante  anmgeben,  welche 
die  folgenden  Eigenschaften  lesitzen:  Erstens  müssen  die  r  Ausdrücke: 
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die  symholischen  Gleichungen: 

(18)  |§^.§^|^^_|^^.^^ 


'^ 


(/,  X  ==  1  .  .  .  r) 


oder  amführlicher  geschrieben^  die  Gleichungen: 

^- ■ r  r  r  r 

(19)  20u9y.n^^CjnsH,  =     y^Cr^ryjguHs 

J^  1  1  1 

für  alle   Werthe  der  H  identisch  erfüllen  und  ziveitens  muss  das  Glei- 
chungensystem: 

hei  der  Substitution: 


r 


(/  =  1  .  •  .  r) 


mit  dem  Systeme:  II„^j  =  iv,n+j{H^  ■  •  •  H,,)  äquivalent  werden. 

Das  in  dem  vorstehenden  Satze  ausgesprochene  Kriterium  wollen 

wir  jetzt  noch  etwas  umgestalten. 

Bestehen  die  symbolischen  Gleichungen: 

(18)  !§,§.!,,  =  iM.I^       (/,.=i....) 

für  alle  Werthe  von  H^  -  "  H,  identisch,  so  ist  zugleich  identisch: 

welche  Functionen  von  R^'H,  auch  (p  und  f  sein  mögen.  Umgekehrt 
ist  klar,  dass  aus  dem  Bestehen  von  (20)  das  Bestehen  der  Gleichungen 
(18)  folgt,  dass  die  eine  Gleichung  (20)  mit  dem  Systeme  (18)  äqui- 
valent ist.  Insbesondere  bestehen  nun  auch  die  r  symbolischen  Glei- 
chungen: 

(21)  -    \^if\^-m\,    (^-=1  •...), 

deren  Inbegriff  ebenfalls  mit  dem  Inbegriff  aller  Gleichungen  (18) 
äquivalent  ist.  Die  Gleichungen  (21)  aber  lassen  sich  mit  Benutzung 
der  Symbole: 

xs  ^  ' 

l--r 

Tis  '^^ 

folgendermassen  schreiben: 

r 

(22)  ^'9>iB,f^<$>,f       ii  =  i...r). 
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Also  erhalten  wir  das 

Theorem  58.    Genügen  die  r^  Constanten  Ciy,s  den  Gleichungen: 


(1) 


Ciy.s  +  CyA,  =  0 

(;,  y.,  j,  ^^1-  ■  ■  r) 

und  gestatten  die  beiden  Gleichungensysteme: 
und: 

deren  keines  eine  lineare  homogene  Belation  zwischen  H^'-Hr 
nach  sich  ^ieht,  die  r+1  infinitesimalen   Transformationen: 


T?/-—    V         TT  IL 


(/  =  1  •  •  •  r)  , 


So  entsprechen  jedem  dieser  beiden  Gleichungensysteme  gewisse 
r-gliedrige  Gruppen  von  homogenen  Berührungstransforma- 
tionen  mit  der  Zusammensetzung  Ci^s-  Es  sind  nun  die  Gruppen^ 
welche  dem  einen  Gleichungensysteme  entsprechen ^  mit  denen j 
welche  dem  andern  entsprechen^  dann  und  nur  dann  durch 
homogene  Berührungstransformation  ähnlich"^),  wenn  es  eine 
lineare  homogene  Transformation  von  der  Gestalt: 


(23)  ^,  =  ^Jg,Hj 


(/  =  1  •  •  •  r) 


gieht,  welche  das  eine  Gleichungensystem  in  das  andere  über- 
führt und  welche  überdies  ergiebt: 


l-r 


(22a)  ^  c,,s  §,^-  =  »,/=  '^yvJiif 

y.s  ^^  1 

(»•  =  1  .  .  •  r)  . 

Will  man  daher  untersuchen,  ob  die  beiden  Gleichungensysteme 
(7)  und  (7')  zu  Gruppen  führen,  welche  mit  einander  ähnlich  sind,  so 
hat  man  zunächst  alle  Transformationen: 

r 

(23)  §,•  =  ^"  gijHj       (/  =  1  •  •  •  r) 


■)  Vgl.  Lie,  Berichte  der  Kgl.  Sächsiscben  Ges.  d.  W.,  Februar  1888. 
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ZU  bestimmen,  vrelche  die  Gleichungen  (22a)  befriedigen  und  sodann 
zu  untersuchen,  ob  es  unter  den  gefundenen  Transformationen  eine 
giebt,  welche  das  Gleichungensystem:  II„,^j  —  w,n^j  =  0  in  das  System: 
§«/„4.y  —  '^ni+j  ==  0  überführt.  Man  findet  alle  Transformationen  (23), 
welche  die  Gleichungen  (22  a)  befriedigen,  indem  man  zuerst  alle  Trans- 
formationen (23)  bestimmt,  welche  die  Gruppe:  JB^f  •-•  Brf  invariant 
lassen  und  alsdann  unter  den  gefundenen  Transformationen  diejenigen 
aufsucht,  welche  die  Gruppe:  JB^f-^Brf  in  der  Weise  invariant  lassen, 
dass  die  Gleichungen  (22a)  erfüllt  sind.  Diese  letzten  Transformationen 
bilden  offenbar  ihrerseits  eine  Gruppe. 

Den  Inbegriff  aller  r  -  gliedrigen  Gruppen  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen mit  der  Zusammensetzung  dys  theilen  wir 
in  eine  Reihe  von  Typen  ein,  indem  wir  zwei  Gruppen,  die  durch 
homogene  Berührungstransformation  ähnlich  sind,  stets  zu  demselben 
Typus  rechnen,  zwei  Gruppen  aber,  die  nicht  ähnlich  sind,  zu  ver- 
schiedenen Typen. 

Durch  die  Entwickelungen  des  gegenwärtigen  Paragraphen  sind 
wir  nun  in  den  Stand  gesetzt,  festzustellen,  wieviele  verschiedene 
Typen  von  r- gliedrigen  Gruppen  von  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen mit  der  Zusammensetzung  d^s  unterschieden  werden  müssen. 
Wir  bestimmen  zunächst  alle  Gleichungensysteme  in  H^-'Hry  welche 
^die  r -\- 1  infinitesimalen  Transformationen:  JBf,  B^f-"Brf  gestatten 
und  keine  lineare  Relation  zwischen  den  H  nach  sich  ziehen.  Ferner 
suchen  wir  die  allgemeinste  Transformation: 

r 

(23)  ^i  =  ^^gijHj        (.1  =  1-  --r), 

1 

vermöge  deren  die  Gleichungen: 

r 

(22)  W-^'ffoBjf       (.■=i--) 

1 

bestehen.  Sodann  theilen  wir  die  gefundenen  Gleichungensysteme  in 
verschiedene  Klassen  ein,  indem  wir  zwei  Gleichungensysteme  stets 
dann  und  nur  dann  in  dieselbe  Klasse  rechnen,  wenn  das  eine  durch 
eine  der  gefundenen  Transformationen  (23)  in  das  andere  übergeführt 
werden  kann.  Die  Zahl  der  so  gefundenen  Klassen  ist  gleich  der 
Zahl  der  zu  unterscheidenden  Gruppentypen.  Es  ist  klar,  dass  die 
Bestimmung  dieser  Zahl  nur  ausführbare  Operationen  erfordert. 

Wünscht  man  für  jeden  Gruppentypus  eine  Gruppe  zu  haben, 
welche  ihm  angehört,  so  hat  man  nur  aus  allen  besprochenen  Klassen 
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von  Gleichungensystemen  je   ein  Gleichungensystem  auszuwählen  und 
nach  Anleitung  von  §  87  eine  zugehörige  Gruppe  zu  bestimmen.*) 


§  91. 
Als  einfache  Anwendung  der  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen 
wollen  wir  untersuchen,  was  für  verschiedene  Typen  solcher  Gruppen 
von  homogenen  Berührungstransformatiooen  es  giebt,  welche  mit  der 
viergliedrigen  Gruppe: 


X,f=x 


df 


XJ^x 


dx 


^^f-¥y 


'xp 


xp 

0 


Ä, 


von  Punkttransformationen  der  Ebene  x^  y  gleichzusammengesetzt  sind. 
Es  soll  werden: 

{HAX^  =  H„    {H,H,l^==2H,,     {H,H,l 
also  bekommen  wir: 


~B,f  = 


dB, 


TT  H-  J_   TT    ^f 


BJ=-2E, 


df 


-dH, 


H,, 


df 


^dH. 


dH^ 


dH, 


dH^ 


Die  Determinante: 


0 

H, 

2H, 

0 

-H, 

0 

H, 

0 

2H, 

-H, 

0 

0 

H, 

H, 

^3 

H, 

verschwindet  identisch,  also  haben  die  Gleichungen: 
Bf=0,     B,f=0         (x  =  i...4) 

TT    2    TT     TT 

eine    Lösung    gemein,    nämlich    die    folgende:       ^     ^-^-^ — ^ 
ergiebt  sich,  dass  die  oo^  Gleichungensysteme: 


Hieraus 


*)  Im  nächsten  Abschnitte  kommen  wir  auf  diese  Untersuchungen  zurück 
und  leiten  einige  weitere  allgemeine  Resultate  ab.  Vgl.  Abschnitt  I,  Kap.  14, 
sowie  Archiv  for  Mathematik,  Bd.  I,  Christiania  1876. 
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(24)  K^  —  H,H,  =  C.II,^ 

bei  der  Gruppe:  Bf,  B^f'-JB^f  invariant  bleiben.  Das  sind  aber,  wie 
man  sich  durch  Nullsetzen  der  dreireihigen  Unterdeterminanten  jener 
Determinante  überzeugen  kann,  die  einzigen  invarianten  Gleichungen- 
sjsteme,  aus  denen  keine  lineare  homogene  Relation  zwischen  H^-" 
H,  folgt. 

Es  ist  nun  zu  untersuchen,  wie  sich  die  Gleichungensysteme  (24) 
verhalten,  wenn  man  Transformationen  von  der  Form: 

4 

(25)  ^,  =  ^JgijHj  («=i...4) 

1 
ausführt,  welche  die  Gleichungen: 

4 

1 

befriedigen.  Dazu  brauchen  wir  aber  nicht  die  allgemeinste  Trans- 
formation (25)  von  dieser  Beschaffenheit  aufzustellen,  es  genügt  viel- 
mehr zu  bemerken,  dass  jede  Transformation  von  der  Form: 

(26)  .&j  =  J/„    ^,  =  H,,    ^,  =  H„    ^,  =  c.H, 
die  Gleichungen: 

nach  sich  zieht  und  dass  man,  solange  0=|=0  ist,  durch  eine  Trans- 
formation von  der  Form  (26)  jedes  Gleichungensystem  (24)  in  jedes 
andere  überführen  kann. 

Hiernach  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  erstens  C  =j=  0  und 
zweitens  (7=0.  Im  ersten  Falle  kann  man  stets  erreichen,  dass 
(7=1  wird.     Den  beiden  Gleichungensystemen: 

H,'  -  H,H,  =  0 
und: 

entsprechen  zwei  verschiedene  Gruppentypen.  Als  Repräsentanten  des 
einen  kann  man  die  Gruppe: 

^1  =  Pu     ^2  =  ^lPl>     ^3  ==  ^i^Pi>     Hi  ==  2h 
wählen,  als  Repräsentanten  des  andern  die  Gruppe: 

TT    "^iPl    "T"  ^2^2 

^4  —  2  • 


Alle  Berührungstransforraationsgiuppeu  mit  gegebener  Zusammensetzung.    365 

Hierzu  kommen  endlich  alle  Gruppen  von  der  gegebenen  Zusammen- 
setzung, deren  charakteristische  Functionen  keine  Relationen  erfüllen. 
Als  Repräsentanten  dieser,  unter  einander  ähnlichen,  Gruppen  wählen 
wir  die  Gruppe:  x^lh,  Ü^iPi  —  oc^Pi),  ^ilh^  ^sPs- 

§  92. 

Mit  wenigen  Worten  wollen  wir  jetzt  noch  auf  ein  Problem  ein- 
gehen, welches  mit  dem  in  §  87  erledigten  sehr  grosse  Aehnlichkeit 
hat,  aber  doch  ein  selbständiges  Interesse  beanspruchen  darf. 

Wir  wollen  nämlich  jetzt  Gruppen  von  Berührungstransformationen 
in  den  Veränderlichen  z,  %••*,  jPi"-  betrachten,  aber  nur  solche,  deren 
infinitesimale  Transformationen  die  besondere  Gestalt: 

besitzen,  wo  (p  eine  Function  der  Xj  p  allein  bedeutet.  Ist:  (pi{x,p) 
•  ■  '  ^r{x,  p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  dieser  Beschaffenheit  und: 
ti{^\  p)  '  '  '  i^r{^',  p)  eine  andere,  so  betrachten  wir  diese  beiden 
Gruppen  als  nicht  von  einander  verschieden,  wenn  sie  durch  eine 
Berührungstransformation  von  der  Form: 

(27)  /  =  0  +  Sl{x,p),    xl=Xi{x,p),    p-==Fi{x,p) 

(*  =  i,  2...) 

mit  einander  ähnlich  sind  (vgl.  S.  325).  Dabei  fassen  wir  das  Wort 
„ ähnlich '^  in  seinem  allgemeineren  Sinne,  wir  verlangen  also  nicht, 
dass  die  beiden  Gruppen:  (Pi(x,  p)"'<Pr(<x)^  p)  und:  ipi(x/ ,  p)"-'ilßr{x\  p) 
gleichviele  unabhängige  Veränderliche  enthalten. 

Ist:  (p-i{Xj  p)-"(pr{Xy  p)  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen, so  bestehen  nach  S.  324,  Satz  7  Relationen  von 
der  Gestalt: 


ii,y. 


Es  giebt  dann  immer  eine  Functionengruppe  mit  m  <  r  Gliedern, 
welcher  alle  r  Functionen:  (piix,  p)  -  •  •  (pr{x,  p)  angehören.  Nehmen 
wir  nämlich  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  (pi{x,  p)-- •  cpmipo,  p)  von 
einander  unabhängig  sind,  während:  q)m+i{po,p)-"(pr{Xjp)  sich  folgender- 
massen  ausdrücken: 

SO  bestimmen  (Pi(x,p)"'(pm{x, p)  offenbar  eine  m-gliedrige  Functionen- 
gruppe,  der   auch  (pjn-^i(x,  p)  -  -  '  (pr(x,  p)  angehören.     Betrachten  wir 
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ferner  die  Grössen   9^1  ••  •  (fr   als  Veränderliche,  so  können  wir  genau 
so  wie  in  §  85  nachweisen,  dass  das  Gleichungensystem: 

die  lineare  homogene  Gruppe: 


Bif=  ^  Ciy.s(p»J^ 


(t  =  i 


in  den  Veränderlichen  (Pi  ■  •  '  (pr  gestattet. 

Diese  beiden  Bemerkungen  bilden  hier  wie  damals  den  Ausgangs- 
punkt der  Untersuchung.     Wir  können  uns  daher  kurz  fassen. 

Ist  eine  Zusammensetzung  C/^.,  gegeben  und  werden  alle  diejenigen 
r-gliedrigen  Gruppen:  q:>i{x,  p)  -  •  •  (pr{x,  p)  von  Berührungstransfor- 
mationen gesucht,  welche  diese  Zusammensetzung  haben,  so  bilde  man 
zunächst  in  den  Veränderlichen  (pi  ■  •  -  (fr  die  r  linearen  homogenen 
infinitesimalen  Transformationen:  B-^^f  ■  •  •  Brf,  Sodann  suche  man  in 
q)^  ■  '  '  (pr  alle  Gleichungensysteme,  welche  die  Gruppe:  B^f  -  •  •  Brf 
gestatten,  schliesse  jedoch  alle  solchen  aus,  welche  eine  lineare  homo- 
gene Gleichung:  c^(p^ -\- •  -  - -\- Cr(pr  =  0  zwischen  den  (p  nach  sich 
ziehen*).     Ist: 

(pm+j  =  'ßm+jCqPi  •  •  •  (pn)  0'  =  1  ...  r  -  m) 

eines  der  gefundenen  Gleichungensysteme,  so  bestimme  man  nach 
Anleitung  von  Kapitel  13  in  hinreichend  vielen  Veränderlichen: 
x^,  p^y  X2,  P2  •  '  '  eine  m -  gliedrige  Functionengruppe :  fpiix ,  p)  -  *  * 
fPm{Xyp)j  für  welche  die  Relationen: 

m  r — m 

iSP(^^[i):,p  =  ^'  Caii/ii(P,u  +  ^  dv? ,  m^j^m^jiSPx   '  '  '  (Pm) 
1  1 

(a ,  1^  =  1  .  .  .  ??i) 

bestehen.  Berechnet  man  dann  noch:  q)m-^i{Xy  p)  •  •  -  (pr(x,  p)  aus  den 
Relationen:  cpm+j  =  ißm+y(9i  "  '  *  9^rn),  so  ist:  (pj^{x,  p)  •  •  -  q)r(Xy  p)  eine 
r- gliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen,  welche  die  ge- 
gebene Zusammensetzung  Ciy,s  besitzt.  Ist  endlich:  il^i(x\p)')"'4'r(x'yp') 
irgend  eine  andere  r- gliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen, 
welche  zu  dem  Gleichungensysteme:  cpm+j  —  Sl^^j  =  0  gehört,  so  ist 


*)  Man  kann  auch  ganz  von  z  absehen  und  alle  r-gliedrigen  Gruppen  von 
der  Zusammensetzung  c^^^  suchen,  welche  von  r  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen  von  der  Gestalt:  (fp^f)     •  •  •  {'9^rf)      erzeugt  sind;  in  diesem 

Falle  muss  man  auch  solche  invariante  Gleichungensysteme  ausschliessen,  welche 
eine  Relation  von  der  Form:  c  m    +  •  •  •  +  c^,rp^  =  const.   zur  Folge  haben. 
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dieselbe  stets  durch  eine  Berührungstransformation  von  der  Form  (27) 
mit  der  Gruppe:  (pj^(x,  p)  "  •  ffripCy  p)  ähnlich  (S.  325,  Theor.  54). 

Solche  Betrachtungen,  wie  wir  sie  in  §  88  durchführten,  lassen 
sich  natürlich  auch  hier  anstellen,  wir  wollen  jedoch  nicht  darauf 
eingehen,  sondern  nur  bemerken,  erstens,  dass  die  Bestimmung  aller 
Gleichungensysteme,  welche  die  Gruppe:  JBi/"  •••  J?^/"  gestattet,  eine 
ausführbare  Operation  ist  und  zweitens,  dass  die  Entwickelungen  des 
§  88  unmittelbar  die  ausgezeichneten  Functionen  der  Functionen- 
gruppe:  9^i(^,  1>)  •  •  •  9?^(^,  jp)  liefern,  selbstverständlich  durch  aus- 
führbare Operationen. 

Endlich  bleiben  die  Entwickelungen  des  §  90  fast  Wort  für  Wort 
auch  in  dem  gegenwärtigen  Falle  gültig. 

Das  in  §  89  behandelte  Beispiel  wollen  wir  unter  den  jetzigen 
etwas  andern  Voraussetzungen  wieder  aufnehmen;  wir  wollen  also 
alle  dreigliedrigen  Gruppen:  (Pi^(x,p)j  ^2{^,P),  fp^i^,  p)  von  Be- 
rührungstransformationen   bestimmen,    welche    die    Zusammensetzung: 

haben. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  Bif  lauten: 

Das  einzige  Gleichungensystem,  welches  bei  ihnen  invariant  bleibt  und 
keine  lineare  homogene  Relation,  zwischen  den  (p  nach  sich  zieht,  hat 
die  Gestalt: 
(28)  cp^^  —  cp^g)^  =  const.  =  a^. 

Der  hier  auftretende  Parameter  a  kann  nicht  fortgeschafft  werden, 
denn  jede  Substitution: 

3 

(p/=  ^jgijW      (^-^i-'-s), 
1 

welche  zur  Folge  hat: 

3 

B/f  ==  ^  gijBjf      0-  =  1  •  •  •  3) , 
1 
ergiebt  gleichzeitig: 

^P  —  91V3'  ==  9^/  —  fPi9^B' 


368  Kapitel  20,  21 ;  §§  92,  93. 

Das  folgt  ohne  Weiteres  daraus,  dass  die  grösste  lineare  homogene 
Gruppe,  in  welcher  die  Gruppe  Bif  invariant  ist,  die  Form: 

BJ,  B,f,  BJ,       Bf  =<p4^  +  <P.,^  +  %^ 

besitzt. 

Wir  haben  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

In  dem  ersten  sind  die  Functionen:  cp^^,  q)^^  (p^  durch  keine 
Relation  verknüpft.  Alle  hierher  gehörigen  Gruppen  sind  mit  der 
Gruppe : 

durch  eine  Berührungstransformation  (27)  ähnlich. 

Im  zweiten  Falle  besteht  zwischen  ^j,  9)27  9^3  ^^^  Relation  (28), 
es  muss  daher  werden: 

(9^1  ^2Xp  =  9^U  93  = ^—  • 

Eine  zweigliedrige  Functionengruppe:  (p^(x,p),  ^>2{^y!P)y  welche  der 
Bedingung:  (g^i 92);,^,  =  9i  genügt,  ist:  91=  Pi^  ^2  =  ^iä;  wir  ziehen 
jedoch  die  folgende  Functionengruppe: 

(29)  9i=i^n     92  =  ^iPi  +  « 

vor,  weil  wir  durch  Verfügung  über  die  willkürliche  Constante  a  einen 
bequemeren  Ausdruck  für  (p^  erhalten,  als  wenn  wir:  q)^=p^^  9^2  =  ^iPi 
setzten.     Aus  den  Gleichungen  (29)  ergiebt  sich  nun: 

^i^Ä^  +  2aa?ijPi  -\-  a^  —  a^ 

also,  wenn  wir  a  gleich  a  wählen: 

(p.,=x,^p^  +  2ax^. 

Eine  hierher  gehörige  Gruppe  ist  daher: 

<Pi=Piy     ^2  =  ^iPi  +  ^7     q)^  =  x,^p^  +  2ax^. 

Jede  andere  Gruppe:  (Pt{x,  p)^  92^^^  P)y  ^z{^^P)y  ^^i  welcher  die 
Relation:  (p^^  —  9i93  ==  ^^  besteht,  ist  mit  der  eben  geschriebenen 
durch  eine  Berührungstransformation  von  der  Gestalt  (27)  ähnlich. 
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Kapitel   21. 

Redueible  und  irreducible  Gruppen  von  Berührungstrans- 
formationen. 

Führt  man  in  eine  Gruppe  G  von  Berührungstransformationen 
eines  m-fach  ausgedehnten  Raumes  vermöge  einer  Berührungstrans- 
formation neue  Veränderliche  ein,  so  erhält  man  eine  neue  Gruppe, 
welche  mit  der  ursprünglichen  ähnlich  ist.  Giebt  es  nun  unter  den 
Gruppen  von  Berührungstransformationen,  welche  mit  der  Gruppe  G 
ähnlich  sind,  solche,  welche  aus  lauter  Punkttransformationen  des 
m-fach  ausgedehnten  Raumes  bestehen,  so  soll  G  reducibel  heissen,  im 
entgegengesetzten  Falle  nennen  wir  es  irrediicihel. 

Wir  beschäftigen  uns  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  mit  den 
Begriffen  der  Reducibilität  und  Irreducibilität  der  Gruppen  von  Be- 
rührungstransformationen, namentlich  entwickeln  wir  Kriterien  dafür, 
ob  eine  vorgelegte  Gruppe  von  Berührungstransformationen  reducibel 
ist  oder  irreducibel.  Um  uns  mit  der  nöthigen  Schärfe  ausdrücken 
zu  können,  betrachten  wir  zunächst  die  Gruppen  von  homogenen  Be- 
rührungstrausformationen und  darnach  die  Gruppen  von  Berührangs- 
transformationen  in  ^,  ^^  •  •  •  X;i,  2h  '  '  '  P'^- 

§  93. 
In    den  Veränderlichen:    x^^  •  •  -  x^^  Ih  '  '  '  Pn    sei    eine    r-gliedrige 
Gruppe:    II^{x,^  p)  •  '  •  Hrix,  p)    von    homogenen    Berührungstransfor- 
mationen vorgelegt.     Führen  wir   in   diese  Gruppe   durch   eine   homo- 
gene Berührungstransformation: 

(1)  X-   ==  Xi  {X,  p) ,      p-    ==  Fi  {X,  p)  {i  =  l--'  n) 

die  neuen  Veränderlichen:  x-^  -  •  -  Xn  ,  Pi  ■  •  •  Pn  ein,  so  erhalten  wir 
eine  neue  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen  5  die 
charakteristischen  Functionen:  K^{x,p')  -  •  •  Kr{pc' ,  p)  dieser  neuen 
Gruppe  ergeben  sich,  indem  man  einfach:  H^(x,p)  •  •  •  Hripc,  p)  ver- 
möge der  Gleichungen  (1)  durch  die  x,  p'  ausdrückt  (vgl.  Satz  5, 
S.  306).  Soll  nun  die  neue  Gruppe:  K^{x' ,  p)  •  •  •  Kripc' ,  p)  aus 
lauter  Punkttransformationen  in  den  Veränderlichen  x^-'-Xn  bestehen, 
so  ist  nach  S.  265  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  r  Functionen: 
Kx^x\  p)'-'  Kr{x\  p'),  welche  sowieso  homogen  von  erster  Ordnung 
in  den  p'  sind,  ausserdem  noch  lineare  Functionen  von  p^-'-pn    werden: 

n 

I<^j{^\  P)  =  2' Vn (^1'  •  •  •  ^n)  . pl       (i  =  1  •  •  •  r) . 

1 

Lie,  Theorie  der  Tranaformationsgruppen.    II.  24 
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Der  Definition,  welche  wir  in  der  Einleitung  des  Kapitels  von  den 
Begrifi'en  Reducibilität  und  Irreducibilität  gegeben  haben,  können  wir 
nunmehr,  soweit  es  sich  um  Gruppen  von  homogenen  Berührungstrans- 
formationen handelt,  die  folgende  schärfere  Fassung  geben: 

Eine  r-gliedrige  Gruppe:  H^(x,  p)  •  •  •  Hr{x,p)  von  homogenen 
Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen :  x^  -  -  -  Xn ,  p^  -  -  -  p» 
heisst  reducihel,  sobald  es  eine  homogene  BerührungstransformaUon: 

X'i    =  Xi  {Xj  p)  ,       pl  =  Bi  {X ,  p>)  (/  -  1  •  •  •  n) 

giebtj  hei  welcher  die  charakteristischen  Functionen:  H^(x,  p)- •'H,.(Xj  p) 
in  lineare  homogene  Functionen  von  Pi  •  •  -  Pn    übergehen : 


7t 

^yX^,  P)  =  ^'  Vy-i{^i  '  '  '  ^n)  .  Pi 


{y.  =  l'--r) 


sie  heisst  irreducibely  wenn  es  Iceine  derartige  Berührungstransfor- 
mation giebt, 

Ist  die  r-gliedrige  Gruppe:  H^{x,  p)  -  •  ■  Hr{x,  p)  von  homogenen 
Berührungstransformationen  reducibel  und  ist: 

(1)  X[  =  Xi{x,   p),      pl  =  Pi(x,  p)  {i^l...n) 

eine  homogene  Berührungstransformation,  welche  die  Hy,(^,  p)  in 
lineare  homogene  Functionen  der  p    überführt: 

n 

Hx{x,  p)  =^i  riy.i(x^'  ■   •   -Xn)  .pl  (x  =  l...r), 

1 

so  bestehen  vermöge  (1)  Relationen  von  der  Form: 

(ßy.  Xy)^^     =    1      ^-  lf\yi{x')pl,       Xv        1  =    riyy(X^  '   '    •   X  n) 

(x  =  1  •  •  •  r;     r  =  1  •  •  •  w)  , 

es  ist  also  identisch: 

(HyXr)^^  =  7ly.v{X^'-'Xn)  {y.  =  l---r;     r  =  1  •  •  •  .) ; 

ausserdem  ist  noch  zu  bemerken,  dass  X^{x ^  p) > •  - Xn{x ^  p)  homogene 
Functionen  nuUter  Ordnung  der  p  sind  und  dass  sie  paarweise  in  In- 
volution liegen,  es  folgt  das  daraus,  dass  die  Gleichungen  (1)  eine 
homogene  Berührungstransformation  darstellen. 

Giebt  es  nun  umgekehrt  n  solche  unabhängige  Functionen: 
S-^'-'Sn  von  x^'^'Xnj  Pi  '  '  '  Pnp  wclchc  in  den  p  homogen  von 
nullter  Ordnung  sind,  paarweise  in  Involution  liegen  und  endlich  r  .  n 
Relationen  von  der  Gestalt: 
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(2)  (-ff.&l,  =  9..(K  •  •  •  &) 

{y.==l  .  .  .  r;     V  —  1  ■  .  .  n) 

identisch  erfüllen,  so  ist  die  Gruppe:  H^(x,  p)  -  •  -  IIr{x,  p)  reducibel. 
In  der  That,  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  lassen  sich 
und  zwar  ohne  Integration  (vgl.  S.  137,  Satz  15)  n  homogene  Func- 
tionen erster  Ordnung:  Uj^ix,  p)  •  •  •  nn{x,  p)  bestimmen,  welche  so 
beschaffen  sind,  dass:  ^^  •  •  •  &,  TZj  •  •  •  77^  in  den  kanonischen  Be- 
ziehungen stehen.     Nach  Theorem  14,  S.  137  ist  dann: 

(3)  Xi   =  ^i{x,p),      p!=ni(x,p)  (i  =  l...n) 

eine  homogene  Berührungstransformation.  Führen  wir  vermöge  der- 
selben in  die  Gleichungen  (2)  die  neuen  Veränderlichen  ^',  p'  ein,  so 
bekommen  wir: 

O    TT 

iSy.Srl^  =  (fi-xÄ^/Xy  =   g^  =  <P,.,(oC,'  ■  ■  ■  »/) 

{y  =  1  •  ■  •  r;     r  =  1  •  •  •  w). 

Erinnern  wir  uns  schliesslich,  dass  die  Hy,  homogene  Functionen 
erster  Ordnung  der  pl  werden  müssen,  so  erhalten  wir  sofort: 

«  -  TT-  n 

2^''Iv'  ==H-=yj  ^y-v{<  •  •  •  ^n)p: 
1  ^^  1 

(><  =  1  .  .  .  r) . 

Demnach  geht  die  Gruppe:  H^(x ,  p)  ■  ^  -  IIr{x ,  p)  bei  Ausführung  der 
Berührungstransformation  (3)  in  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen 
über  und  ist  daher  wirklich  reducibel. 

Damit  ist  das  Theorem  gewonnen: 

Theorem  59.  Soll  eine  r-gliedrige  Gruppe:  H^{x,p)"'IIr{x,p) 
von  liomogenen  JBerührungstransformationen  reducibel  sein, 
soll  sie  also  durch  eine  homogene  Berührungstransformation: 

Xl  =  Xi{x,  jp),      pl  =  Ti{x,  p)  (/  =  1  ■•■n) 

mit  einer  Gruppe  von  Funlttransformationen  in  den  Veränder- 
lichen xl-"Xn  ähnlich  sein,  so  ist  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung,  dass  es  n  unabhängige  Functionen:  Äi  •  •  •  Ä   von: 

X   ^^-x        ^'..,^-' 

giebt,  welche  paarweise  in  Involution  liegen  und  r.n  Relationen 
von  der  Gestalt: 

^Hr.S,)^^  =  ^.,.(Äi  •  •  •  &) 
(x  =  l  •  •  •  r;     1'=  1  •  .  .  n) 

erfüllen.     Giebt  es  n  solche  Functionen,  so  giebt  es   eine  ganz 

24* 
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bestimmte  homogene  Berührungstransformation  von  der  Form: 

und  diese  führt  die  Gruppe:  H^{x,  p)  -  ■  -  Hr(Xy  p)  in  die  Gruppe 
von  Funlvttransformationen: 

n 

y'^  Oy.v{x^  '  •  •  Xn)Pv  (x  =  1  •  •  •  r) 

1 

üher. 

Das  erhaltene  Kriterium  für  die  Reclucibilität  einer  Gruppe  von 
homogenen  Berührungstransformationen  lässt  sich  in  anderer  Weise 
formuliren. 

Wir  haben  gefunden,  dass  die  Gruppe  H^ix,  p)  '  ■  -  IIr(x,  p)  von 
homogenen  Berührungstransformationen  reducibel  ist,  wenn  es  n  unab- 
hängige homogene  Functionen  nullter  Ordnung:  Si(Xj,p)  ■  •  •  iB^nix,  p) 
giebt,  welche  paarweise  in  Involution  liegen  und  r.n  Relationen  von 
der  Form: 

(i?,a.X,  =  ^-('^i  •  •  •  &) 

(z  =  1  •  •  •  r;     !■  =  1  •  •  •  ra) 

identisch  befriedigen.  Die  Functionen:  5*1  (^,  p)  '  '  •  ^n{x,  p)  aber  sind 
Lösungen   eines   ganz  bestimmten  w-gliedrigen  vollständigen  Systems: 

(/  =  1  .  .  .  n) 

in  den  2n  Veränderlichen  x^-  -  -  Xn,  p^-  •  -  Pn  und  dieses  vollständige 
System  gestattet  nach  Abschnitt  I,  Kapitel  8,  Satz  1,  S.  139  jede  der 
infinitesimalen  Transformationen:  {Hyf)  und  demzufolge  die  ganze 
Gruppe:  {HJ)^^  •  •  •  (Hrf)^^^ 

Eine  reducible  Gruppe:  H^{Xy  p)---Hr{x,  p)  ist  demnach  dadurch 
charakterisirt,  dass  sie  in  den  Veränderlichen  x-^^-  -  •  Xn,  Pi  ■  -  -  Pn  ein 
9^-gliedriges  vollständiges  System  invariant  lässt,  dessen  Lösungen  in 
den  p  homogen  von  nullter  Ordnung  sind  und  ausserdem  paarweise 
in  Involution  liegen.  Es  ist  klar,  dass  dieses  vollständige  System  die 
Gleichung: 

umfasst. 

Wir  können  daher  das  in  Theorem  59,  S.  371  enthaltene  Kriterium 
auch  folgendermassen  aussprechen: 

Satz  1.  Eine  r-gliedrige  Gruppe:  H^ix,  p)  --  ■  Hr{Xjp)  von  homo- 
genen Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen:  x^"-Xa,  p^-'-Pn 
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ist  dann  und  mir  dann  rcducibely  ivenn  es  in  diesen  Veränderlichen  ein 
n-gliedriges  vollständiges  System  von  der  Form: 

ÄJ=  0,  .  .  •  A.,-^f=  0,     ^'Pr--^^  =  0 


xp 


gicht,  tvelches  die  r  infinitesimalen  Transformationen:  (Il^f)^^- -- (Hrf) 
gestattet  und  ausserdem  so  lescliaffen  ist^  dass  seine  Lösungen  paarweise 
in  Involution  liegen. 

Betrachten  wir  für  eiueu  Augenblick  x^  •  •  -  Xn,  Pi  ■  ■  ' Pn  als  gleich- 
berechtigte Veränderliche,  so  können  wir  jede  Gruppe  H-^{x,  p)"-Rr{x,  p) 
von  homogenen  Berührimgstransformationen  als  eine  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen des  2  ^i- fach  ausgedehnten  Raumes  x^- "Xn^  p^"  '  Pn  auf- 
fassen. Eine  solche  Gruppe  von  Punkttransformationen  ist  (vgl.  S.  305  f.) 
immer  imprimitiv,  da  sie  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

invariant  lässt.  Sie  kann  aber  noch  in  anderer  Weise  imprimitiv  sein; 
das  ist  sie  insbesondere  sicher  dann,  wenn  die  Berührungstransformations- 
gruppe:  B^-  -  -  Er  reducibel  ist.  Darin  liegt  ein  nothwendiges  Kriterium 
für  die  Reducibilität  einer  homogenen  Berührungstransformationsgruppe, 
dasselbe  ist  aber  nach  dem  Vorangehenden  keineswegs  hinreichend. 

Durch  den  Satz  1  ist  die  Beantwortung  der  Frage,  ob  eine  vor- 
gelegte Gruppe:  H^{x,  p)---Hr{x,  p)  von  homogenen  Berührungstrans- 
formationen reducibel  ist,  auf  die  Untersuchung  der  vollständigen 
Systeme  zurückgeführt,  welche  bei  der  Gruppe:  (HJ)^^-  -  -  (Hrf)^^ 
invariant  bleiben.  Die  Bestimmung  dieser  vollständigen  Systeme  ver- 
langt allerdings  im  Allgemeinen  Integration  (vgl.  Abschnitt  I,  das 
Kapitel  25  „lieber  Differentialinvarianten'^  §  132),  jedoch  wollen  wir 
nicht  unerwähnt  lassen,  dass  man  immer  ohne  Integration  entscheiden 
kann,  ob  ein  vollständiges  System  vorhanden  ist,  welches  die  in  Satz  1 
beschriebene  Beschaffenheit  hat.  Mit  andern  Worten:  Man  kann  immer 
durch  ausführbare  Operationen  entscheiden,  ob  eine  vorgelegte  r-glie- 
drige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen  reducibel 
ist  oder  nicht.     Den  Beweis  hierfür  übergehen  wir. 

Endlich  wollen  wir  noch  eine  dritte,  begriffliche  Formulirung  für 
unser  Kriterium  der  Reducibilität  einer  Gruppe  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen entwickeln.  Zu  diesem  Zwecke  schicken  wir 
einige  allgemeine  Bemerkungen  voraus. 

Es  sei: 
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in  den  Veränderlichen  u^  -  -  •  Un  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen,  welche  eine  Schaar; 

(4)  ■     -     Sl^u  (}h  ■  •  -  Un,    lj_'  •  ■  h)  =  0  (/<  =  1  •  •  ■  m) 

von  C30*  verschiedenen  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes  u^-'-tin  invariant 
lässt,  es  gebe  also  (vgl.  Abschn.  I,  Kap.  23,  S.  467)  in  den  Veränder- 
lichen \' '  -Ik  r  infinitesimale  Transformationen: 

h 

df 


(x=:l.  ..r) 

1 


von  solcher  Beschaffenheit,  dass  das  Gleichungensystem  (4)  in  den 
n  +  li  Veränderlichen  %  •  •  •  Un,  \'  -  -  h  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 

X,f+L,f,    ...    Xrf+Lrf 

gestattet.  Führt  man  nun  an  Stelle  der  u  neue  Veränderliche:  Vi^"'X\n 
ein,  so  erhält  man  aus  der  Gruppe:   U^f  -  •  •  Urf  eine  neue  Gruppe: 


lU^=2.Ä,(u,...u.)|^ 


und  aus  (4)  ein  neues  Gleichungensystem: 

welches  wiederum  eine  Schaar  von  oo^*  verschiedenen  Mannigfaltig- 
keiten darstellt.  Biese  neue  Schaar  von  MannigfaUigleiten  gestattet  die 
Grupiie:  Ui/^-'-U//,  denn  das  Gleichungensystem  (4')  in  den  Veränder- 
lichen: Ui'.'U«,  \"'hi  gestattet  augenscheinlich  die  r  infinitesimalen 
Transformationen : 

in  diesen  Veränderlichen. 

Das  Gesagte  soll  jetzt  auf  reducible  Gruppen  von  homogenen 
Berührungstransformationen  angewendet  werden. 

In  den  Veränderlichen  x^--- Xnj  p^- "p^  sei  irgend  eine  reducible 
Gruppe:  H^{x,  p)  -  •  -  Hr{x,  p)  von  homogenen  Berührungstransfor- 
mationen vorgelegt  und  es  sei: 

(5)  X/  =  Xi{x,  p),      p!  =  Fi{x,   p)  {i  =  l-  .  •  n) 

eine  homogene  Berührungstransformation,  welche  diese  Gruppe  in  die 
aus  lauter  Punkttransformationen  bestehende  Gruppe: 

n 

(6)  ^  Vy.i  i^l    '  •  '  Xn)pl  (X  =  1  .  .  .  r) 

1 

Überführt. 
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Die  Gruppe  (6)  lässfc  die  Schaar  aller  oo«  Punkte: 

(7)  X^  =  a^j    •  •  •    Xn    ==  ttn 

des  Raumes  X-[  -  -  -  Xn  invariant.  Führt  man  nun  rückwärts  vermöge 
der  Berührungstransformation  (5)  die  alten  Veränderlichen  x,  p  ein, 
so  geht  die  Gruppe  (6)  in  die  ursprüngliche  Gruppe:  II^{Xy  p)  -  *  - 
Hr{Xj  p)  über.  Zugleich  verwandelt  sich  die  Schaar  (7)  aller  Punkte 
des  Raumes  rr/  •  •  •  Xn  in  eine  Schaar: 
(7')  X^(x,  p)  =  a^,  "  '  Xn{Xj  p)  =  üa 

von  oo"  Element- ilf;j_i  des  Raumes  x^-'-Xn  (vgl.  S.  168,  Satz  7)  und 
aus  den  oben  gemachten  Bemerkungen  erhellt,  dass  der  Inbegriff  dieser 
c5o^  Element -i)[f„_i  bei  der  Gruppe:  II^{x,p)  •  •  •  Hr{x,p)  invariant 
bleibt.  Ueberdies  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Elemente  x,  p  der 
OG"^  Element -ilf;j_i  (7')  keine  Relation  befriedigen;  die  willkürlichen 
Constanten  a^  •  •  •  a«  lassen  sich  ja  aus  den  Gleichungen  (7')  nicht 
fortschaffen. 

Soll  daher  eine  r-gliedrige  Gruppe:  H^{x,p)  •  •  •  IIr{x,p)  von 
homogenen  Berührungstrausformationen  in  den  Veränderlichen  x^--- Xn, 
p^  •  •  ' pn  reducibel  sein,  so  muss  es  eine  bei  der  Gruppe  invariante 
Schaar  von  c»»  Element -ilf^-i  des  Raumes  x^-'-Xn  geben,  und  zwar 
eine  Schaar,  deren  Elemente  x,  p  keine  Relation  befriedigen. 

Diese  Bedingung  ist  nothwendig  aber  auch  hinreichend,  denn  ist 
sie  erfüllt,  so  brauchen  wir  die  betreffende  Schaar  von  oo^  Element- 
Mn^i  nur  durch  eine  geeignete  homogene  Berührungstransformation 
in  die  Schaar  aller  Punkte  des  n-fach  ausgedehnten  Punktraumes 
überzuführen,  was  nach  Satz  8,  S.  170  immer  möglich  ist.  Dabei 
geht  die  Gruppe:  H^(x,  p)  •  •  •  Hripc^p)  in  eine  neue  über,  welche  die 
Schaar  aller  Punkte  invariant  lässt,  also  in  eine  Gruppe,  die  aus 
lauter  Punkttransformationen  besteht. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  2.  Eine  r-gliedrige  Gruppe:  H^{x,  p)  -  - '  Hrix^  p)  von  liomo- 
genen  JBeriihrungstransformationen  in  den  Veränderliclien  x^-'-Xn^  Pi"'Pn 
ist  dann  und  nur  dann  reducihel,  wenn  sie  eine  solche  Schaar  von  oo" 
Element -Mn—i  des  Raumes  x^-'-Xn  invariant  lässt,  deren  Elemente  Xj  p 
Iceine  Belation  von  der  Form:  F(x^  -  -  •  Xn,  Pi  -  •  - Pn)  =  0  erfüllen. 

Der  vorstehende  Satz  ist  nur  eine  neue  (dritte)  Formulirung  des 
in  Theorem  59,  S.  371  enthaltenen  Kriteriums.  Jede  Schaar  von  c»" 
Element -ilfn—i  des  Raumes  x^-^Xn^  deren  Elemente  keine  Relation 
erfüllen,  wird  nämlich  (vgl.  S.  110)  durch  n  unabhängige  Gleichungen 
von  der  Form: 

(8)         N^{x^"'Xn^Pi"'Pn)  ==  %;    •  •  •    NniXj^'-'XnyPi'-'Pn)  =  »« 
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dargestellt^  wo  N^-  -  •  iV„  homogene  Functionen  nullter  Ordnung  der  p 
sind  und  paarweise  in  Involution  liegen,  während  a^'-'a^  willkürliche 
Constanten  bezeichnen.  Eine  solche  Schaar  (8)  aber  gestattet  dann 
und  nur  dann  die  Gruppe:  II^{x,  p)--'Hr{Xj  p)  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  die  r  infinitesimalen  Transformationen:  (H^f)  "-{Hrf) 
wenn  r.n  Relationen  von  der  Form: 

(x  =  1  •  •  •  r;     r  =  l  •  •  .  «) 

identisch  bestehen,  denn  nur  in  diesem  Falle  giebt  es  r  infinitesimale 
Transformationen  von  der  Form: 

df 


1  ' 


welche  das  Gleichungensystem  (8)  in  den  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xnj 
Pi  '  ■  •  Pn,  a^  '  •  •  a^  invariant  lassen  (Abschn.  I,  S.  467  und  468). 
Der  Satz  2  ist  somit  wirklich  nur  eine  andere  Form  des  Theorems  59. 

§  94. 
Es  ist  leicht,  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  auf  Gruppen 
von  Berührungstransformationen  in  z,  x^"-x,i,  Pi"-Pn  zu  übertragen. 
Eine  r-gliedrige  Gruppe: 

von  Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen:  z,  x^-  >  •  Xn, 
Pi-"Pn  heisst  redueibel,  wenn  sie  durch  eine  Berührungstransformation: 

z'  =  Z{z,  X,  p),    xl  =  Xi{0,  X,  p),    p!  =  Pi(0,  Xj  p) 

(/  =  1  .  .  .  n) 

in   eine   Gruppe  von  Berührungstransformationen  übergeführt   werden 
kann,  welche  aus  lauter  Punk'ttransformationen  des  Raumes  z' ,  x^-'-Xn 
besteht.     Ist   eine    solche   Ueberführung  nicht  möglich,   so  heisst  sie 
irreducihel. 

Soll  die  Gruppe:  B^f---Brf  rediicihel  sein,  so  ist  noth wendig  und 
hinreichend,  dass  sie  eine  Schaar  von  00''+^  Ele^nent-Mn  des  Baumes 
z,  x^'  '  •  Xn  invariant  lässt,  deren  Elemente  z,  x^  p  Iceine  Belation  von 
der  Form:  ^{z,  x^  ■  "  Xn,  p^-  ■  Pn)  =  0  erfüllen.  Eine  solche  Schaar 
von  Element -ilf«  wird  durch  >^  +  1  Gleichungen  von  der  Form: 

Zi{Zj    X^'  •  '  Xn,  Pi_-  '  'Pn)    =   ai  {*  =  1  •••«+!) 

dargestellt,  wo  die  Zi  von  einander  unabhängig  sind  und  paarweise  in 
Involution  liegen,  so  dass  die  Ausdrücke:  [Z^ZJ  alle  identisch  ver- 
schwinden.    Das  können  wir  auch  so  ausdrücken: 
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Theorem  60.     Eine  r-gliedrige  Gruppe: 

von  Berührungstransformationen  in  den  Veränderlichen  ZjX^'--Xnj 
P\"'Pn  ist  dann  und  nur  dann  reducihel,  ivenn  es  in  diesen  Ver- 
änderlichen ein  n-gliedriges  vollständiges  System  gieht,  tvelches 
die  Gruppe  gestattet  und  dessen  Lösungen  paariveise  in  Invo- 
lution liegen. 

Man  kann  natürlich  auch  sagen:  die  Gruppe:  BJ'-'B,.f  ist  dann 
und  nur  dann  reducihel,  ivenn  es  n  +  1  imahhängige  Functionen  Z^  •  •  • 
Zn-{-i  von   z,  x^'  '  •  Xn,  Pi  '  ■  •  Pn   gi^bt ,   welche  paariveise  in  Involution 
liegen  und  r{n  +  1)  Belationen  von  der  Form: 
B,Zi  =  ^y,{Z,  •  ■  .  Z,+l) 

(x  =  l  .  •  •  r;     /  =  1  •  •  •  H  +  l) 

identisch  lefriedigen. 

Ist  die  Gruppe:  BJ---  Bj.f  m  den  Veränd  erheben  0,  x^"-Xn,  p^--  -pn 
transitiv,  so  enthält  ihre  grösste  Untergruppe,  welche  ein  Element  z,  x,p 
von  allgemeiner  Lage  invariant  lässt,  r  —  2w  —  1  Parameter.  Soll  nun 
die  Gruppe:  BJ'-'Brf  reducihel  sein,  so  ist  jedenfalls  nothwendig,  dass 
die  eben  besprochene  Untergruppe  in  einer  (r  -- w)-ghedrigen  Untergruppe 
steckt,  doch  ist  das  noch  nicht  hinreichend. 

Ist  in  den  rr,  p  eine  Berührungstransformationsgruppe  von  der  Form: 

vorgelegt,  so  erkennt  man  leicht,  dass  dieselbe  dami  und  nur  dann  durch 
eine  Berührungstransformation  von  der  Form: 

s'  =  z  -^  Sl{x,  p),     Xy  =  Xy^JC,  p),    pj  =  B-,{x,  p) 
in  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  von  der  Gestalt: 


2^ 


\'e,y.i{x^  ■  ■  '  Xn)  ^^7   +    ^xOr/  .    .    .   Xn,    Z')  -^^r 


übergeführt  werden  kann,  wenn  es  n  unabhängige  Functionen: 

Xy_{x^  ■  •  '  Xn,  Pi_  •  •  -Pn)  {>c=l-'n) 

von   den   x,  p    giebt,  welche  paarweise   in  Involution  liegen    und   überdies 
r  .  n  Eelationen  von  der  Form: 

(cpyXi)  =  ly,{X,  •  '  '  X,,)  (y.=^l--r;     i  =  l-.n) 

erfüllen;  alsdann  hängen  die  ^y{x\  z')   otfenbar  nur  von  x^' •  '  -  Xn    ab. 
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Kapitel   22. 

Erweiterung  der  Berührungstransformationen  und  der  Gruppen  von 
solchen.     Differentialinvarianten  derartiger  Gruppen. 
Bei  einer  Berührungstransformation: 

des  Raumes  ^,  Xj^--  -Xn  geht  nach  S.  156  f.  jede  Element- ilf„  dieses 
Raumes  wieder  in  eine  Element-iH«  über.  Dabei  zeigen  aber,  wie  in 
Kapitel  6,  §§  42,  43  auseinandergesetzt  worden  ist,  die  verschiedenen 
Element -Jf„  ein  verschiedenes  Verhalteu.  Hat  man  nämlich  eine 
Element-lf„,  aus  deren  Gleichungen  gerade  m>l  unabhängige  Re- 
lationen zwischen  0,  x^  "  ■  Xn  allein  folgen,  so  erhält  man  bei  Aus- 
führung einer  Berührungstransformation  (1)  im  Allgemeinen  keine 
Element -ilf„,  deren  analytischer  Ausdruck  gerade  m  unabhängige 
Relationen  zwischen  0\  x^' -- -  x/  allein  liefert.  Hat  man  dagegen 
eine  Element -Jf„,  für  welche  die  vorhin  definirte  Zahl  m  gerade 
gleich  1  ist,  also  eine  Element -Jf„  von  der  besonderen  Form: 

(2)       ,-F(x,.-.a^„)=.0,  A-||  =  0,  .  - .  ^,„  -  g  =  0, 

SO  verwandelt  sich  dieselbe  bei  der  Berührungstransformation  (1)  im 
Allgemeinen  in  eine  Element  -  ilf^j ,  aus  deren  Gleichungen  blos  eine 
Relation  zwischen  /,  x^'  -  -  -  Xn    allein  hervorgeht. 

Die  Element- Mn  von  der  Form  (2)  sind  also  die  einzigen  des 
Baumes  z,  x^-  -  '  Xn,  welche  sich  hei  Ausführung  einer  Berührungstrans- 
formation (1)  im  Allgemeinen  in  Element -Mn  von  der  analogen  Form: 

(2')    /-O«..../)  =  0,  K-|^  =  0,...p/-,^*  =0 

verwandeln.  In  Kapitel  6,  S.  161  f.  haben  wir  überdies  gesehen,  dass 
die  Element- Jf«  (2)  bei  der  Berührungstransformation  (1)  dann  und 
nur  dann  nicht  in  eine  Element -14  von  der  Form  (2')  übergeht, 
wenn  die  Function  F{x.^  ■  -  -  Xn)  eine  gewisse  partielle  Differential- 
gleichung befriedigt.  Mit  Benutzung  der  Bezeichnungen: 
dz  d^z 

und  der  Abkürzungen: 

^X^  dX.         ^       dX^        dX. 

(t,  r  =  1  •  .  .  n) 
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lässt  sich  diese  Differentialgleichung  fblgendermassen  schreiben 


(3)  B 


dx  dx 


dX^  dX^ 

dx„  dx^ 


=  0. 


Sie  ist  (vgl.  S.  164)  im  Allgemeinen  von  der  zweiten  Ordnung,  von 
der  ersten  nur  dann,  wenn  X^  -  -  -  Xn  sämmtlich  von  Pi  ■  -  •  Pn  frei 
sind;  in  diesem  Falle  ist  aber  zugleich  Z  von  den  p  frei,  und  die 
Berührungstransformation  (1)  ist  nichts  anderes  als  eine  erweiterte 
Punkttransformation  des  Raumes  z,  x^-'-Xn.  Wir  erinnern  schliesslich 
noch  daran,  dass  die  Determinante  D  niemals  identisch  verschwindet. 
Betrachtet  man  daher  in  den  Gleichungen  (1)  das  3  als  eine 
beliebige  Function  von  x^-  •  -  Xn,  indem  man  nur  solche  Functionen 
ausschliesst,  welche  der  Differentialgleichung:  D  ==  0  genügen,  und 
betrachtet  man  Pi  -  -  •  Pn  als  die  partiellen  Differentialquotienten  erster 
Ordnung  von  0  nach  x^-'-Xn,  so  definiren  die  Gleichungen  (1)  das  0' 
als  Function  von  i^^'  •  •  •  x^,  und  Pi  •  -  -  Pn  werden  die  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten erster  Ordnung  von  z  nach  xl'--Xn.  Unsere  Be- 
rührungstransformation bestimmt  die  p/  als  Functionen  von  ^,  x^-'-Xn-, 

Pl":Vn> 

Offenbar  liegt  es  nahe,  zu  vermuthen,  dass  die  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten m  -  ter  Ordnung  von  z'  nach  X-^  •  ■  •  xü  auch  für 
m>l  durch  ^,  x^-'-Xn  und  durch  die  partiellen  Differentialquotienten 
erster  bis  m  -  ter  Ordnung  des  z  nach  x^-  -  -  Xn  ausgedrückt  werden 
können.  Wir  werden  jetzt  nachweisen,  dass  diese  Vermuthung  der 
Wahrheit  entspricht. 

§  95. 
Die  partiellen  Differential quotienten  zweiter  Ordnung: 

d^z  d^z' 


dx-dx^,        ^'^'      dx.'dxj 
sind  bezüglich  durch  die  Gleichungen: 

n 
(4)  dpi  =  ^  PiydXv  (/  =  1  ■  •  •  n) 

1 
und: 

n 
(4 ')  dp(  =   ^!Piv  d^v  {1  =  1-  --n) 
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clefinirt.    Setzen  wir  in  (4')  die  aus  (1)  folgenden  Werthe  von  i?/---jö„', 
x^  '  '  ■  Xn    ein,  so  ergiebt  sich: 

n 
1 

ausführlicher  geschrieben : 


cP.  \ri.dPi  <^^J'; 


1     ^  1     -^         1     j    ' 

Werden  hierin  dz,  dp^  •  •  •  dp^  vermöge  der  Gleichungen: 

dz  —  pi  dx^  —  •  • pn  dxn  =  0 

und  (4)  durch  dx^  •  •  •  dXn  ausgedrückt,  so  entstehen  n  Gleichungen 
von  der  Form: 

n 

Xl'  üivdXv  =  0  (/  =  1 . . .  «) , 

1 

deren  jede  wiederum  in  n  verschiedene  Gleichungen  zerfällt,  denn 
dx^  '  '  ■  dXn  sind  ja  vollkommen  willkürlich.  Wir  bekommen  also  zur 
Bestimmung  der  p!y_  die  folgenden  n^  Gleichungen: 


Pi  ,      dP,      ^     dP,      ^     idx^        dx^,      ^     ax,, 

^ + ^^J7  +  2fp^^8p:  =  2;''^''|^ + ^^~dv  +  Zfp^Jöj^ 


welche  sich  mit  Benutzung  der  auf  S.  378  angewendeten  Abkürzungen 
folsfendermassen  schreiben  lassen: 


(^)  S=2^'.- 


1  '^^J 


Da  die  Determinante  D  nicht  identisch  verschwindet,  lassen  sich  diese 
Gleichungen  augenscheinlich  nach  den  n^  Grössen  piy,  auflösen.  Scheinbar 
ergeben  sich  dabei  für  p/v  und  pyi  zwei  verschiedene  Werthe,  sobald 
i  von  V  verschieden  ist,  aber  auch  nur  scheinbar.  Es  muss  ja  p/y  gleich 
Pvi  sein  und  diese  Gleichheit  muss  identisch  stattfinden,  andernfalls 
bestände  ja  eine  Gleichung  zwischen  den  0,  Xiy  pi,  pn,  und  das  ist 
ausgeschlossen,  weil  wir  0  als  eine  beliebige  Function  von  x^  -  •  -  Xn 
betrachten. 

Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass  sich  vermöge  der  Gleichungen  (1) 
einer  Berührungstransformation  die  pir  als  Functionen  der  ^,  Xij  pi,  piv 
darstellen  lassen: 
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(/■ ,  r  ^  1  •  ■  •  n )  . 

Hierbei  ist  P^  =  Pvi-  Verhalten  sich  die  Functionen  Z,  X^-'-X^, 
P^'  •  '  Pn  in  der  Umgebung  von  s^,  x^^  -  •  •  x^^,  Pi  '  -  -  Pn^  regulär  und 
verschwindet  die  Determinante  D  für  das  Werthsystem:  z^,  Xi  ^  pi  ,  piv^ 
nicht j  so  verhalten  sich  offenbar  auch  die  Pir  in  der  Umgebung  von: 
z^y  Xi^,  Pi^,  PhP  regiüär. 

Jede  Berührungstransformation  (1)  transformirt  demnacli  ausser 
den  z,  Xy  p  auch  noch  die  partiellen  Differentialquotienten  zweiter 
Ordnung  von  z  und  zwar  durch  die  erivciterte  Transformation: 

(6)  Z'=Z,       xl^Xi,      Pi'=Pi,      Pir  -=  Pir 

(/,  r  =  l-  ■  -n). 

Diese  erweiterte  Transformation  kann  auch  definirt  werden  als  die- 
jenige Transformation  in  den  Veränderlichen  z,  Xi^  pi,  pir,  welche  die 
Form : 

(7)  0'  =  Z,       X.;  =   Xi,      p!  =  Pi,      Pi\.  =  IJir 

(/,  r  =  l  •  •  •  ?i) 

besitzt  und  welche  das  System  der  Pfaffschen  Gleichungen: 

n  n 

(8)  ds  —   y^prdXy.  ==  0^     dpi  —  X!  PirdXr  =  0 

1  1 

(/  =  1  •  ■ . «) 

invariant  lässt.  Soll  nämlich  die  Transformation  (7)  das  System  (8) 
invariant  lassen,  so  müssen  ausser  der  bekannten  Identität: 


dZ  —  ^''  PydXy  ==  q{,z,  X,  p)  ■  Idz  —  y>]'pydx, 
auch  noch  oi  Identitäten  von  der  Form: 

n  /  n  \ 

dPi  —  2"'  ni.dXr   =^  öi-ldZ  —  ^PrdXr  \  + 

n  /  n  \ 

+  ^  '^vVdPj  —  ^pjrdx,  \ 

(t  =  1  •  .  •  n) 

bestehen;  aus  diesen  Bedingungen  ergeben  sich  zunächst  eindeutig 
bestimmte  Werthe  für  die  (?,•  und  r^  und  sodann  erhält  man  für  die 
Iliv  eine  Reihe  von  Gleichungen^  welche  zeigen,  dass  jedes  nir  =  Piv  ist. 

Ebenso  wie  die  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  von  0  werden 
auch  diejenigen  dritter  Ordnung  bei  der  Berührungstransformation  (1) 
transformirt.     Setzt  man: 
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d"^ ^ 

so  ist: 

n 

1 

Entwickelt  man  diese  Gleichung  unter  Berücksichtigung  der  Relationen 
(8)  und  zerlegt  sie  dann  wegen  der  Willkürlichkeit  von  dx^  •  --  dXn  in 
je  n  Gleichungen,  so  findet  man: 

(/,  ^<,  tr  =  1  .  •  •  n), 

woraus  sich,  weil  B  nicht  verschwindet,  alle  p^^^  als  Functionen  von 
den  z,  Xiy  piy  piy,  pi^r  bestimmen  lassen.  Dass  die  scheinbar  ver- 
schiedenen Werthe,  welche  man  so  für  ^h'/nv,  pL^c  u.  s.  w.  erhält,  mit 
einander  identisch  sein  müssen,  ist  klar;  denn  sonst  beständen  zwischen 
den  ^,  Xiy  pi,  pirf  Pifiv  Relationen,  was  unmöglich  der  Fall  sein  kann, 
so  lange  0  eine  beliebige  Function  von  x^  -  -  -  x^  ist.  Findet  man : 
Pi\.u  =  Piviiry  SO  ist: 

(9)      z'  =  z,  x;=x,,  p;  =  F,,  i^/.  =  p.>,  p;,r  =  Pi,r 

(/,  //,  r  =  1  •  .  •  w) 

diejenige  Transformation,  welche  angiebt,  wie  die  dritten  Differential- 
quotienten von  0  bei  (1)  transformirt  werden.  Diese  erweiterte  Trans- 
formation (9)  ist  offenbar  dadurch  vollständig  definirt,  dass  sie  das 
System  der  Pfaffschen  Gleichungen: 

'  _^  " 

ä^  —  ^Ptdxt  =  0,     dpi  —  ^PirdXr  =  0 
1  1 

n 

dPh  —  ^'Pivtdxt  ==  0 


(10) 


(e,  r  =  l  ...  w) 

invariant  lässt. 

In  dieser  Weise  fortfahrend,  kann  man  bis  zu  Differentialquotienten 
von  beliebiger  Ordnung  gelangen  und  findet  immer,  dass  die  Differential- 
quotienten m-ter  Ordnung  von  s'  sich  durch  z,  x^-  -  •  Xn  und  die  Dif- 
ferentialquotienten erster  bis  mit  m-ter  Ordnung  von  z  ausdrücken 
lassen.  Man  erhält  dabei  eine  Anzahl  von  erweiterten  Transformationen, 
deren  jede  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  sie  ein  gewisses  System  von 
Pfaffschen  Gleichungen  invariant  lässt.  Bie  Gleichungen  dieser  erweiterten 
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Transformationm  verhalten  sich  für  jedes  Werthsysfem:  z^,  Xi^j  2'^ Pf  Pir^ 
regulär,  welches  B  nicht  zum  Verschwinden  bringt. 

Demnach  gilt  das 

Theorem  61.     Jede  JBerührungstransformation: 

(1)         z'  =  Z{z,  X,  p),    xl  =  Xi{z,  X,  p),    p!  =  Fi{z,  X,  p) 

(/  =  1 .  • . «) 

des  'Raumes  z,  x^-'-Xn  transformirt  ausser  den  ersten  Dif- 
ferentialquotienten Pi  '  • ' Pn  des  z  nach  den  x  auch  alle  Dif- 
ferentialquotienten höherer  Ordnung  von  z,  Berüc'ksichtigt 
man  alle  Differentialquotienten  von  z  bis  zu  einer  bestimmten 
Ordnung^  so  erhält  man  aus  (1)  eine  eriveiterte  Transformation^ 
welche  dadurch  definirt  ist,  dass  sie  ein  gewisses  System  von 
Ffaffschen  Gleichungen  invariant  lässt. 


§  96. 
Die  Gleichungen: 

■q'  =  Z{z,  X,  p\  a^"  ■  ar),     xl  =  X,(^^  x,  p-^  a), 
(11)  '  Pi'  =  Fi{z,  X,  p'^  a) 

(*•  =  1  •  •  •  n) 

mögen   eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen   des 
Raumes  z,x^"-Xn  darstellen.    Wir  fügen  zu  ihnen  solche  Gleichungen: 

(12)  ^).;  =  P.,(^^     ^'l-'-^n,  Pi-"Pa,   Pii-'-Pnn'-,    «i  '  '  '  «r) 

0',  V  =  1  ■  ■  ■  n) 

hinzu,  dass  (11)  und  (12)  zusammengenommen  Transformationen  dar- 
stellen, welche  das  System  der  Pfaffschen  Gleichungen: 


(8) 


dz  —  y^pvdxy  =  0,     dpi  — •  yj  piydxv  =  0 


(/  =  1  •  .  •  n) 

invariant  lassen.     Ausserdem  bilden  wir  noch  die  Gleichungen: 

z"=  Z{z\  x\  p]  b^-  "  br)j     x'i'=  Xi{z\  x\  p;  b) 
(1^)      p"=  Fiiz',  x\  p';  b),    piy  ==  Piv{z\  x\  p,  pli .  •  'p.ln--,  b) 

{i,v^l---n). 

Führen  wir  nun  zuerst  die  Transformation  (11),  (12)  aus  und  alsdann 
(13),  so  erhalten  wir  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  eine 
Transformation  von  der  Gestalt: 

z"  =  Z{z,  X,  p'^  c^'-  ■  Cr),     xl'=  Xi(z,  X,  p'^  c) 

(14)    ■  p/'=  p.(^^  X,  p;  c),    pi\:  ==  Qi,.(z,  X,  p,  p,,  •  »  .  j9,,;  a,  b) 

(<■ ,  V  =  1  •  •  •  w) , 
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in  welcher  die  c  gewisse  Functionen  von  a^  •  •  •  ayj  h^-  -  -hr  bezeichnen. 
Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Transformation  (14)  ihrerseits  eben- 
falls das  System  der  PfaflFschen  Gleichungen  (8)  invariant  lässt,  folg- 
lich besitzt  die  Function  ft>  die  Form:  P,v(^,  ^y  P  '  '  ']  c)?  clas  heisst: 
die  oo^  Transformationen:  (11),  (12),  welche  aus  den  Transformationen 
der  Gruppe  (11)  durch  Erweiterung  entstanden  sind,  bilden  eine 
r  -  gliedrige  Transformationsgruppe.  Diese  erweiterte  Gruppe  ist  mit 
der  ursprünglichen  Gruppe  (11)  gleichzusammengesetzt,  denn  sie  hat 
augenscheinlich  dieselbe  Parametergruppe  wie  diese. 

Die  gefundene  erweiterte  Gruppe  können  wir  wiederum  durch 
die  Hinzunahme  der  Differentialquotienten  dritter  Ordnung  von  0  er- 
weitern und  so  fort.     Kurz  wir  haben  das 

Theorem  62.     Bei  jeder  r-gliedrigen  Gruppe: 

' s  =  Z{z,  Xj  p'^  Oj^-'-ar),     x[  =  Xi{Zj  X,  p-^  üj^-'-a,) 

(11)  p!=Fi{z,  X,  p-^  a^"-ar) 

(/  =  1  •  •  •  «) 

von  Berührungstransformationen  des  Baumes  z,  x^-'-Xn  werden 
ausser  den  Veränderlichen  0,  x,  p  auch  noch  die  Differential- 
quotienten zweiter,  dritter,  •  •  •  N-ter  Ordnung  von  z  nach  den  x 
durch  eine  Gruppe  transformirt^  welche  mit  der  ur sprünglichen 
Gruppe  (11)  gleichzusammengesetzt  ist*) 

Es  sei  wiederum: 

' z'  ==  Z{z,  X,  p]  a^  •  '  '  a,.),     x-  =  X;{z,  x,  p-^  a), 

(11)  Pi  =  Pi{z,  X,  p',  a) 

(/  =  1 . . . «) 

eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen  des  Raumes 
^,  x^'  '  '  Xn  und  zwar  sei  dieselbe  von  den  r  unabhängigen  infinitesi- 
malen Berührungstransformationen : 

n  n 

B,f=   %,{Z,    X,   jp)|{-  +  ^^ly.v{z,    X,   p)~^^   -f   ^^y.r{2,    X,  J))-^ 

(X  =  1  .  .  •  r) 

erzeugt.  Die  identische  Transformation  der  Gruppe  (11)  habe  die 
Parameter:  a/ •  •  •  a^^  und  es  seien  die  Forderungen  der  SS.  14  — 17 
und  74  des  ersten  Abschnitts  erfüllt. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  bestehen  nach  Abschnitt  I,  S.  33, 
Theorem  3  vermöge  (11)  Gleichungen  von  der  Gestalt: 


"")  Lie,  Abhandlungen  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.  Bd.  XIV,  Nr.  12. 
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d. 


(15) 


2y  cz 

2T  OX.. 

1  j 


(/^  =  l  •  •  •  r;     ?■  =  !  •  •  •  w), 

WO  die  Determinante  der  dy.jia)  für:  «-^  ==  %^,  •  •  •  a^-  =  a,-^  nicht  ver- 
schwindet. 
Ist  nun: 

' z=  Z{0,  X,  p]  a),    x[=  Xi{z,  X,  p'^  a),    p/=  Pi(s^  x,  p-^  a) 

(Iß)  '  piv  ==  P,>(^;  X,  p,  p^^-'-Pun',  a) 

{i ,  V  =  1  •  ■  •  n) 

die   zu   (11)   gehörige   erweiterte   Gruppe,    so    bestehen   vermöge   (IG) 
Gleichungen  von  der  Form: 


(17) 


^,(^\  x\  p,  2hl  ■  '  •  Pnn)  =  ^Jccjia)  •  ^ 

1 

l.,i{z\    X,   p\  p'ii-'  -p'nn)  =  ^-^'«xX«)  •  J^ 

1 

^■Ä^  ,    ^  ,  P,    Pll-"  Pnn)  =  ^    CCyjW  '  J^ 


ÖZ 

i 
J 

dx!__ 
j 

dp- 


(x  =  l  •  .  •  r;     /=  1  .  .  .  «) 


(17') 


(x  =:  1  •  •  •  r ;     / ,  r  =  1  •  •  •  n) , 


Aus  (17)  geht  hervor,  dass  die  f^,  Ix/,  ?txi  nur  von  den  z\  x\  p  ab- 
hängen, nicht  von  pii-'Pnny  und  da  die  Functionen  ^;,,  1^/;  ^t^x/,  ß^xj(ö^) 
durch  die  Gleichungen  (15)  eindeutig  bestimmt  sind,  so  ergiebt  sich, 
weil  die  Gleichungen  (15)  und  (17)  in  derselben  Weise  gebildet  sind: 

fx  =  Sx,      \y.j  =  iy.jy      7iyj  =  7ty.j,      äyj{a)  =  ayj(a) 

(x,  i  =  l  .  •  -r). 

In  Folge  dessen  verschwindet  die  Determinante  der  ccyj(ci)  für:  05^==«^^^, 
"■ar  =  a^  ebenfalls  nicht  und  wir  können  daher  (Abschn.  I,  S.  74)  aus 
den  Gleichungen  (17),  (17')  schliessen,  dass  die  erweiterte  Gruppe  (16) 
ihrerseits   von   den  r   unabhängigen   infinitesimalen   Transformationen: 

Lie,  Theorie  der  Traiisformationsgruppen.    IL  25 
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1      1 

erzeugt  ist;  diese  infinitesimalen  Transformationen  aber  haben  die 
Gestalt; 

11  '* 

(X  =  1  .  •  .  r) . 

i)^e  erweiterte  Gruppe  (16)  «s^  a?so  t;ow  r  unabhängigen  infinitesi- 
malen Transformationen  erzeugt,  welche  aus  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  ursprünglichen  Gruppe  (11)  durch  Erweiterung  entstehen. 

Um  die  J5x  /  wirklich  berechnen  zu  können,  erinnern  wir  daran, 
dass  das  System  der  PfafFschen  Gleichungen: 

n  n 

(8)  dz  —  y^pvdxy  =  0,      dpi  —  ^JPivdXv  =  0 

1  1 

(Z  =  1  .   •    .   71) 

alle  endlichen  und  in  Folge  dessen  auch  alle  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  erweiterten  Gruppe  (IG)  gestattet.  Wir  schliessen 
hieraus,  dass  Relationen  von  der  Gestalt: 

B^H  dpi  —  ^PivdXy  \  =  Oy}.  dz  —  ^prdxy  \  + 
bestehen.     Die  linken  Seiten  dieser  Relationen  haben  die  Form: 

n  n 

dTtyJ    —    ^   7ty.ivdXy   ^Pivdly.v  . 

1  1 

Durch  Vergleichung  der  Coefficienten  auf  beiden  Seiten  findet  man 
zunächst  die  <?;,»,  Xyjj  und  sodann  erhält  man: 

(x  =  l--.r;     t,»'  =  l  •••«), 


wo  wie  gewöhnlich  gesetzt  ist: 

du   ,    _  dU   ,    ^  _    du_       du 

V 


du  .      du  ,    ^      du      dU 
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Hiermit   sind   die   jtyj^  bestimmt;   dass   die   formell  vorhandene  Ueber- 

bestimmung  derselben  nur  scheinbar  ist,  liegt  in  der  Natur  der  Sache, 

da  die  Grössen  ^,  x,  p,  Pn-'-Pnn  nicht  durch  Relationen  verknüpft  sind. 

Zwischen   den  r   unabhängigen   infinitesimalen   Transformationen: 

1  1 

(X  =:  1    .    .    .   r) 

der  erweiterten  Gruppe  (16)  bestehen  nun  Relationen  von  der  Gestalt: 


1         \  11 

andrerseits  ist  aber: 

11 

df 


1  t      1 

also  ergiebt  sich: 


r  n  1  I 

=  ^.  C^j.BJ  +  ^  ^^  ^'  ^i^^^su 


df 

>sCiy.snstV-^ 

T  ~T~   "IT       1 


d^Pr/ 


woraus  sofort  folgt:  Cy.js  =  Cyjs-  Wir  erkennen  auch  auf  diese  Weise, 
was  wir  schon  oben  (S.  384)  sahen,  dass  die  erweiterte  Gruppe  (16) 
mit  der  ursprünglichen  Gruppe  (11)  gleichzusammengesetzt  ist. 

Genau  dieselben  Betrachtungen  kann  man  natürlich  anstellen,  weun 
man  die  Gruppe  (11)  durch  Mitnahme  aller  Differentialquotienten  von  ^ 
bis  zu  einer  gewissen  Ordnung  erweitert  hat.  Wir  können  daher  sagen: 

Theorem  63.     Ist  die  r-gliedrige  Gruppe: 
(11)    s'  =  Z{z,  x^p\  a),    Xi  =  Xi{0,  XjP'j  a),   pl  =  Fi{0,  x,  p;  a) 

von  JBerührungstransformationen  des  Raumes  Zy  x-^-  •  -  Xa  von  r 
unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen:  B^f  -  •  -  Brf 
erzeugt,  und  wird  dieselbe  durch  Mitnahme  aller  Differential- 
quotienten von  0  bis  mit  N-ter  Ordnung  erweitert,  so  ist  auch 
die  so  entstehende  erweiterte  Gruppe  von  r  unabhängigen  infini- 
te Signalen  Transformationen: 

25* 
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Bf-'^f-.-Bi'''-'^f 
erzeugt.     Stehen  die  By.f  in  den  Beziehungen: 

r 

1 
so  stehen  die  B^^^f  in  denselben  Beziehungen:    • 

1 

Wählt  man  die  Zahl  N  gross  genug,  so  wird  das  vollständige 
System : 

immer  Lösungen  besitzen,  diese  Lösungen  sind  dann  Invarianten  der 
erweiterten  Gruppe:  Bi^~^^f  •  •  •  Bi^~^^  f  und  sind  als  Differential- 
invarianten der  ursprÜDglichen  Gruppe  von  Berührungstransformationen: 
B^f  •  ■ '  Brf  zu  betrachten.     Also: 

Theorem  64.  Jede  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen des  Baumes  z,  x^-'-Xn  bestimmt  eine 
unendliche  Reihe  von  Bifferentialinvarianten,  welche  sich  als 
die  Lösungen  vollständiger  Systeme  definiren  lassen.*) 

Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  der  ursprünglichen  Gruppe, 
so  kennt  man  auch  die  endlichen  Gleichungen  einer  jeden  zugehörigen 
erweiterten  Gruppe;  man  kaun  daher  alle  Invarianten  der  letzteren, 
das  heisst  also  alle  Differentialinvarianten  der  ursprünglichen  Gruppe 
ohne  Integration  bilden  (vgl.  Abschn.  I,  S.  218,  Theorem  35).  Unter 
allen  Umständen  aber  lassen  sich,  wenn  eine  hinreichende  Anzahl 
von  Differentialinvarianten  bekannt  ist,  beliebig  viele  neue  durch  Dif- 
ferentiationen herstellen.  Doch  soll  auf  diesen  Punkt  nicht  weiter 
eingegangen  werdcD. 

Jedes  Gleichungensystem,  welches  bei  einer  erweiterten  Gruppe 
invariant  bleibt,  stellt  natürlich  ein  System  von  Differentialgleichungen 
dar,  welches  die  ursprüngliche  Gruppe  gestattet.  Alle  derartigen 
Systeme  lassen  sich  nach  den  Regeln  von  Kap.  14  des  Abschnitts  I 
bestimmen  und  zwar  ohne  Integration,  wenn  die  endlichen  Gleichungen 
der  ursprünglichen  Gruppe  vorliegen.  Bei  jedem  einzelnen  solchen 
Gleichungensysteme  muss  aber  noch  besonders  untersucht  werden,  ob 
es  die  Integrabilitätsbediugungen  erfüllt.  Etwas  Allgemeines  lässt  sich 
naturgemäss  darüber  nicht  aussagen. 

*)  Lie,  Abhandlungen  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W,  Bd.  XIV,  Nr.  12. 
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xibtheilung  V. 

Nachdem  wir  uns  in  der  vorigen  Abtheilung  mit  der  allgemeinen 
Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  Berührungstrans- 
formationen beschäftigt  haben,  werden  wir  in  der  gegenwärtigen  Ab- 
theilung einige  besonders  wichtige  specielle  Klassen  von  derartigen 
Gruppen  behandeln. 

Den  Anfang  machen  wir  mit  der  Bestimmung  aller  irreducibeln 
Gruppen  von  Berührungstransformationen  der  Ebene.  Wir  werden 
eine  sechs-,  eine  sieben-  und  eine  zehngliedrige  Gruppe  dieser  Art 
finden  und  werden  zeigen,  dass  jede  irreducible  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationeu  der  Ebene  durch  eine  Berührungstransformation  mit 
einer  dieser  drei  Gruppen  ähnlich  ist.  Insbesondere  gelingt  es  uns 
die  zehngliedrige  Gruppe  durch  eine  geeignete  Berührungstransformation 
in  diejenige  Gruppe  zu  verwandeln,  welche  aus  allen  Berührungstrans- 
formationen der  Ebene  besteht,  die  Kreise  in  Kreise  überführen.  Ausser- 
dem bestimmen  wir  die  in  der  zehngliedrigen  Gruppe  enthaltenen 
grössten  Untergruppen,  unter  denen  sich  die  beiden  irreducibeln 
Gruppen  mit  bezüglich  sechs  und  sieben  Parametern  befinden 
(Kapitel  23  und  24). 

Indem  wir  die  angedeuteten  Untersuchungen  auf  den  Raum  von 
n  Dimensionen  übertragen,  finden  wir  zwar  nicht  alle  irreducibeln 
Gruppen  von  Berührungstransformationen  dieses  Raumes,  aber  doch  drei 
der  wichtigsten  unter  ihnen.  Namentlich  ist  zu  bemerken,  dass  wir 
in  jedem  Räume  von  gegebener  Dimensionenzahl  eine  einfache  Gruppe 
dieser  Art  erhalten  (Kapitel  25). 

Endlich  leiten  wir  in  dem  Schlusskapitel  der  Abtheilung  (im 
Kapitel  26)  einen  merkwürdigen  Satz  ab,  welcher  für  die  Bestimmung 
gewisser  Gruppen  von  Berührungstransformationen  des  ^^-fach  aus-' 
scedehnten  Raumes  von  grossem  Werthe  ist. 


Kapitel   23. 


Bestimmung  aller  irreducibeln  Gruppen  von  Berührungstrans- 
formationen  der  Ebene. 


Wählen   wir  ^,  x   als  Coordinaten   der  Punkte   einer  Ebene   und: 

dz 

als  die  Coordinaten   der  Linienelemente,  so  sind  nach  Kapitel  1   die 
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Berührungstransformationeu  der  betreffenden  Ebene  diejenigen  Trans- 
formationen in  z,  X,  ijj  welche  die  Pfaffsche  Gleichung:  d2  —  ydx  =  0 
invariant  lassen. 

Die  Gruppen  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  zerfallen 
in  zwei  Kategorien,  sie  sind  nämlich  entweder  rcdncihel  oder  irreducihel; 
jene  sind  durch  Berührungstransformationen  mit  Gruppen  von  (er- 
weiterten) Punkttransformationen  der  Ebene  ähnlich,  diese  nicht  (vgl. 
Kap.  21).  Da  wir  nun  im  dritten  Abschnitt  alle  Gruppen  von  Funld- 
transformationen  der  Ebene  bestimmen,  so  dürfen  wir  uns  hier  auf  die 
irreduciheln  Gruppen  von  Berührungstransformationen  der  Ebene 
heschränlcen.^) 

§  97. 

Um  die  reducibeln  Gruppen  von  vornherein  ausschliessen  zu  können, 
müssen  wir  uns  zunächst  die  Bedingungen  vergegenwärtigen,  unter  denen 
eine  vorgelegte  Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Ebene 
reducibel  ist.  Wir  thun  das,  indem  wir  die  Entwickelungen  des 
Kapitels  21  auf  den  besonderen  Fall  der  Ebene  übertragen  und  dann 
noch  einige  Bemerkungen  hinzufügen,  welche  sich  gerade  in  diesem 
besonderen  Falle  darbieten. 

Es  seien: 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
von  Berührungstransformationen  der  Ebene  Xy  z.  Diese  Gruppe  ist 
nach  S.  376  dann  und  nur  dann  reducibel,  wenn  sich  die  c»^  Linien- 
elemente  der  Ebene  in  oo^  solche  Element -ilfi  anordnen  lassen,  deren 
Inbegriff  bei  der  Gruppe  invariant  bleibt,  während  die  einzelnen  YXq- 
ment-il/i  des  Inbegriffs  unter  einander  vertauscht  werden.  Analytisch 
können  wir  die  angegebene  Bedingung  für  die  Reducibilität  der  Gruppe: 
J^i/'-'-S^/folgendermassen  aussprechen  (vgl.  S.  377):  Es  ist  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  zwei  unabhängige  Functionen:  u  und  v  von  x,  z,  y 
existiren,  welche  in  Involution  liegen: 

/-IN  r     -,         dufdv     .       dv\         dv  [ du    .       du\        ^ 


*)  Die  in  diesem  Kapitel  abgeleiteten  Resultate  wurden  zum  ersten  Male 
angegeben  und  bewiesen  in  den  Abhandlungen  „Ueber  Gruppen  von  Transfor- 
mationen" und  „Theorie  der  Transformationsgruppen"  von  Sophus  Lie,  Göttinger 
Nachr.  Deebr.  1874  und  Archiv  for  Math.  Bd.  3  und  4,  Christiania  1878  und  1879. 
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und  ivelclie  ausserdem  2r  Relationen  von  der  Form: 

(2)  ByU  =  (py.{ii,v),     ByV  =  %.,{u,v) 

(;<  =  1  •  .  .  r) 

lefriedigen.    Die  Gleichungen:  u  =  const.,  v  =  const.  stellen  dann  eine 
bei  der  Gruppe  invariante  Schaar  von  oo^  Element -Jf^  dar. 
Auf  Grund  von  S.  377  können  wir  auch  sagen: 
Unsere  Gruppe:  B^f'-Brf  ist  dann  und  nur  dann  redueihel,  wenn 
sie  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

(3)  a{x,  z,  y)'^  +  r{x,  z,  y)%  +  «^.  ^;  2/)|^  =  0 

invariant  lässt,  von  ivelcher  irgend  mvei  unabhängige  Lösungen  in  In- 
volution  liegen. 

Es  sei  (3)  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung^  welche  zwei 
unabhängige  Lösungen  u  und  v  besitzt,  die  in  Involution  liegen.  Dann 
ist  einerseits  identisch: 

dti     ,        du     ,     o^^  —-  ri 
ex    '    'CS  oy 


dv     .       cv     .     r,dv  ^ 


woraus  folgt: 


a 


ijr. ^ ==, y === l 

^^        du  dv          dv  du       ■   dv  du  du  dv_         ^^ dv_du_^ 

Jy'dJ        ~dyYz         JyJx        Jy  dx  dz  dx         ds  ex 

andrerseits  haben    wir   wegen    der   Involutionsbeziehung   zwischen  'u 
und  v: 

.  du  dv         ^^  lü    (       (^^ gj^  du\  ^ 

^^)  ''d^J^~J^dx'^y\dydz         dydz)  —  ^' 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  zwei  ersten  Nenner  in  den  Gleichungen 

(4)  entweder  beide  gleich  Null   sind  oder  beide  von  Null  verschieden. 

Im  ersten  Falle  ist  nothwendig:  a  =  y  =  0,  im  zweiten  ergiebt  sich: 

y^ay^  in  beiden  Fällen  hat  mithin  die  Differentialgleichung  (3)  die 

Gestalt: 

(3-)  a(:c,  ,,  y)  ■  (f  +  2/f )  +  ß(x,  .,  2/)  -f  =  0, 

WO  natürlich  a  und  ß  nicht  gleichzeitig  verschwinden  dürfen. 

Umgekehrt  ist  leicht  zu  sehen,  dass  zwei  unabhängige  Lösungen 
u  und  V  einer  Differentialgleichung  von  der  Form  (3')  stets  in  In- 
volution liegen.     Die  Identitäten: 
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(du     ,        cu\     .     adu 

(dv     ,        dv\    ,    ^dv 

haben  nämlich,  da  a  und  ß  nicht  beide  verschwinden,  augenscheinlich 
die  Involutionsbeziehung  (5)  zwischen  u  und  v  zur  Folge. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  der  Satz  gilt: 

Satz  1.     FAne  r-gliedrige  Gruppe: 

(X  =  1  .  .  .  r) 

von  Berühnmgstransformationen  der  Ebene  x,  z  ist  dann  und  nur  dann 
reducihel,  tvenn  sie  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  von  der 
Form : 

(3')  «(.,.,,).    (|Z    +    y|^)    +    ,(,,,^,).  JA    ^0 

invariant  lässt. 

Eine  reducible  Gruppe:  BJ'"Brf\on  Berührungstransformationen 
kann  insbesondere  auch  aus  lauter  (erweiterten)  Punkttransformationen 
der  Ebene  x,  z  bestehen.  Wie  wir  anmerken  wollen,  tritt  dieser  Fall 
dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die  Gruppe  eine  Differentialgleichung 
von  der  Form  (3')  invariant  lässt,  in  welcher  die  Function  a  ver- 
schwindet, eine  Differentialgleichung  also,  deren  Lösungen  sämmtlich 
von  y  frei  sind;  denn  nur  unter  dieser  Voraussetzung  lässt  die  Gruppe 
diejenige  Schaar  von  oo'^  Element -ilf^  invariant,  welche  von  allen 
Punkten  der  Ebene  rr,  z  gebildet  wird.  — 

Dem  Satze  1  können  wir  noch  eine  andere  Fassung  geben.  Die 
lineare  partielle  Differentialgleichung: 

(3)  ^{x,,,y)^+y  (^,  ,,  y)  |/  +  ^  (^,  ,,  2,)  g  =  0 

und  das  simultane  System: 

ra\  äx  dz  dy 

sind  nämlich  mit  einander  invariant  verknüpft,  das  heisst,  jede  Trans- 
formation in  den  Veränderlichen  x^  z,  y,  welche  (3)  invariant  lässt, 
lässt  auch  (6)  invariant  und  umgekehrt.  Folglich  können  wir  auch 
sagen: 

Satz  2.     Soll  eine  r-gliedrige  Gruppe: 

B4=  Ux,  z,  y)  |{  +  Ux,  ,,  2/)|(  +  n..{x,  z,  y)^ 
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von  Berührungstransformationen   der  Ebene   x,  z   reäucihel  sein,   so  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  sie  ein  simtdtanes  System  von  der  Form: 

^„\  dx       dz  dij 

^  ^  «(^.  ^,y)       y  ■  «(^,  ^,  y)  ~~  |3(^',  ^,  y) 

invariant  lässt 

Endlich  wollen  wir  noch  den  Satz  beweisen: 
Satz  3.     Fine  irreducible  Gruppe: 

B,f=  i,{x,  ^^  y)li,  +  t.{x,  &,  2/)|^  +  n,{x,  z,  y)^^- 

von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z  Jässt  ausser  der  Gleichung: 
dz  —  ydx  =  0  Iceine  andere  Pfaffsche  Gleichung: 

l(x,  z,  y)  .  dx  +  v(x,  z,  ?/)  .  dz  +  ^(x,  z,  y)  .dy  ==^0 

invariant. 

Liesse  die  Gruppe  nämlich  die  beiden  von  einander  verschiedenen 
Pfaffschen  Gleichungen: 

dz  —  ydx  =  0,        Xdx  +  vdz  +  ^dy  ==  0 

invariant,   so   liesse    sie   auch  das  von  denselben  bestimmte   simultane 

System: 

dx  dz     dy 

II  y  .  ^  ^  i  ^  y  ,  V 

invariant  und  wäre  daher  nach  Satz  2  nicht  irreducibel,  was  mit  der 
Voraussetzung  des  zu  beweisenden  Satzes  in  Widerspruch  stände. 

§  98. 

Die  Grössen  x,  z,  y  haben  wir  bis  jetzt  immer  als  Coordinaten 
der  Linienelemente  in  der  Ebene  x,  s  aufgefasst,  wir  können  sie  aber 
auch  als  Punktcoordinaten  in  einem  dreifach  ausgedehnten  Räume 
deuten.  Das  wollen  wir  jetzt  thun  und  uns  zunächst  den  Zusammen- 
hang zwischen  diesen  beiden  verschiedenen  Auffassungen  klar  machen. 

Jedem  Linienelemente  der  Ebene  x,  z  entspricht  für  die  neue 
Auffassung  im  Räume  x,  z,  y  ein  Punkt.  Jeder  Element- ilfj  der 
Ebene  x,  z  entspricht  im  Räume  x,  z,  y  eine  die  Pfaffsche  Glei- 
chung: dz  —  ydx  =  0  befriedigende  Curve,  mag  nun  die  betreffende 
Element -üf^  aus  allen  Elementen  einer  Curve  oder  aus  allen  Elementen 
eines  Punktes  der  Ebene  x,  z  bestehen.  Umgekehrt  entspricht  jeder 
Curve  des  Raumes  x,  z,  y,  welche:  dz  —  ydx  =  0  befriedigt,  eine 
Element -iHfj  der  Ebene  x,  z.  Bezeichnen  wir  daher  jede  Curve  des 
Raumes  x,  z,  y,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  erfüllt, 
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als  eine  Integralcurve  dieser  Gleichung,  so  können  wir  sagen:  Die 
Element- 31^  der  Ebene  x^  z  'bilden  sich  im  Baume  Xj  s,  y  als  die  In- 
tegraJcurven  der  Ffaff sehen  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  ab  und  umgelcehrt 
(vgl.  S.  14). 

Die  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  ihrerseits  hat  für  den  Raum  x,  z,  y 
eine  sehr  einfache  geometrische  Bedeutung.  Sie  ordnet  nämlich  jedem 
der  oü^  Punkte  x^  z,  y  dieses  Raumes  oo^  Fortschreitungsrichtungen 
dx  :  dy  :  dz  zu^  welche  ein  ebenes  Büschel  bilden.  Der  Inbegriff  der 
so  definirten  oo^  Büschel  von  Richtungen  ist  augenscheinlich  das  voll- 
ständige geometrische  Bild  der  Pfaffschen  Gleichung:   dz  —  ydx  =  0. 

Eine  Curve  des  Raumes  x,  z,  y  befriedigt  daher  die  Pfaffsche 
Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  sie 
ist  eine  Integralcurve  dieser  Gleichung,  wenn  in  jedem  Punkte  der 
Curve  die  Richtung,  welche  von  der  zugehörigen  Tangente  der  Curve 
bestimmt  wird,  in  das  dem  Punkte  zugeordnete  Büschel  von  Richtungen 
hineinfällt. 

Andrerseits  stellt  eine  Berührungstransformation  der  Ebene  Xj  z 
im  Räume  x,  z,  y  eine  Punkttransformation  dar,  welche  den  Inbegriff' 
der  besprochenen  Büschel  von  Richtungen  invariant  lässt,  und  um- 
gekehrt entspricht  jeder  Punkttransformation  des  Raumes  x,  z,  ?/, 
welche  den  Inbegriff  dieser  Büschel  invariant  lässt,  eine  Berührungs- 
transformation der  Ebene  x,  z.  Jede  derartige  Punkttransformation 
des  Raumes  Xj  z,  y  führt  die  Integralcurven  der  Pfaffschen  Gleichung: 
dz  —  ydx  =  0  wieder  in  Integralcurven  über,  und  umgekehrt  ist  jede 
Punkttransformation  des  Raumes  x,  z,  y,  welche  die  Integralcurven 
von:  dz  —  ydx  =  0  wieder  in  Integralcurven  verwandelt,  das  Bild 
einer  Berührungstransformation  der  Ebene  x,  z  (vgl.  S.  15  f.). 

Eine  reducible  Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Ebene 
X,  z  erscheint  im  Räume  Xy  z,  y  als  eine  imprimitive  Gruppe  von 
Punkttransformationen;  sie  lässt  ja  eine  lineare  partielle  Differential- 
gleichung von  der  besonderen  Form: 

a  ^  -  +  ay-^^  _l-  /3— L  =  0 

dx    ^       ^  dz    ^    ^  oy 

oder,   was  auf  dasselbe  hinauskommt,   ein  simultanes  System  von  der 

Form: 

,„^  dx        dz  dy 

^  ^  o^(«,  ^,  y)  ~~  y  -  ^i^y  ^,  y)  ~~  ßi^,  ^,  y) 

invariant. 

Unser  Problem,  alle  irreducibeln  Gruppen  von  Berührungstrans- 
formationen der  Ebene  x,  z  zu  bestimmen,  lässt  sich  mithin  auch  so 
aussprechen:  es  sind  alle  Gruppen  von  Funicttransformationen  des  Baumes 
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Xy  Zy  y  aufmistellen,  ivelche  die  Pfaffsche  Gleichung:  ds  —  ydx  =  0,  nicht 
aber  ein  simidtanes  System  von  der  besonderen  Form  (7)  invariant  lassen. 
Die  zweite  dieser  beiden  Bedingungen  Hesse  sich  auch  so  ausdrücken: 
Es  soll  lieine  Schaar  von  oo^  Integralcurven  der  Gleichung:  d0  —  ydx  =  O 
bei  der  Gruppe  invariant  bleiben. 

Da  nach  Satz  3,  S.  393  eine  irreducible  Gruppe:  B^f  -  -  -  Brf  von 
Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z  nur  die  eine  Pfaffsche 
Gleichung:  dz  —  ydx  ==  0  invariant  lässt,  kann  man  leicht  erkennen, 
dass  jede  solche  Gruppe  als  Gruppe  von  Punkttransformationen  des 
Raumes  x,  z,  y  transitiv  ist.  Denn  wäre  sie  das  nicht,  so  gäbe  es 
unter  allen  Umständen  im  Räume  x,  z,  y  eine  Schaar  von  oo^  bei  der 
Gruppe  invarianten  Flächen:  il){x,  z,  y)  =  const.,  daraus  aber  würde 
folgen,  dass  bei  der  Gruppe  die  Pfaffsche  Gleichung:  dip=0  invariant 
bliebe,  welche  offenbar  von:  dz  —  ydx  =  0  verschieden  ist,  und  das 
ist  eben  nach  Satz  3  ausgeschlossen.     Also: 

Satz  4.     Jede  irreducible  Gruppe: 

B.f=  U^,  z,  y)^  +  l,(x,  z,  y)^^  +  r\,(x,  z,  y)^ 

(X  =  1  .  •  .  r) 

von  Berührungstransformationen  der  Ebene  Xy  z  ist,  als  Gruppe  von 
FunUtransformationen  des  Baumes  x^  z,  y  aufgefasst,  transitiv. 

§  99. 
Es  seien  wiederum: 

B,f=  iy.{x,  z,  y)^  +  t,{x,  s,  y)Yz+  VyX^,  ^;  y)j^ 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
von  Berührungstransformationen  der  Ebene  Xj  z. 

Da  es  uns  nur  um  die  irreducibeln  Gruppen  zu  thun  ist  und  da 
nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  jede  irreducible  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen der  Ebene  Xj  z  als  Gruppe  des  Raumes 
X,  z,  y  transitiv  sein  muss,  so  wollen  wir  noch  die  besondere  Voraus- 
setzung machen,  dass  die  Gruppe:  B^f  -  •  •  Brf  als  Gruppe  des  Baumes 
X,  Zj  y  transitiv  ist.  Es  wird  dann  zu  untersuchen  sein,  unter  welchen 
Bedingungen  diese  Gruppe  B^f-'-Brf  zu  gleicher  Zeit  irreducibel  ist. 

Wir  betrachten  für  einen  Augenblick  x,  z,  y  als  Functionen  einer 
Hülfsveränderlichen  t,  welche  bei  unsrer  Gruppe  nicht  transformirt 
wird,  und  erweitern  die  Gruppe  durch  Mitnahme  der  Differential- 
quotienten : 
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Auf  diese  Weise  erhalten  wir  (vgl.  Abschnitt  I^  S.  524  f.)  in  den  Ver- 
änderlichen X,  y,  Zy  Xj  i/,  z'  eine  neue  r-gliedrige  Gruppe  mit  den 
r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

(x  =  l...r), 

WO  zur  Abkürzung  %'y.  für 

cx     '        dz     ^    ^    dy 

geschrieben  ist,  während  t,y,,  rjy,  entsprechende  Bedeutungen  haben. 

Man  kann  x\  z' y  y'  als  homogene  Coordinaten  der  durch  den 
Punkt  Xy  Sy  y  gehenden  Richtungen  auffassen  und  demnach  die  sechs 
Grössen  Xy  Zy  y,  x\  z\  y'  als  Bestimmungsstücke  der  Linienelemente 
des  Raumes  Xy  Zy  y  (a.  a.  0.  S.  525).  Für  diese  Auffassung  giebt  die 
Gruppe:  B^f  -  •  •  Brf  an,  in  welcher  Weise  die  Linienelemente  des 
Raumes  x,  z,  y  von  der  Gruppe:  I^^/*- •  •  I?^/"  trausformirt  werden. 

Ob  man  übrigens  die  Grössen:  Xy  z,  yy  x  y  z  y  y  oder  die  Grössen: 
Xy  Zy  yy  clXy  clz,  dy  als  Coordinaten  der  Linienelemente  des  Raumes 
Xy  Zy  y  betrachtet,  das  ist  ganz  gleichgültig;  die  Gruppe:  B-^'f-  •  •  B/f 
transformirt  ja  augenscheinlich  Xy  Zy  y,  x  y  z  y  y'  genau  so,  wie  die 
Gruppe:  B^f"-Brf  die  Grössen  x,  Zy  yy  dXy  dZy  dy.  Da  nun  B^f--- 
Brf  als  Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  Xy  z  die 
Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  ydx  ==  0  invariant  lässt,  so  leuchtet  ein, 
dass  bei  der  erweiterten  Gruppe:  B^f  -  •  •  B/f  die  Gleichung: 

z'  —  y  .  x'  =  0 
invariant  bleibt. 

Jetzt  denken  wir  uns  in  den  Byf  die  ^y,  t,xy  rjy  nach  Potenzen 
von  X  —  a?o,  z  —  z^y  y  —  ^q  entwickelt,  unter  x^-^y  z^y  y^  einen  Punkt 
von  allgemeiner  Lage  verstanden,  also  einen,  für  welchen  sich  die 
ix)  iy.i  Vy-  regulär  verhalten  (Abschnitt  I,  S.  118)  und  welcher  ausser- 
dem weder  selbst  bei  der  Gruppe:  B^f  -  -  -Brf  invariant  bleibt,  noch 
auf  einer  invarianten  Curve  oder  invarianten  Fläche  des  Raumes  x,  Zyy 
liegt.  Derartige  Punkte  x^y  z^y  y^  giebt  es  sicher,  da  B^f--'Brf  nach 
Voraussetzung  als  Gruppe  des  Raumes  x,  Zy  y  transitiv  ist. 

Unter  den  infinitesimalen  Transformationen:  e^B^f-\r  •  •  •  +  ^rBrf 
betrachten  wir  insbesondere  die,  welche  den  Punkt  x^y  z^y  y^  invariant 
lassen,  oder  mit  andern  Worten  die,  in  deren  Reihenentwickelungen 
nach  x  —  Xq,  z  —  z^y  y  —  yQ  nur  Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung 
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auftreten.  Solcher  Transformationen  enthält  die  Gruppe:  B^f  •  -  -  Brf 
wegen  ihrer  Transitivität  gerade  r  —  3  unabhängige  (s.  Abschnitt  T, 
S.  217),  etwa  die  nachstehenden: 

^j'  '~^j  dx  "t"  ö;  dz  "T"  ^^  dy 

0  =  1.  .  .r  — 3), 

WO  zum  Beispiel  ij  bei  AVeglassung  der  Glieder  zweiter  und  höherer 
Ordnung  die  Form  hat: 

h  =  «;i(^  -  ^o)  +  «;2(^  -  ^o)  +  «i3 (2/  —  2/ü)  H 1 

während  y  und  t)y  ähnlich  gebildet  sind.  Natürlich  erzeugen  ^J--- 
Br—if  eine  {r  —  3)-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  B^f  -  -  -  Brf. 

Indem  wir  die  Bjf  ebenso  erweitern  wie  vorhin  die  By.fj  erhalten 
wir  r  —  3  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Gestalt: 

(;  =  1.  ..r-3), 

wo  zum  Beispiel  das  5/  folgendermassen  lautet: 

h  =  (%  +  •  •  -W  +  (^'j2  +  •  •  0^'  +  fe  +  •  •  •)?/'. 

Diese  Transformationen:  B//" •••  B^-s/"  gehören  selbstverständlich  der 
Gruppe:  B^f  -  ■  -  BJf  an  und  erzeugen  eine  (r — 3)-gliedrige  Unter- 
gruppe derselben,  eine  Untergruppe,  welche  den  Punkt  x^,  z^^  y^  in- 
variant lässt,  aber  die  Richtungen  dx  :  dz  :  dy  oder  x  :  z' :  y'  durch 
diesen  Punkt  unter  einander  vertauscht.  Um  zu  erfahren,  in  welcher 
Weise  die  betreffenden  Richtungen  unter  einander  vertauscht  werden, 
brauchen  wir  nur  (Abschn.  I,  S.  600)  in  den  B//'  an  Stelle  von  x,  y,  0 
bezüglich  x^^,  y^,  z^  einzusetzen;  dann  bekommen  wir  r— 3  infinitesi- 
male Transformationen: 

^/==  (ajix+aj2z'  +  aßy')^  +  {cj^x'  +  Cj2z'  +  cjzy')^  + 

7]  f 

+  {hjix  +  hj^z'  -]r  hiy')^ 

0-  =  l...r-3), 

welche  die  Richtungen  durch  Xq,  Zq,  y^  genau  so  transformiren  wie 
B//"-  •  •  Br—sf  und  welche  ihrerseits  eine  Gruppe  erzeugen,  allerdings 
im  Allgemeinen  keine  (r  —  3)  -  gliedrige,  da  sie  nicht  von  einander 
unabhängig  zu  sein  brauchen. 

Wir  erinnern  daran  (s.  Abschn.  I,  §  149,  S.  599 ff.),  dass  ^J"  ■ 
'^r—sf  durch  die  Glieder  erster  Ordnung  in  den  Reihenentwickelungen 
der  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe:  Bj^/'-'-B^-s/' bestimmt 
sind.  Man  erkennt  übrigens  auch  unmittelbar,  dass  dem  so  ist,  denn 
man  erhält  augenscheinlich  die  infinitesimalen  Transformationen:  ^i/*-- 
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'iSr-äf,   wenu   man  in   B^^f-  •  •  Br-sf  alle  Glieder  zweiter  und  höherer 
Ordnung  weglässt  und  ausserdem  für: 


d£      df_      a/ 

dx  ^       dz  ^      dy 


bezüglich  schreibt: 

'       ^       IL       IL 

^y    ^y    yy     dx'      dz'     dy' 

Zugleich  erkennt  man,  dass  umgekehrt  die  Glieder  erster  Ordnung  iu 
der  Reihenentwickelung  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 
der  Gruppe  B-^f  -  -  -  By-zf  durch  die  infinitesimalen  Transformationen: 
^if'-'  ^r-sf  bestimmt  sind. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  für  die  Gruppe:  ^j^f-  -  -  ^r-sf  die 
Benennung  (3  einführen. 

Nach  Seite  394  ordnet  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0 
jedem  Punkte  des  Raumes  x^  z,  y  ein  ebenes  Büschel  von  oo^  hindurch- 
gehenden Richtungen:  dx:  dz  \  dy  oder:  x  :  z  :  y'  zu  und  der  Inbegrifi^ 
aller  dieser  Büschel  bleibt  invariant  bei  jeder  Punkttransformation  des 
Raumes  Xy  z,  y,  welche  eine  Berührungstransformation  der  Ebene  Xj  z 
ist.  Hieraus  folgt,  dass  jede  Berührungstransformation  der  Ebene  x,  Zy 
welche  den  Punkt  r^o,  z^^  y^  des  Raumes  x^  z^  y  invariant  lässt,  auch 
das  diesem  Punkte  zugeordnete  Büschel  von  oo^  Richtungen:  x':y':z' 
festhält.  Mithin  bleibt  dieses  Büschel  bei  der  Gruppe:  B^f  -  •  •  BA-s/" 
und  ebenso  bei  der  Gruppe  %  invariant;  die  oo^  Richtungen  des 
Büschels  dagegen  werden  von  beiden  Gruppen  transformirt. 

Das  dem  Punkte  x^^  Zqj  «/o  zugeordnete  Büschel  von  Richtungen 
wird  durch  die  Gleichung:  z' — y^  .  x  =  0  dargestellt,  wir  können 
daher  x'  und  y'  als  homogene  Coordinaten  der  Richtungen  dieses 
Büschels  benutzen.  Da  nun  das  Büschel  bei  der  Gruppe  (3  invariant 
bleibt,  so  lässt  sich  sofort  angeben,  in  vrelcher  Weise  seine  oo^ 
Richtungen  von  dieser  Gruppe  transformirt  werden.  Wir  brauchen 
nämlich  blos  (s.  Abschnitt  I,  S.  233  f.)  aus  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen  S3i/"*--S3/'_3/' von  @  die  Glieder  mit  -ö4  wegzulassen  und 
in  den  übrigen  Gliedern  die  Substitution:  z' =  yQ  .  x'  zu  machen,  dann 
bekommen  wir  in  x'j  y'  r — 3  verkürzte  infinitesimale  Transformationen: 

%f=-  fei  +  ^0%)^'  +  (^r^y')f^  +  ((^^1  +  2/oM^'  +  '^j^y)^ 

(^•  =  l...r-3), 

welche  ihrerseits  eine  Gruppe  erzeugen  und  welche  die  Richtungen  des 
besprochenen  Büschels  genau  so  transformiren  wie  ^^f  -  -  -  ^r—if  und 
also  auch  wie:  B//"-  •  •  ByLs/". 
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Die  Gruppe:  ^i/*- •  •  33/— 3/",  welche  wir  kurz  mit  (^  bezeichnen 
wollen,  ist  eine  Untergruppe  der  allgemeinen  linearen  homogenen 
Gruppe  einer  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  und  hat  daher 
höchstens  vier  Parameter.  Ist  sie  viergliedrig,  so  transformirt  sie 
nach  Abschnitt  I,  S.  557  f.  die  00^  Richtungen  x'  :  y'  unsres  Büschels 
durch  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  und  lässt  daher  keine  Richtung  x  :  y'  stehen. 

Ist  die  Gruppe  @  dreigliedrig,  so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
Entweder  nämlich  enthält  sie  die  infinitesimale  Transformation: 

d x   "^    ^    dy  ' 

welche  alle  00^  Richtungen  x  -.  y'  in  Ruhe  lässt^  oder  sie  enthält  diese 
Transformation  nicht. 

Im  zweiten  der  beiden  Fälle  giebt  es  in  %  offenbar  drei  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  von  der  Gestalt: 


X    ~T    +    X(X      o^  +  ^/  7^  ) 

oy     '   \  ox         ^  oy / 

^df  rdf       .  f      r    df       ,  .   Cf\ 

'  s  '  —  y  ^  '  +  ^( ^  c^  '  +  V  -  ' ) 

ox         ^  oy     '  «^  \  dx     ^    '^  cy  J 
^df    ,       (   >  df    ,      rdf\ 

yj^'  +  '^V'dx'  +  yw) 


hier  aber  sind  die  Constanten  k,  ^j  v  alle  drei  gleich  Null,  wie  man 
sich  durch  paarweise  Combination  der  drei  infinitesimalen  Transfor- 
mationen sofort  überzeugt,  folglich  ist  ^  in  diesem  Falle  nichts 
anderes  als  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  der  zweifach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  und  transformirt  die  cx)^  Richtungen  x' :  y' 
durch  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit.  Eine  bei  Ö  invariante  Richtung  x' :  y'  giebt  es 
demnach  nicht. 

Im   ersten   der  beiden  Fälle   enthält  %  drei   unabhängige   infini- 
tesimale Transformationen  von  der  Form: 

Yf=  X  ^  4-  y  ^ 
'  öx     ^    "^  cy 

wo  Y-^f  und  Y^f  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  angehören 
und  für  sich  offenbar  eine  zweigliedrige  Gruppe  erzeugen.    Daher  können 
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wir  uns  nach  Abschnitt  I,  S.  592  die  infinitesimalen  Transformationen: 
Y^f  und  Y^f  von  vornherein  so  gewählt  denken,  dass  eine  Relation 
von  der  Form: 

besteht.  Weil  nun  Yf  die  Richtungen:  x  :  y'  alle  stehen  lässt,  so 
transformirt  @  diese  Richtungen  blos  zweigliedrig  und  zwar  genau 
so,  wie  die  zweigliedrige  Gruppe:  Y^f,  Y^f'^  auf  diese  letztere  aber 
können  wir  den  Satz  4  auf  S.  589  des  Abschnitts  I  anwenden,  nach 
welchem  sie  jedenfalls  eine  Richtung:  x  :  y'  in  Ruhe  lässt,  und  wir 
erkennen  so,  dass  es  in  dem  vorliegenden  Falle  auch  sicher  eine  bei 
der  Gruppe  @  invariante  Richtung  giebt. 

Enthält  endlich  die  Gruppe  @  blos  zwei  oder  noch  weniger  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen,  so  überzeugt  man  sich  in  ganz 
ähnlicher  Weise,  dass  sie  dann  immer  mindestens  eine  Richtung  x' :  y' 
festhält. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  es  nur  zwei  Fälle  giebt,  in  denen  die 
Gruppe  @  keine  Richtung  des  zum  Punkte  x^^  0qj  yQ  gehörigen  Büschels 
stehen  lässt:  in  dem  einen  Falle  ist  (3  die  allgemeine,  in  dem  andern 
ist  es  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  der  zweifach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit. 

Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  das  Vorhandensein  oder  Nicht- 
vorhandensein einer  bei  (3  invarianten  Richtung  darüber  entscheidet, 
ob  die  Gruppe:  BJ'--'Brf  von  Berührungstransformationen  der  Ebene 
Xy  3  reducibel  ist  oder  nicht. 

Es  sei:  x^ :  y^  eine  Richtung  des  Büschels:  s' —  y^x  =  0,  welche 
bei  ^  und  also  auch  bei  %  in  Ruhe  bleibt.  Mit  dem  Punkte  x^y  0^,  2/0 
zusammen  bildet  dann  diese  Richtung  ein  Linienelement  des  Raumes 
Xj  Zj  y,  welches  bei  der  (r  —  3) - gliedrigen  Gruppe:  B^' f'-Sr-sf  seine 
Lage  behält,  denn  diese  Gruppe  lässt  den  Punkt  X(^j  0q,  y^  stehen  und 
transformirt  die  hindurchgehenden  Richtungen  genau  so,  wie  die 
Gruppe  %.  Nun  aber  enthält  die  r-gliedrige  Gruppe:  B^'f-'-B/f 
augenscheinlich  keine  von:  B//*-  •  •  Br-^f  unabhängige  infinitesimale 
Transformation,  welche  den  Punkt  x^,  Sq,  2/0?  "^^  ^^^^  ^^^^  keine 
derartige  Transformation,  welche  das  besprochene  Linienelement  in- 
variant lässt,  folglich  nimmt  dieses  Linienelement  nach  Abschnitt  I, 
Theorem  85,  S.  483  bei  allen  00 '^  Transformationen  der  Gruppe: 
Blf'-'Brf  im  Räume  x,  z^  y  gerade  00^  verschiedene  Lagen  an, 
deren  Inbegriff  sich  dieser  Gruppe  gegenüber  invariant  verhält.  Da 
ausserdem  die  Gruppe  B^f  •  •  -  Brf  die  Punkte  des  Raumes  x,  z,  y 
transitiv  transformirt  und   x^y  Zq,  2/0   ^in  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
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ist,  so  leuchtet  ein,  dass  von  den  so  erhaltenen  oo^  Linienelementen 
ZQ  jedem  der  oo^  Punkte  des  Raumes  x^  z,  y  eines  gehört.  Endlich 
ist  auch  noch  daran  zu  erinnern,  dass  die  Gruppe:  B^f  •  •  •  JBrf  die 
Gleichung:  z'  —  yx^=0  invariant  lässt  und  dass  in  Folge  dessen 
jedes  der  bewussten  oo^  Linienelemente  ebenso  wie  das  durch  den 
Punkt  Xq,  0q,  ^y  gehende  die  Gleichung:  0'  —  yx  =  0  erfüllt.  Unsere 
bei  der  Gruppe:  B^f---Brf  invariante  Schaar  von  00^  Linienelementen 
kann  demnach  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

dargestellt  werden. 

Damit  ist  bewiesen:  Wenn  die  oben  definirte  Gruppe  ^  eine 
Richtung  x' :  y'  invariant  lässt,  so  giebt  es  eine  Schaar  von  00^ 
Linienelementen  x,  0,  y,  x  :  z  :  y'  des  Raumes,  welche  durch  Glei- 
chungen von  der  Form  (8)  dargestellt  wird  und  welche  bei  der  Gruppe: 
J?//- ••  jB//'  invariant  bleibt.  Hieraus  aber  folgt  sogleich,  dass  die 
Gruppe:  B^f-'-Brf  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  Xj  z 
ein  simultanes  System  von  der  Form: 

cc{x,  z,  y)  "~  y  .  cc{x,  z,  y)  ~  ß{x',~z7y'j 

invariant  lässt,  mit  andern  Worten,  dass  sie  redacibel  ist  (s.  Satz  2, 
S.  392). 

Ist  umgekehrt  die  Gruppe:  B^f'--Brf  eine  reducible  Gruppe  von 
Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z,  so  lässt  sie  nach  Satz  2, 
S.  392  ein  simultanes  System  von  der  Form  (9)  invariant.  Folglich 
stellen  die  Gleichungen  (8)  eine  Schaar  von  00^  Linienelementen  dar, 
welche  bei  der  zugehörigen  erweiterten  Gruppe:  B^f-"BJf  invariant 
bleibt.  Ist  nun  x^,  s^,  y^  wieder  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  so 
definiren  die  Gleichungen: 

x  =  x^,    0  =  ^0,    2/ =  2/0;  "^  '' 


o^(^o,  ^0,  2/0)  2/0  •  o^(^o,  ^0,  2/0)  ^(^0.  ^0,  2/0) 

augenscheinlich  ein  durch  den  Punkt  x^,  z^,  y^  gehendes  Linien- 
element, welches  bei  der  Gruppe  B^f-Sr-^f  invariant  bleibt;  zugleich 
ist  klar,  dass  dieses  Linienelement,  welches  offenbar  dem  Büschel 
^'  — 2/o^j=0  angehört,  auch  bei  der  Gruppe  ^  und  ebenso  bei  der 
Gruppe  %  seine  Lage  behält. 

Aus  alledem  geht  hervor,  dass  unsre  r-gliedrige  Gruppe:  B^f-  -  - 
Brf  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  3  dann  und  nur 
dann  irreducibel  ist,  wenn  die  zugehörige  auf  S.  398  f.  definirte  Gruppe 
@  keine  Richtung  x  :  y'  invariant  lässt. 
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Erinnern   wir  uns   endlicli   des   auf  S.  400   Gesagten,  so  können 
wir  das  o-efundene  Ergebniss  auch  folgendermassen  ausdrücken: 
Satz  5.     Ist  eine  r-gliedrige  Gruppe: 

B,f^  U^,  z,  y)l{  +  ly.{x,  z,  y)^-  +  \y.{x,  z,  y)^^ 

(X  =  1  •  •  •  r) 

von  Beriihnmgstransformationen  der  Ebene  x,  z  als  Gruppe  des  Ilaiimes 
X  0,  y  transitiv  und  soll  sie  zu  gleicher  Zeit  irreducihd  sein,  so  ist  noth- 
wmdig  und  hinreichend,  dass  die  zugehörige  Gruppe  (^  entweder  die  all- 
gemeine oder  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  in  x\  y'  ist,  dass  also 
@  eine  der  leiden  Formen: 


und: 
hesitzt. 


,df         ,cf  rd£         rdl 

^  IR^     ^  dx        y  dy'     y  dx 


§  100. 
Wir  beschränken  uns  jetzt  vorerst  auf  die  Betrachtung  einer  ein- 
zelnen infinitesimalen  Berührungstransformation: 

Bf^  ^{x,  z,  ^)|^  +  iix,  z,  y)l[~  +  v{x,  z,  y)^j 

der  Ebene  x,  z.  Unter  x^,  z^,  2/o  verstehen  wir  ein  beliebiges  Werth- 
system,  in  dessen  Umgebung  sich  ^,  t,  n  regulär  verhalten;  überhaupt 
werden  ja  nur  solche  Werthsysteme  betrachtet. 

Wir  versuchen  zunächst  durch  eine  Berührungstransformation  der 
Ebene  x,  z  solche  neue  Veränderliche  x,  'z,  y  einzuführen,  dass  das 
Werthsystem:  x  =  x^,  z==z^,  2/==2/o  i^*  ^=^^  ^  =  ^'  ^==^  ^^^®^'' 
geht.     Zu  dem  Ende  setzen  wir: 

x  =  ax  +  ßz  +  ^,     z  =  yx  +  Ö0  +  V, 
wo  cc,  ß,  y,  d,  ^,  V  Constanten  bezeichnen  und  wo  natürlich:  ad  —  ßy 
nicht  verschwinden  darf.    Wir  müssen  dann  vor  allen  Dingen  noch  y 
derart   als  Function  von  x,  z,  y  bestimmen,   dass  eine  Gleichung  von 

der  Form:  _ 

dz  —  ydx  =  Q{d0  —  ydx) 

besteht.     Dabei  ergiebt  sich: 

{y  —  aij)dx  +  (ä  —  ßij)dz  =  Q{dz  —  ydx), 

also  wird: 

Q  =  d  —  ßy,     —Qy  =  y  —  ay 

und  mithin: 
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(10) 


ax  -\-  ßs  -{-  y.,         z  =  yx  -\-  8z  -{-  V 
y  +  8y 


y         a-^^y 


eine  Berührungstransformation  und  zwar  eine  erweiterte  Punkttrans- 
formation der  Ebene  Xj  z  darstellen.  Die  sechs  Constanten  a,  /3  •  •  • 
lassen  sich  nun  leicht  so  bestimmen,  dass  x,  z^  y  für  x  =  s  =  y  =  0 
bezüglich  die  Werthe  x^,  Bq^  y^  annehm en^  wir  brauchen  nämlich  blos 
II  ■=  Xq,  V  =  ^0,  ay^  =  y  zu.  machen,  was  sich  immer  erreichen  lässt, 
ohne  dass  ad — ßy  gleich  Null  wird. 

Sind  a,  ß,  y,  d,  ft,  v  in  der  angegebenen  Weise  gewählt,  so 
werden  offenbar  Xj  z,  y  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x,  s,  y,  und 
umgekehrt  werden  x^  0^  y  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  Xq, 
z  —  ^Q,  y  —  2/o-  Pöhren  wir  daher  vermöge  der  Berührungstransfor- 
mation (10)  in  Bf  die  neuen  Veränderlichen  x^  ^,  y  ein,  so  ist  die 
Berührungstransformation : 

!?/•=  lix,  z,  y)  g  +  i{x,  z,  y)^  +  \)(x,  .,  j/) #  =  Bf 

der  Ebene  x^  z,  welche  wir  auf  diese  Weise  erhalten  (s.  Theorem  45, 
S.  276),  so  beschaffen,  dass  sich  je,  5,  \)  in  der  Umgebung  von:  x  = 
z  ==  y  =>  0  regulär  verhalten.  Zugleich  ergiebt  sich  noch  auf  Grund 
von  Abschn.  I,  S.  196  f.:  Beginnt  die  Reihenentwickelung  von  Bf  nach 
Potenzen  von  x  —  Xq,  z  —  Zq,  y  —  y^  mit  Gliedern  m-ter  Ordnung,  so 
beginnt  die  Reihenentwickelung  von  Bf  nach  Potenzen  von  x,  z,  y 
ebenfalls  mit  Gliedern  m-ter  Ordnung. 

Wissen  wir  daher,  dass  eine  oder  mehrere  infinitesimale  Beriihrungs- 
transformationen : 

BJ=  Ux,  z,  y)^  +  U^,  z,  y)^  +  n.ix,  z,  y)^^ 

der  Ebene  x,  z  sich  in  der  Umgehung  des  Werthsystems :  x  =  x^,  z^=z^, 
y  =  yQ  regiäär  verhaltefn,  so  Iwnnen  wir  ohne  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit annehmen,  dass  Xo  =  ZQ==y(^  =  0  ist.  Li  diesem  Kapitel  betrachten 
wir  in  Folge  dessen  nur  solche  Gruppen  B^f-'Brf,  deren  infinitesimale 
Transformationen  sich  in  der  Umgebung  des  Werthsystems  x  =  y  =  z  =  0 
regtdär  verhalten. 

Wir   gehen  jetzt   dazu   über,   die   Glieder  niedrigster  Ordnung   in 
der   Reihenent Wickelung   einer   beliebigen   infinitesimalen   Berührungs- 

26* 
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transformation  der  Ebene  x,  z  wirklich  aufzustellen.  Dabei  können 
wir  uns  dem  eben  Gesagten  zu  Folge  auf  Reihenentwickelungen  nach 
Potenzen  von  x^  z^  y  beschränken. 

Nach  Theorem  39,  S.  253  ist  jede  infinitesimale  Berührungstrans- 
formatiou: 

der  Ebene  x^  z  durch  ihre  charakteristische  Function  Wix^  z,  y)  voll- 
ständig bestimmt,  denn  es  ist: 

Da  sich  hieraus  ergiebt: 

W=yl-i, 

so  verhält  sich  W  offenbar  stets  gleichzeitig  mit  l,  ri,  t,  in  der  Umgehung 
^Q^^.  ^  ^^  ^  ^^  y  ^^  0  regulär.  Wir  können  uns  daher  auf  den  Fall 
beschränken,  dass  W  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x,  y,  z  ist: 

W  =  Ä  +  Bx  +  Cy  +  Dz  +  Ex^  +  Fxy  + 
+  Gtf  +  Hxz  +  Jyz  +  Kz'-\ . 

Jedes  Glied  w-ter  Ordnung  in  dem  Ausdrucke  für  W  beeinflusst 
in  den  entsprechenden  Reihenentwickelungen  von  |  und  rj  die  Glieder 
(^_l)-ter  und  m-ter  Ordnung,  in  der  Entwickelang  von  ?  dagegen 
blos  die  Glieder  m-ter  Ordnung.  Wollen  wir  daher  eine  Uebersicht 
darüber  gewinnen,  mit  welchen  Gliedern  nullter  und  erster  Ordnung 
die  Reihenentwickelung  einer  infinitesimalen  Berührungstransformation 
in  der  Umgebung  von  x  =  y  ==  z  =  0  beginnen  kann,  so  haben  wir 
nur  für  W  eine  allgemeine  ganze  Function  zweiten  Grades  von  x^  y,  z 
einzusetzen  und  die  zugehörigen  Werthe  von  J,  t^,  J  zu  berechnen. 
Genau  dasselbe  erreichen  wir  nun  aber  bequemer,  wenn  wir  der 
charakteristischen  Function  W  der  Reihe  nach  die  Werthe: 

1,  X,  y,  z,  x\  xy,  y\  xz,  yz,  z^ 

ertheilen  und  die  entsprechenden  infinitesimalen  Berührungstransfor- 
mationen ^f  uns  aufschreiben.     Mit  Benutzung  der  Abkürzungen: 

df  dl__  IL  —  r 

ä¥==-^'      dy"^'      dz—'^ 

welche  wir  von  jetzt  ab  regelmässig  anwenden  wollen,  erhalten  wir 
dann  die  folgende  Tafel: 
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(11) 


w 

Bf 

W 

Bf 

-1 

r 

xy 

xp  —  yq 

—  X 

(l  +  xr 

f 

2yp  +  yh' 

y 

P 

—  xz 

{2  +  xy)q-{-  xzr 

—  ^ 

yq  +  ^r 

yz 

zp  -  t/q 

-X^ 

2xq  -\-  x'r 

—  0" 

2yzq  +  z^r 

Aus  derselben  können  wir  sofort  ablesen,  was  für  Glieder  von  nullter 
und  erster  Ordnung  in  x,  y,  z  in  der  Reihenentwickelung  einer  belie- 
bigen infinitesimalen  Berührungstransformation  auftreten  können.  Ins- 
besondere ist  klar,  dass  eine  infinitesimale  Berührungstransformation, 
welche  nur  Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung  in  x,  y,  z  enthält, 
nothwendig  die  Form  besitzt: 
l.xq  +  ^{xp  —  yq)-{-v.  yp  -f-  7t{yq  -\-  zr) -{-  q  .  zp  +  6  .  zq -^ , 

vfo  l,  ^j  V,  Tt^  Q^  a  Constanten  bezeichnen  und  wo  die  weggelassenen 
Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnuuoj  sind. 


Hieran  knüpfen  wir  noch  eine  Bemerkung,  welche  im  Folgenden 
bei  einigen  Gelegenheiten  wichtige  Anwendung  finden  wird. 

Es  seien  ^/"und  Bf  zwei  infinitesimale  Berührungstransformationen 
der  Ebene  x^  z  und  ihre  charakteristischen  Functionen  seien  bezüglich 
U(x,  y,  z)  und  F(a;,  y,  z).  Dann  ist  nach  Theorem  44,  S.  275  auch 
ÄBf~BAf  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  der  Ebene 
x,  z  und  zwar  eine  mit  der  charakteristischen  Function: 


dy  \dx  ~^  ^  dz 


)  -  dy\jx  +  ycz)  -^JI  +  ^JI- 


Wir  bemerken  nun,  dass  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  in  der  Reihen- 
entwickelung von  P  nach  Potenzen  von  x,  y,_  z  im  Allgemeinen  durch 
die  Glieder  niedrigster  Ordnung  in  den  Reihenentwickelungen  von  ü 
und  V  bestimmt  sind.  Beginnen  nämlich  U  und  V  bezüglich  mit 
Gliedern  ft-ter  und  iz-ter  Ordnung: 


U=a.+ 


V=ßr  + 


so  fängt  ß  mit  einem  Gliede   (^  +  v  —  2)-ter  Ordnung  an,   welches 
die  Form: 

dy    dx  dx   dy 

besitzt.     Dieser  Umstand  giebt  zuweilen  über  die  Form  der  infinitesi- 
malen Berührungstransformation  ABf—BAf  genaueren  Aufschluss, 
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als  die  direkte  Berechnung  der  Glieder  niedrigster  Ordnung  von 
ÄBf—BÄf  aus  den  Gliedern  niedrigster  Ordnung  von  Äf  und  Bf 
(s.  Abschnitt  I,  S.  193). 

Im  Folgenden  werden  wir  übrigens  wie  im  ersten  Abschnitt  für 
den  Ausdruck:  ABf — BÄf  die  Abkürzung  (AB)  anwenden.  Man 
überzeugt  sich  leicht,  dass  diese  Art  der  Abkürzung  nur  ein  besonderer 
Fall  des  Symbols  {q)ip)xp  ist.  Jede  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mation: 

jB/'=  ^{x,  y,  z)i)  +  7]{x,  y,  z)q  +  ^(.^•,  y,  z)r 

der  Ebene  x^  z  ist  ja  zugleich  eine  infinitesimale  Punkttransformation 
des  Raumes  x.  y,  z  und  lässt  sich  daher  auch  als  eine  infinitesimale 
homogene  Berührungstransformation  in  den  Veränderlichen  Xj  y,  z^ 
Pj  c[,  r  auffassen. 

§  101. 

Nunmehr  wenden  wir  uns  wieder  zur  Untersuchung  der  irreducihehi 
Gruppen  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  Xy  z,  G  sei  eine 
derartige  Gruppe  und  zwar  eine  r-gliedrige,  erzeugt  von  den  r  unab- 
hängigen infinitesimalen  Berührungstransformationen: 

B,f=  %.,(x,  y,  z)-^  +  rjyX^,  y,  z)j^  +  i,{x,  y,  z)^    . 

Wir  denken  uns  die  infinitesimalen  Transformationen  von  G  in 
der  Umgebung  eines  Werthsystems  x^j  y^^  Zq  von  allgemeiner  Lage 
(vgl.  S.  396)  nach  Potenzen  von  x  —  x^,  y  —  yo,  ^  —  ^o  entwickelt. 
Dabei  dürfen  wir  aber  nach  S.  403  voraussetzen,  dass  x^^  y^,  z^  alle 
drei  gleich  Null  sind. 

Die  irreducible  Gruppe  G  von  Berührungstransformationen  der 
Ebene  x,  z  ist  als  Gruppe  des  Raumes  x,  y,  z  transitiv  (s.  S.  395), 
sie  enthält  daher  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  217,  Satz  5)  in  der  Umgebung 
von  X  =  y  =  z  =  0  drei  unabhängige  infinitesimale  Berührungstrans- 
formationen von  der  Form: 

Af  =  p  H .    Af==  (Z  H ;    Af=  r-{ , 

wo  die  weggelassenen  Glieder  in  Xj  y,  z  von  der  ersten  oder  von 
höherer  Ordnung  sind.  Nun  haben  die  charakteristischen  Functionen 
von  Af  und  Bfj  abgesehen  von  den  Potenzen  zweiter  und  höherer 
Ordnung,  die  Form: 

^i  =  2/  +  a^H ,      u.,  =  ~  x  +  hz-] , 

wie   man   aus    der    Tafel   (11),    S.  405  sofort  entnehmen   kann.     Die 
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charakteristische  Function  der  infinitesimalen  Berührungstransformation: 
j^^jij—  A.^ÄJ=  (^lA)  lautet  daher  nach  S.  405: 

oder  ausgerechnet: 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung  sind. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Glieder  nullter  Ordnung  von: 

A,A,f-  A,AJ=  {A,A,)  =  0^  +  .  .  • ,     g  +  •  •  •) 

die  Form:  r  +  ap  -\-  hq  besitzen,  dass  also  eine  Relation  von  der 
Form : 

(12)  (p  +  ---.     q  +  .--)  =  r  +  ap  +  hq  +  '-' 

besteht,  in  welcher  a  und  h  gewisse,  vorläufig  nicht  näher  bestimmbare 
Constanten  bezeichnen  und  in  welcher  die  weggelassenen  Glieder  sämmt- 
lich  von  erster  oder  von  höherer  Ordnung  in  x,  y,  z  sind.  Diese 
Formel,  die  natürlich  auch  für  reducible  Gruppen  gilt,  wird  uns  später 
wesentliche  Dienste  leisten. 

Die  Gruppe  G  enthält  r  —  3  uuabhängige  infinitesimale  Berührungs- 
transformationen, welche  das  Werthsystem:  x  =  y  =  z  =  ^  invariant 
lassen  und  eine  {r  —  3)-gliedrige  Untergruppe  erzeugen.  Wir  wollen 
diese  r  —  3  infinitesimalen  Transformationen  wie  auf  S.  397  mit  Bj/'--. 
B/.—s/*  bezeichnen. 

In  den  Reihenentwickelungen  der  infinitesimalen  Berührungstrans- 
formationen: B^/'-'-B^—s/'  kommen  nur  Glieder  von  erster  und  höherer 
Ordnung  in  o;,  y^  z  vor,  folglich  muss  (s.  S.  405)  die  allgemeine  infini- 
tesimale Transformation  der  Gruppe:  B^/*- •  •  B^—s/"  die  Form: 

^X  .xq+  ii{xp  —  yq)  +  v.  yp  +  7t{yq  -f  zr) 
(lo) 


+  Q  .zp-\-  6  .zq-\ 

besitzen,  wo  die  weggelassenen  Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnung 
in  o;,  y,  z  sind  und  wo  A,  ft,  v,  tc^  p,  6  von  der  besonderen  Beschaffen- 
heit der  Gruppe:  BJ-'-Br—^f  abhängen.  Nun  gehört  nach  S.  397  f.  zu 
der  Gruppe:  B^/'-  •  •  Br—^f  eine  gewisse  lineare  homogene  Gruppe  @, 
die  angiebt,  in  welcher  Weise  die  Richtungen  durch,  den  invarianten 
Punkt  x  =  y=z=0  von  der  Gruppe:  Bj /*•  •  •  B^— s/"  transformirt  werden, 
diese  letztere  als  eine  Gruppe  des  Raumes  x,  z,  y  aufgefasst.  Die 
allgemeine  infinitesimale  Transformation  von  (^  ist  durch  die  Glieder 
erster  Ordnung  in  den  Reihenentwickelungen  von  Bi/*---B;-_3/' bestimmt 
und  hat  daher  (s.  S.  397  f.)  die  Form: 
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(14) 

wo  p'j  q,  r'  für: 


d x  ^      d y  ^       dz 


geschrieben  ist  und  wo  l,  ^,  v,  Tt,  q,  ö  dieselben  Werthe  haben  wie 
in  dem  Ausdruck  (13). 

Die  Gruppe  (B  ihrerseits  lässt  das  Büschel  von  oo^  Richtungen: 
x' :  y' :  /  invariant,  welches  die  Pfaffsche  Gleichung:  ds  —  ydx  =  0 
dem  Punkte:  x  =  y  =  z  ==  0  im  Räume  x,  y,  z  zuordnet,  und  trans- 
formirt  die  cx)^  Richtungen  dieses  Büschels  durch  eine  gewisse  Gruppe  @. 
Berücksichtigen  wir,  dass  z'  =  0  die  Gleichung  des  betreffenden  Büschels 
ist,  und  wählen  wir  wie  auf  S.  398  x\  y'  als  homogene  Coordinaten 
der  Richtungen  des  Büschels,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  die  all- 
gemeine infinitesimale  Transformation  von  Ö5  die  Form: 
(15)  l.  x'q   +  li{x'p  —i/ii)  +  V  .  y'y  +  TT  .  y(i 

besitzt.      Hier  haben  A,  fi,  v,  %  dieselben  Werthe   wie   in   (14)   und 
in  (13). 

Nun  aber  soll  l\f  •  •  •  T^rf  als  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  x^  z  irreducibel  sein  und  dazu  ist  nach  S.  402 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Gruppe  ^  eine  der  beiden 
Formen: 

(51)  x\i,     xp—y'cL,     yp,    xp'+y'q 

und: 
(^)  oc''q,     x'p—y'q,     yY 

besitzt.     Aus    diesem   Umstände  können   wir    rückwärts    auf   die   ver- 
schiedenen Formen  schliessen,  welche  die  Gruppe  (3  haben  kann. 

Besitzt  (3  die  Form  (51),  so  stellt  der  Ausdruck  (15)  die  all- 
gemeine infinitesimale  Transformation  von  ^  dar,  sobald  man  in  ihm 
X,  ^,  Vj  7t  als  willkürliche  Parameter  betrachtet.  In  der  allgemeinen 
infinitesimalen  Transformation  (14)  von  (^  sind  demnach  A,  /^,  v,  it 
ebenfalls  willkürliche  Parameter.  Hieraus  folgt,  dass  ^  jedenfalls  vier 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

C,f=  x'q  -{-  a^sp'  +  ß.s'q 

aj=  x'p'  —  yq  +  ß,^^'  +  ß^z'q 

G^f^  vY  +  ^h^'p'  +  A^'^' 

0/=  x'p'  -f  y'q  +  2z'r'  +  a^z'p  +  Ä^'S'' 
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enthalten  muss,  wo  x'p'  +  ]j'q  +  2/r'  =  x'i^'  —  y'q  +  ^('UQ.'  +  ^'^'') 
an  Stelle  von  y'ci  -{- ^'r'  eingeführt  ist,  um  eine  gewisse  Gleich- 
berechtigung von  x'  uud  y'  zum  Ausdruck  zu  bringen.  Ausser  Cif--- 
CJ  kann  es  in  (^  möglicherweise  noch  infinitesimale  Transformationen 
von  der  Form: 

geben. 

Enthält  (S)  eine   infinitesimale  Transformation  von   der  Form  Bf, 
so  enthält  es  zu  gleicher  Zeit  die  Transformationen: 
{BC,)  =  l.z'(i,      {Ba^  =  ^.z'p' 
und  da  X  und  [i  nicht  beide  verschwinden  können,  so  enthält  es  sowohl 
z'p    als  z'q    und  hat  mithin  die  Form: 
(16)     xq,    xp—y'q,    y'p\    xp'+y'q-\-20'r',     z'p,    /q. 

Andrerseits    enthalte   (3  keine   infinitesimale   Transformation   von 
der  Form  Df.     In  diesem  Falle  ergiebt  sich  durch  Combiuation: 

{C,C,)  ==  x'p'—y'q+  ß.sY—  a.,s'q\ 
eine   Transformation,   welche   noth wendig   in   @   enthalten   sein    muss; 
da   es   nun   in   @   keine   Transformation   von   der   Form   J)f  giebt,    so 
schliessen   wir,   dass:    «2  =  A    ^^"^^    ft  =  —  «3    i^^   ^^^   ^^^^   ^^f  ^lie 
Form: 

C/=  (*•'  +  A/)p'  -  (y'  +  a.zyi 

besitzt.     Nunmehr  iänden  wir: 

(CiG,)  ==  -  2{x'  +  ß^s')q  +  a,z'p' 
{G,G,)  =  -  2fj/'  +  <x,z')p'  +  ß,g'a, 
also  ist:  c^^  =  /^g  =  0.     Endlich  wird: 

iafi,)  ==  -  ß.sY  +  a^z'q   -  a,zp'  +  /3,^'g' 
und  dieser  Ausdruck  muss  natürhch  verschwinden,  folglich  ist:  a^  =  —  ft 
und  ßj^=  —  «3 . 

•Die  Gruppe  @  hat  demnach  die  Form: 

{x+azy/,     {x+az')p'-{^y+ßnq,     (^' +  ^  >' 


(1^)     [       (^'  +  az')p'  +  (if  +  ßz')q  +  2/(r'  -  ap'  -  /3r/), 
wo  die  Constanten  a  und  /3  vollkommen  unbestimmt  bleiben. 

Nunmehr  ist  noch  zu  untersuchen,  wie  %  beschaffen  ist,  wenn  (^ 
die  Form  (35)  besitzt. 

In  diesem  Falle  findet  man  durch  Ueberlegungen,  welche  sich 
von  den  eben  angestellten  fast  gar  nicht  unterscheiden,  dass  (^  ent- 
weder die  Form: 


410  Kapitel  23,  §  101. 

(18)  {x'  +  us')q\     ix-+ci2')p'-(i,'+ßg')q',     (y'  +  ßz')p' 
besitzt  oder  die  Form: 

(19)  xq,     x'p—y'q,     yp',     z'p,     z'q. 

Damit  sind  alle  Formen  gefunden,  welche  %  haben  kann,  sobald 
B^f'  ■  '  Brf  eine  irreducible  Gruppe  von  Berührungstransformationen 
der  Ebene  x,  z  ist.  Zugleich  wissen  wir  aber  auch,  dass  umgekehrt 
die  Gruppe:  BJ'  •  •  •  Brf  stets  irreducibel  ist,  wenn  die  zugehörige 
Gruppe  %  eine  der  gefundenen  vier  Formen  (16)  bis  (19)  besitzt; 
denn  hat  (^  eine  dieser  Formen,  so  hat  %  entweder  die  Form  (51) 
oder  die  Form  (^)  und  daraus  folgt  nach  S.  402  die  Irreducibilität 
von  BJ'"Brf. 

Durch  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  (^  sind 
nach  S.  398  die  Glieder  erster  Ordnung  in  der  Reihenentwickelung 
der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe:  -Bi/"- •  • 
Br— 3/  vollständig  bestimmt,  so  dass  es  uns  möglich  ist,  die  verschie- 
denen Formen,  welche  diese  Glieder  erster  Ordnung  haben  können, 
alle  hinzuschreiben.  Solcher  Formen  giebt  es  natürlich  vier,  ent- 
sprechend den  vier  Formen  von  (5);  wir  finden  in  jedem  dieser  vier 
Fälle  die  betrefi'enden  Glieder  erster  Ordnung,  indem  wir  die  all- 
gemeine infinitesimale  Transformation  von  %  bilden  und  in  dieser 
überall  von  x\  y,  z'  die  Striche  weglassen. 

Nun  enthält  aber  die  Gruppe:  B^/"-  •  •  B^—s/"  alle  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe:  B^f-'-Brf,  deren  Reihenentwickelungen 
nach  Xy  y,  z  mit  Gliedern  erster  oder  höherer  Ordnung  beginnen,  mit 
andern  Worten,  sie  enthält  alle  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe:  B^f  -  •  •  Brf\  welche  in  den  rr,  7/,  z  von  erster  oder  höherer 
Ordnung  sind  (vgl.  über  diese  Ausdrucksweise:  Abschnitt  I,  S.  191). 
Kennen  wir  daher  die  Glieder  erster  Ordnung  in  der  Reihenentwickelung 
der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe:  Bi/"- •  • 
Br— 3/7  so  können  wir  ohne  Weiteres  angeben,  wieviele  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  von  erster  Ordnung  in  x^  y,  z  die 
Gruppe:  B^f-"Brf  enthält  und  wir  sind  auch  im  Stande  die  Anfangs- 
glieder in  den  Reihenentwickelungen  dieser  Transformationen  erster 
Ordnung  anzugeben. 

Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  über  die  P^orm,  welche  die  infini- 
tesimalen Transformationen  der  Gruppe:  B^f  •  -  -  Brf  haben  können. 
Folgendes: 

Theorem  65.  Soll  eine  r-gliedrige  Gruppe:  B^f-'-Brf  von 
Berühriingstransformationeyi  der  Ebene  x,  z  irreducibel  sein,  so 
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ist  notlitvendig  und  hinreichend'^')^  dass  sie  erstens  drei  iinah- 
hängige  infinitesimale  Transformationen  von  nullter  Ordnung 
in  x^  y,  0  enthält^  tvelche  die  Form.' 

P-^ ,      ^-\ y      ^^  H 

besitzen,  und  dass  sie  ausserdem  2iveitens  entiveder  drei  oder 
vier  oder  fünf  oder  sechs  solche  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  von  erster  Ordnung  in  x,  y,  z  enthält^  aus 
denen  sich  keine  Transformation  von  zweiter  oder  höherer 
Ordnung  linear  ableiten  lässt,  und  zwar  müssen  die  betreffen- 
den infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung  im  ersten 
Falle  die  Form: 

(I)     (x  +  az)q  +  -",  (x  +  az)iJ-(y  +  ßz)q+-',  (y  +  ßz)p  +  "' 
haben,  im  ziveiten  Falle  diese: 

{{x-\-az)q+--,  {x-\-az)p-{y  +  ßz)q-{--,  {y  +  ßz)p  +  "- 
(")      I  {x  +  az)p  +  {y  +  ßz)q  +  2z{r-av-ßq)-\--', 

im  dritten  Falle  diese: 

(III)     xq+'--,     xp  —  yq+'-',     yp+---,     2V+-",     2q+---, 
im  vierten  Falle  endlich  diese: 

'xq-{--'-,     xp~yq+'-',     yp+-'-,     zp+"-,     zq+--- 


^    [  xp  -\-  y<i-\-  ^^^  + 

tvo  jedesmal  die  iveggelassenen  Glieder  in  x,  y,  z  von  der  ziveiten 
oder  von  höherer  Ordnung  sind. 

Die  angegebenen  vier  Fälle  entsprechen  bezüglich  den  vier  Formen: 
(18),  (17),  (19),  (16)  der  Gruppe  %. 

Natürlich  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Gruppe  B^f---Brf 
ausser  den  hingeschriebenen  infinitesimalen  Transformationen  auch 
noch  solche  enthält,  deren  Reihenentwickelungen  nach  den  x,  y,  z  mit 
Gliedern  zweiter  oder  höherer  Ordnung  beginnen. 

Um  alle  irreducibeln  Gruppen  von  Berührungstransformationen 
der  Ebene  x,  z  zu  finden,  haben  wir  also  nach  einander  die  vier  ver- 


*)  Um   die    Sprache   zu   erleichtern,    beschränken   wir   uns    im   Texte   still- 
schweigend (vgl.  S.  403)  auf  Gruppen,  deren  infinitesimale  Transformationen: 

sich  nach  x,  y,  z  entwickeln  lassen;  ferner  setzen  wir  voraus,  dass  das  Werth- 
system  x  =  y  =  z  =  d  einen  Punkt  allgemeiner  Lage  (Abschnitt  I,  S.  203)  des 
Raumes  x,  y,  z  darstellt.  Um  eine  allgemeingültige  Fassung  des  Theorems  zu 
erhalten,  braucht  man  nur  statt  x,  y,  z  bezüglich  x  —  x^,,  y  —  y^-,  ^  —  ^o  ^^ 
schreiben  und  darnach  hinzuzufügen,  dass  Xq,  t/o»  -^o  einen  Punkt  allgemeiner  Lage 
bedeuten  soll. 
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schiedenen  Fälle  (I)  bis  (IV)  zu  behandeln.  Wir  wissen  zwar  noch 
nicht,  ob  jedem  dieser  vier  Fälle  wirklich  Gruppen  von  Berührungs- 
transformationen entsprechen,  das  aber  wissen  wir,  dass  jede  Gruppe 
von  Berührungstrausformationen,  welche  einem  der  vier  Fälle  ent- 
spricht, irreducibel  ist. 

§  102. 
Zuerst  suchen  wir  alle  Gruppen*)  von  Berührungstransformationen, 
welche  sechs  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

(20)  I  ^'  +  '"'     ^  +  '"^     '  +  ••• 

enthalten,  wozu  noch  gewisse  infinitesimale  Transformationen  von 
zweiter  und  höherer  Ordnung  in  x,  ?/,  z  treten  können,  während  in 
jeder  infinitesimalen  Transformation  erster  Ordnung  der  Gruppe  sich 
die  Glieder  erster  Ordnung  aus: 

{x+az)q,     {x  +  az)p  —  {y  +  ßz)q,     {y  +  ß£)p 

linear  ableiten  lassen  müssen.  Ausserdem  wissen  wir  bereits  (s.  S.  407), 
dass  eine  Relation  von  der  Form: 

(21)  {p-\ ,    ^  _j )  =  r+Xp  +  ^q-\ 

besteht,  in  welcher  alle  weggelassenen  Glieder  von  der  ersten  und  von 
höherer  Ordnung  in  x,  y,  z  sind. 

Unter  G  wollen  wir  ganz  allgemein  eine  solche  Gruppe  von 
Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z  verstehen,  welche  den 
gestellten  Anforderungen  genügt;  es  ist  dann  von  vornherein  sicher, 
dass  jede  Gruppe  G  —  wenn  überhaupt  eine  existirt  —  irreducibel  ist 
und  demzufolge  leine  andere  Ffaffsche  Gleichung  invariant  lässt  als  die 
bekannte:  dz  —  ydx  =  0. 

Zur  Abkürzung  führen  wir  durch  die  Transformation: 

(22)  X  =x-^  az, u'  =  y  -\-  ßz,     z  ==  z 

neue  Veränderliche  x\  y,  z  ein.  Dabei  erhalten  die  sechs  infinitesi- 
malen Transformationen  (20)  unsrer  Gruppe  G  die  Gestalt: 

*)  Im  Texte  beschränken  wir  uns  wie  überall  in  den  folgenden  Entwickelungen 
dieses  Kapitels  auf  Gruppen,  deren  infinitesimale  Transformationen  sich  nach  x,  y,  z 
entwickeln  lassen.  Da  wir  nun  ausdrücklich  verlangen,  dass  unter  den  betreffenden 
Reihenentwickelungen  drei  von  der  Form: 

^J^ ,    gH ,    r  +  ..  . 

vorhanden  sein  sollen,  so  ist  es  sicher,  dass  das  Werthsystem  x  =^  y  =  z  =  ^ 
einen  Punkt  allgemeiner  Lage  des  Raumes  x,  y,  z  darstellt. 
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(20')  j  {x  +  as)q+"'=xq+-'-,  (y  [- ßß)p-{-..  =yY-\-... 

(x  +  a0)p  —  (ij  +  ß2)q  +  ^-=x'p'—y'q+--"^ 

die  Gruppe  G  selbst  geht  also   in  eine  neue  Gruppe  G'  über,  welche 
die  folgenden  sechs  infinitesimalen  Transformationen  enthält: 


(20") 

[x'q-\ ,     x'p—y'q-\ ,     yp'  + 

Ausserdem  kann  G'  noch  gewisse  infinitesimale  Transformationen  von 
zweiter  und  höherer  Ordnung  in  x\  y\  b'  enthalten,  aber  in  jeder 
infinitesimalen  Transformation  von  erster  Ordnung,  welche  sie  enthält, 
müssen  sich  die  Glieder  erster  Ordnung  aus: 

xq;,     x'p  —  y'q\     i/p' 

linear  ableiten  lassen.  Endlich  besteht  natürlich,  entsprechend  der 
Gleichung  (21),  zwischen  p  -\-  •••  und  q  +  -  •  -  eine  Relation  von  der 
Gestalt : 

(21')  (/+.-.,     q+.^-)  =  r'+^Y+^'q+"-, 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung  in 
x'y  y\  z'  sind. 

Man  beachte,  dass  die  Transformation  (22)  im  Allgemeinen  keine 
Berührungstransformation  der  Ebene  x^  z  ist.  Sie  führt  nämlich  die 
Pfaffsche  Gleichung:    ds  —  ydx  =  0    über  in: 

(A)  dz'  —  7  -r^-^-— --^-^  •  dx'  =  0 

und  ist  daher  eine  Berührungstransformation  nur  dann,  wenn  u  und  ß 
beide  gleich  Null  sind.  Hieraus  folgt  zugleich,  dass  auch  G'  nur  dann  eine 
Gruppe  von  Berührungstransformationen  ist,  wenn  a  und  ß  verschwinden, 
denn  wie  G  blos  die  eine  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  invariant 
lässt,  so  kann  auch  G'  blos  die  eine  Pfaffsche  Gleichung  (A)  invariant 
lassen  und  keine  andere. 

Ausser  den  infinitesimalen  Transformationen  (20")  werden  in  der 
Gruppe  G'  möglicherweise  noch  gewisse  von  zweiter  und  höherer 
Ordnung  in  x',  y\  z  auftreten,  wir  können  aber  annehmen  (s.  Abschn.  I, 
Theorem  29,  S.  192),  dass  höhere  als  solche  von  s-ter  Ordnung  nicht 
vorkommen,  unter  s  eine  endliche  positive  ganze  Zahl  verstanden. 

Eine  infinitesimale  Transformation  s-ter  Ordnung  von  G'  sei: 

wo  I,',  i^,,',  ^/  ganze  homogene  Functionen  5-ter  Ordnung  von  x  ^  y' ,  z' 
bedeuten,  während  die  Glieder  höherer  Ordnung  wie  immer  weggelassen 
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sind.     Wäre  hier   ^s  nicht  Null,   so   erhielten  wir,  indem  wir  B^^^  in 

geeigneter  Reihenfolge  eine  Anzahl  von  Malen   mit  p' -\ ,  q' -] , 

r'-\ corabinirten,    schliesslich    eine    infinitesimale    Transformation 

erster  Ordnung  von  einer  Form,  welche  nach  S.  413  in  G'  nicht  vor- 
kommen kann.  Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass  1,-  und  rj'^  beide 
von  /  frei  sind. 

Da  ^s  und  rjs  nicht  beide  verschwinden  können,  wollen  wir  vor- 
aussetzen, dass  ^s  von  Null  verschieden  ist  (wenn  l^  =  0  ist  und 
rj'^  =[=  0,  führt  eine  ganz  ähnliche  Rechnung  zum  Ziel).  Combiniren 
wir  jetzt  B^^^f  hinreichend  oft  nach  einander  mit  x'q'  +  •  •  • ,  so  be- 
kommen wir  schliesslich  eine  Transformation  von  der  Gestalt: 

x'p'  -f  rjsq'  +  .  •  . 
und  aus  dieser  durch  Combination  mit  i>'  +  •  •  • : 

Indem  wir  schliesslich  den  Ausdruck: 

[x''-^p'  +  --^q-i ;  ^>'  +  n^q'  -\ )  =  x^'-V+  vq  -\ — 

bilden,  erhalten  wir  eine  infinitesimale  Transformation  (2s  —  2)-ter 
Ordnung,  also  muss  2s  —  2  <^  5  sein  oder  s<2.  Wenn  daher  s>l 
ist,  hat  es  nothwendig  den  Werth  2. 

Ist  s  =  2,  so  enthält  unsre  Gruppe  G'  eine  infinitesimale  Trans- 
formation von  der  Form: 

J]{'^)f  ==  x'^p'  -f-  {ax'^  +  hx'y'  +  cy'^)q  -[-•••. 

Indem  wir  hier  einmal  mit  p  -\-  -  ■  ■  und  einmal  mit  q  -\-  -  -  -  com- 
biniren und  uns  daran  erinnern,   dass  keine  Transformation  y'q-\ 

auftritt,  finden  wir:  6  =  —  2  und  c  =  0.     Combiniren  wir  jetzt: 

B^^)f  =  x'^p  -f  {ax^  —  2xy)q  -\ 

mit  x'q  +  •  •  •,  so  kommt:  —  ?fx'^^q  -|-  •  •  •  und  endlich: 

ix'^p'  -f  {ax^  —  2x'y)q  -\ ,     x'\'  H )  =  Ax\'  H , 

also  eine  Transformation  dritter  Ordnung.  Das  ist  ein  Widerspruch. 
Folglich  kann  s  nicht  grösser  als  1  sein  und  unsere  Gruppe  G'  kann 
keine  infinitesimale  Transformation  enthalten,  welche  von  den  sechs 
Transformationen  (20")  unabhängig  ist. 

Nunmehr  müssen  wir  die  Relationen  aufsuchen,  welche  zwischen 
den  sechs  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  (20")  unsrer 
sechsgliedrigen  Gruppe  G'  bestehen. 
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Der  Bequemlichkeit  halber  führen  wir  gewisse  Abkürzungen  ein, 
indem  wir  setzen: 

Dabei  ist  für  uns  zum  Beispiel  der  Ausdruck  XQ  keineswegs  das 
Produkt  zweier  Grössen  X  und  Q,  sondern  nur  das  Symbol  der  infini- 
tesimalen Transformation:  X(i  +  •  •  •. 

Die  Relationen^  welche  zwischen  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen erster  Ordnung  von  G'  bestehen,  können  wir,  da  infinitesi- 
male Transformationen  höherer  Ordnung  nicht  vorhanden  sind,  sofort 
hinschreiben.     Sie  lauten: 

iXQ,    XF  -  YQ)  =  -  2XQ,    {YF,    XF  -  YQ)  =  2  YF 

{XQ,    YF)^XF-YQ. 
Ferner  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

{Q,    XQ)  =  «1 .  XQ  +  A(XP  -  YQ)  +  n  •  YP 
{Q,   XF  -YQ)  =  ^Q  +  u,.  XQ  +  ßJXP  -  YQ)  +  y, .  YP. 
Um  dieselben  zu  vereinfachen,  führen  wir  durch  die  Substitution: 

Q'=QJ^Ä.XQ  +  B{XF-^  YQ)  +  C.  YF 
Q'  an  Stelle  von   Q  ein,  wodurch  die  Relation  (21'),  welche  offenbar 
ausführlich  geschrieben  folgendermassen  lautet: 

{PQ)  =  B  +  i.' .P+  fi' .  Q  +  v' .XQ  +  7c\XP-  YQ)  + 


(24) 


nicht  wesentlich  geändert  wird.     Wir  bekommen: 
(6',  XF  -  YQ)  =  -  Q'  +  (ß,  -  Ä)  X  Q  +  iß,  +  B)  {XP  -  Y(^  + 

+  (y,  +  3C')rP 

und  indem  wir  jetzt:  Ä  =  a2,  B  =  —  ß^,  3(7=  —  y^  wählen,  erkennen 
wir,  dass  wir  in  dem  Ausdrucke  für  (Q,  XF —  YQ)  einfach  «g;  A 
und  72  gleich  Null  setzen  dürfen. 

Wir   können   also    annehmen,   dass    (Q,  XF —  YQ)  =  —  Q   ist. 
Bilden  wir  aber  die  Identität: 

(((3,  XQ)XF-  YQ)  +  {{XQ,  XP-  YQ)Q)  + 
+  ({XP-YQ,  Q)XQ)^0, 
so  bekommen  wir: 

a,XQ  +,  sß.ixp -  YQ)  +  6ri .  rp  =  0, 

also  ist:  a^  =  ß^^  =  y^  ==  0  und  demnach: 

{Q,  XQ)  =  0,       {Q,  XP-  YQ)  =  -  <2. 
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Weiter  findet  eine  Gleichung: 

(Ö;  YF)  =  P  +  a.XQ  +  h(XP-  YQ)  +  c.  YP 
statt;   hier  führen  wir  die  rechte  Seite   als  neues  P  ein,  wodurch  die 
Relation  (21")  nicht  wesentlich  geändert  wird  und  bekommen: 

{Q,  YP)  =  F. 
Da  ausserdem  in  der  Identität: 

((§,  YP)XQ)  +  {(YF,  XQ)  Q)  +  ((XQ,  Q)YP)  =  0 
die  beiden  letzten  Glieder  nur  —  Q  ergeben,  wird: 

(P,  XQ)  =  Q. 
Nunmehr  bilden  wir  die  Identität: 

((ö,  YP)XP-  YQ)  +  i(YP,  XP-  YQ)Q)  + 

+  (ixp-YQ,  (3)rP)  =  o 

und  finden: 

(P,  XP-YQ)  =  P. 
Endlich  wird: 

(P,    YP)  =  a.XQ  +  ß{XP-  YQ)  +  y  .  YP, 
aber  die  Identität: 

((P,  YP)XP  -  YQ)  +  ((YP,  XP  -  YQ)P)  + 
+  ((XP-YQ,  P)rP)  =  0 
liefert  sofort: 

-  ba  .  XQ  -  3ß{XP-  YQ)-y.  YP  =  0, 
folglich  ist:  a  =  ß  =  y  =  0  und: 

(P,   YP)  =  0. 
Damit  haben  wir  die  nachstehenden  Relationen  gewonnen: 

(P,  XQ)  =  Q,    (P,  XP-YQ)  =  P,    (P,  YP,  =  0 


^^'''     KQ,  XQ)  =  0,    (Q,  XP-YQ)  =  -  Q,    (Q,  YP)  =  P. 

In  der  Gleichung  (21")  führen  wir   die  rechte  Seite   als  neues  P\, 
ein,  dann  wird: 

(P<2)  =  P. 

Nun  ist  aber: 

((P(3)X0  +  {((?,  XQ)P)  +  {(XQ,  P)Q)^0 
(iPQ)XP-  YQ)  +  ({Q,  XP~YQ)P)  +  ({XP~YQ,  P)Q)  =  0 
(iPQ)YP)  +  ÜQ,  YP)P)  +  ((YP,  P)Q)  =  0 
und  daraus  bekommen  wir  mit  Benutzung  von  (25): 

(Jl,  XQ)  =  {B,  XP  -  YQ)  =  [B,   YP)  =  0. 
Ferner  haben  wir: 
(PK)  =  aP  +  ß'Q  +  /E  +  d\  XQ  +  s\XP-YQ)  +  ^\  YP. 
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Durch  Ausrechnung  der  Identität: 

i{PB)XP  -  YQ)  +  ((B,  XP  -  YQ)P)  +  {{XP  -  Yq,  P)E)  =  0 

ergiebt  sich  aber: 

a'P  —  ß'Q  —  2d'XQ  +  2d^'YP=(PR), 
also  wird:  (PB)  =  a'P  und  natürlich  ebenso:  (QR)  =  ß" Q.     Schliess- 
lich liefern  die  beiden  Identitäten: 

{{PR)XQ)  +  ({R,  XQ)P)  +  {{XQ,  P)R)  =  0 
((PQ)B)  +  ({QB)P)  +  ({RP)Q)  =  0 
die  Relationen: 

(a'-ß")Q  =  0,       _(/3"+„')B  =  0, 

SO  dass  auch  a'  und  ß''  beide  verschwinden. 
Es  bestehen  also  die  Relationen: 

{R,  XQ)  =  (R,  XP  -  YQ)  =  (R,  YP)  =  0 


^^^^  I  {PQ)  =  R,    {PE)  =  iQR)^0. 

Hiermit  sind  alle  Relationen,  welche  zwischen  den  sechs  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  (20")  der  sechsgliedrigen 
Gruppe  G'  bestehen,  auf  eine  einfache  kanonische  Form  gebracht. 

Erwähnt  mag  werden,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  P,  Q^  B 
u.  s.  w.  unsrer  Gruppe  G'  nunmehr  nach  geschehener  Normierung  die  fol- 
genden Formen  besitzen: 

P^p'^ ;      Q  =  q-] ;     B  =  r'+l'y+  ^''q-i 

XQ  =  x'q'  H ,      XP-YQ  =  xY-y'q'  -] ,      YP  =  i/p'  +  •  •  • . 

Da  nun  aber:   (7?,  XQ)  und  (jR,  YP)  verschwinden,  so  ergiebt  sich  augen- 
scheinlich: X"  =  ^"  =  0^  so  dass  auch  B  die  einfache  Form: 

B=^r'  -{ 

besitzt,  wo  die  weggelassenen  Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung  in 
X,  y\  s'  sind. 

Es  erübrigt  noch,  die  infinitesimalen  Transformationen  P,  Q,  R 
u.  s.  w.  selbst  zu  bestimmen.  Das  werden  wir  jetzt  thun  und  wählen 
dabei  die  Veränderlichen  so,  dass  die  Gruppe  G'  eine  möglichst  ein- 
fache Form  erhält. 

Die  drei  infinitesimalen  Transformationen  P,  Q,  R  erzeugen  in 
den  Veränderlichen  x\  y\  z  eine  einfach  transitive  Gruppe.  Betrachten 
wir  andrerseits  die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

Ih     gi-\-ocr,     r, 
welche,  wie   beiläufig   bemerkt  werden   mag,   die  Pfaffsche   Gleichung: 
dz  —  ydx  =  0  invariant  lassen.     Offenbar  erzeugen  dieselben  ihrerseits 
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in  den  Veränderlichen  x^  y,  z  eine  einfach  transitive  Gruppe  und  zwar 
eine,  welche  mit  der  Gruppe  P,  Q,  R  gleichzusammengesetzt  ist.  Es 
giebt  mithin  (Abschn,  I,  Theorem  64,  S.  340)  zwischen  den  Veränder- 
lichen x\  y\  z'  und  x,  y,  z  eine  Transformation,  vermöge  deren  die 
Gleichungen: 

P=P}     Q  =  q.  +  ^r,     Il  =  r 
bestehen. 

Bei   der  eben  besprochenen  Transformation   erhält   natürlich  XQ 
eine  neue  Form: 

^Q  =  k(x,  y,  z)  .p  +  ri^{x,  y,  z).q-\-  ^.{x,  y,  z)  .  r, 

wo  li,  t^i,  Ji  wegen  der  Relationen: 

(P,  XQ)  =  ö,     (ö,  XQ)  =  (P,  XQ)  =  0 

den  Differentialgleichungen: 

^_i,  _  Q        ^  _  1         Ik  —  r 
dx        ^'       dx         ^>       dx~^ 

cy     '        cz         dy    ^       dz         dy     *^      dz        ^^ 

dz  dz  dz 

genügen  müssen.     Durch  Integration  findet  man  hieraus: 

XQ  =  ap  +  (h  +  x)q  +  [c  +  ay  +  yjr, 

wo  a,  &,  c  Constanten  bezeichnen. 
Ferner  sei: 

Dann  ergeben  sich  für  i,^,  rj^,  ^  aus  den  Relationen: 

(P,  YP)  =  0,    {Q,  YP)  =  P,    (R,  YP)  =  0 
die  folgenden  Differentialgleichungen: 


^^2_^^2_^^2     ^^2  ^^2  ^ti 


dx         dx         dx         dz         dz         dz 

|li  +  a:^  -  1  =  1'^?  +  J^  =  |k  +  ^»4  _  I        0 

Cy     ^        dz  dy     ^        dz         dy     ^        dz         ^»2        ^ 

und  aus  diesen  erhält  man: 

YF={a  +  y)p  +  ßq  +  (y  +  ay  +  ^r , 

wo  a,  ß,  y  ebenfalls  Constanten  sind.    Wegen:  XF  —  YQ  =  {XQ,  YP) 
kommt  ausserdem: 

XP-YQ  =  (6  +  x)p  -  («  +  y)q  -  (/Sa  -  l{a  +  y)}r. 
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NuD  muss:  {XQ,  XP~YQ)  =  —  2  .  XQ  sein,  also: 
ap-2{h  +  x)q  +  [h{h  +  x)  -  x(h  +  x)  +  a{a  +  y)]r  =  -  2  .  XQ, 
woraus  folgt:  a  =  0,  ?>^  =  —  2c.     Ferner  muss: 
{YF,  XP-YQ)  =  2.  YP 
werden,  mithin: 

2{a  +  y)p-ßq  +  {hß  +  ia  +  yf]r==2.YP 
oder:  /3  =  0,  a^  =  2y.     Man  hat  demnach: 

YF=(y  +  u)p  +  i{y  +  ayr, 
XP-  YQ  =  (x  +  h)p  -(y  +  a)q  +  h{y  +  a)r. 
Wie  man   sich  leicht  überzeugt,  sind  jetzt  auch  die  Relationen: 
(P,  XP  -  YQ)  =  P,     (Q,  XP  -  YQ)  =  -Q 

(R,  XP-YQ)  =  0 
identisch  erfüllt. 

Um  die  Constanten   a  und  h  fortzuschaffen,   setzen  wir  versuchs- 
weise : 

x'=x  +  h,     y'  =  y  +  a,     z"  =  (p{x,  y,  z), 

was  ergiebt: 

2  +  xr  =  3    +(^„-^  +  x„^j,   . 

Die  infinitesimalen  Transformationen  p,  q  -\-  xr,  r  bleiben  nun  offenbar 
bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x'\  y'\  z"  ungeändert,  wenn 
die  Gleichungen: 

|5  =  0,     |?  =  1,     ^J^  +  xl''  =  x"  =  x  +  h 

öx  ^       dz  ^      cy    ^       cz  ' 

erfüllt  sind,  wenn  also  (p  die  Form: 

(p  ^=  z  -\-  hy  -\-  const. 

besitzt.     Legen  wir  aber  diesen  Werth  von   cp   zu  Grunde,  so  kommt: 

P  =  p",     Q  ^  q' J^  x''r'\     R  =  r" 

XQ  =  x'Y  +  Wr'\     YP  =  y'Y  +  ^y"'r'' 

XP  —  YQ  =  xY—y"q'\ 

Damit  haben  wir  die  sechsgliedrige  Gruppe: 


(27) 


p,    q  +  xr,    r,    xq  +  ^xh^,    xp  —  yq,    yp  +  ^y^r 


gefunden.     Mit  derselben  ist  die  auf  S.  413  definirte  Gruppe  G'  durch 

27* 
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eine  Punkttransformation  zwischen  den  Veränderlichen  x^  y,  z  und 
x\  y\  z  ähnlich,  G'  aber  ist  seinerseits  durch  die  Transformation  (22) 
mit  der  Gruppe  G  ähnlich,  auf  deren  Bestimmung  es  uns  eigentlich 
ankommt.  Mithin  ergiebt  sich,  dass  jede  Gruppe  G  von  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  x^  Zj  welche  die  im  Anfange  des  gegen- 
wärtigen Paragraphen  angegebenen  Eigenschaften  besitzt,  durch  eine 
Punkttransformation   in   den  Veränderlichen   x,  y^  z   mit   der   Gruppe 

(27)  ähnlich  ist. 

Die  Gruppe  (27)  ist  nun  aber  eine  Gruppe  von  Berührungstrans- 
formationen der  Ebene  x^  z,  denn  alle  ihre  infinitesimalen  Transfor- 
mationen sind  infinitesimale  Berührungstransformationen,  das  zeigt  die 
Tabelle  (11)  auf  S.  405.  Die  Gruppe  (27)  erfüllt  überdies  offenbar 
alle  im  Anfange  dieses  Paragraphen  (S.  412)  gestellten  Forderungen; 
sie  ist  also  irreducibel  und  lässt  keine  Pfaffsche  Gleichung  invariant, 
welche  von  der  Gleichung  dz  —  ydx  =  0  verschieden  ist. 

Ferner  wissen  wir,  dass  jede  andere  Gruppe  G  von  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  x,  z,  welche  die  auf  S.  412  angegebenen 
Eigenschaften  besitzt,  keine  weitere  Pfaffsche  Gleichung  invariant  lassen 
kann,  als  eben  die  Gleichung  dz  —  ydx  =  0.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Transformation  in  den  Veränderlichen  x,  y,  z,  welche  eine  beliebige 
Gruppe  G  in  die  Gruppe  (27)  überführt,  zu  gleicher  Zeit  die  Pfaffsche 
Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  in  sich  selbst  überführt,  mit  andern  Worten, 
dass  sie  eine  Berührungstransformation  der  Ebene  x,  z  ist. 

Wir  sehen  demnach,  dass  jede  irreducible  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  x,  z,  welche  die  im  Anfange  des  gegen- 
wärtigen Paragraphen  angegebenen  Eigenschaften  besitzt,  durch  eine 
Berührungstransformation  mit  der  Gruppe  (27)  ähnlich  ist. 

Es  scheint  zweckmässig,  noch  einen  anderen  Beweis  für  die  Irre- 
ducibilität  der  Gruppe  (27)  zu  erbringen. 

Zunächst  besteht  sie  nicht  aus  lauter  erweiterten  Punkttransfor- 
mationen der  Ebene  x,  z,  denn  sie  enthält  eine  infinitesimale  Berührungs- 
transformation, nämlich:  yp-\-^y^r,  welche  augenscheinlich  nicht  durch 
Erweiterung  einer  infinitesimalen  Punkttransformation: 

^(x,  z)p  +  i?(^,  z)q_ 

der  Ebene  x,  z  entstanden  ist.  W^äre  daher  die  Gruppe  (27)  reducibel, 
so  müsste  sie  (vgl.  Satz  1,  S.  392  und  die  nach  diesem  Satze  gemachte 
Bemerkung)  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  von  der  Form: 

(28)  ^/  =  |^  +  2/f +  »(^,2/,.)|J=0 
invariant  lassen. 
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Um    CO    zu    bestimmen^    combiniren   wir   Äf  nach    einander    mit: 
p7  r,  (j  +  xr  und  finden  so  die  Gleichungen: 

welche  unter  der  gemachten  Voraussetzung  vermöge:  Af==Q  bestehen 
müssen  (s.  Abschn.  I,  Theorem  20,  S.  140).  Daraus  folgt,  dass  o  eine 
Constante  ist.    Durch  Combination  mit:  xp-~yq  ergiebt  sich  nunmehr: 

dx  ~^y  dz         ^'dy  ' 
also  muss  et)  gleich  Null  sein.     Endlich  combiniren  wir: 

mit:  xc[  -{-  \x'^r  und  bekommen  so  die  Gleichung: 

cy  ' 

welche  vermöge  Af=0  nicht  bestehen  kann.  Das  ist  ein  Wider- 
spruch, also  kann  die  Gruppe  (27)  keine  Differentialgleichung  von  der 
besonderen  Form  (28)  invariant  lassen,  sie  ist  wirklich  irreducibel. 
Nunmehr  können  wir  das  folgende  Theorem  aussprechen: 
Theorem  66.  Enthält  eine  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  x,0,  deren  infinitesimale  Transformationen 
sich  in  der  Umgehung  des  Werthsystems  x  =  y  =  0  ==  0  regulär 
verhalten^  sechs  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
von  der  Fortn: 

p-i ,     ^H ;     ^  -\ 

{x+a3)q-] ,     (^y  +  ß^)p-i 

{x  +  a0)p  ~  (y  +  ß3)q-] ; 

und  enthält  sie  Iceine  infinitesimale  Transformation  von  erster 

Ordnung  in  x,  y,  2,  deren  Glieder  erster  Ordnung  sich  nicht  aus: 

(x  +  cc0)q,     (x  +  az)p  —  (z/  +  /3^)^,     (y  +  ß2)p 

linear  ableiten  lassen,  so  ist  sie  sechsgliedrig  und  ist  mit  der 
irreduciheln  Gruppe: 


[21)  P,    q  +  xr,    r,    xq-\-\x^r,    xp  —  yq,    yp  +  \y^r 


von   Berührungstransformationen   der  Ebene    x^  0    durch    eine 
Berührungstransformation  dieser  Ebene  ähnlich. 

Erwähnt    sei    noch,    dass    die    charakteristischen    Functionen    der 
infinitesimalen  Berührungstransformationen  (27)  die  folgenden  sind: 
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1,  X,  y,  x\  xy,  2/' 


dabei  ist  von  der  Reihenfolge  und  von  Zahlenfaktoren  der  Transfor- 
mationen (27)  abgesehen. 

§  103. 

Jetzt  suchen  wir  alle  Gruppen  von  Berührungstransformationen, 
welche  in  der  Umgebung  von  x  =  y  =  0  =  0  sieben  infinitesimale 
Transformationen  von  der  Form: 

(29)    Ux  +  ccs)q  +  ---,    {x+az)p--(y  +  ßs)q  +  --',    (7/  +  /3^)|)  +  ... 
{x  +  a2)p  +(y  +  ßz)q  +  2s{r  -ap-^ßq)  -\ 

enthalten,  dabei  vorausgesetzt,  dass  sich  in  jeder  infinitesimalen  Trans- 
formation der  Gruppe,  welche  in  x,  y^  0  von  der  ersten  Ordnung  ist, 
die  Glieder  erster  Ordnung  aus: 

{x  +  ccz)q,     {x  +  az)p  —  (y  +  ßs)q,     (y  +  ß0)p 
(x  +  a0)p  +  (2/  +  ß0)q  +  2^(r  —  ap  —  ßq) 

linear  ableiten  lassen.    Unter  G  verstehen  wir  wiederum  eine  beliebige 
Gruppe,  welche  die  gestellten  Forderungen  erfüllt. 
Wir  führen  wieder  die  neuen  Veränderlichen: 

x=x-\-az,    y'  =  y-\-ß^,    0' ^  0 

ein  und  erhalten  so  an  Stelle  von  G  eine  neue  Gruppe  G',  welche  in 
der  Umgebung  von  x'  =  y'  =  0  =  0  sieben  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  der  Form: 

P   ^ ,     q   -\ ;     r  -\ 

(29')  \^'q -] ,    ^'p—y'q'-] ,    yp'^ 

^'p'  +  y'q  +  2^^ v  -j- . . . 

enthält.  Dabei  wissen  wir  von  vornherein,  dass  eine  Relation  von  der 
Form: 

(/+•••,     q+.-.)  =  r'-\-Xp+iiq+.-^ 

besteht,  wo  die  weggelassenen  Glieder  in  x'^  y',  z  von  der  zweiten 
und  von  höherer  Ordnung  sind. 

Die  Gruppe  G'  kann  noch  infinitesimale  Transformationen  von 
zweiter  und  höherer  Ordnung  in  x  ^  y\  0  enthalten,  etwa  bis  mit  zur 
s-ten  Ordnung,  und  zwar  sei: 

Bis)f^t'lL  4.  y.'K^    r  r'-^J-  -I 

^    /         5^'  a^-'  ^  ^'  dy'^  ^'  dz'  ^ 

eine  ihrer  Transformationen  von  s-ter  Ordnung  in  x',  7/',  0'. 
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Wie  im  vorigen  Falle  erkennt  man  leicht,  dass  |/  und  rjs  von  0' 
frei  sein  müssen.  Ferner  können  x'  und  y'  unmöglich  in  ^/  vor- 
kommen, sonst  ergäbe  sich  nämlich  durch  wiederholte  Combination 
mit:  r'  -{-  '  ■  '  und  wenn  nöthig  noch  mit:  p'  +  •  •  •,  Ö' '+  '  *  '  ®i^® 
nicht  in  der  Gruppe  vorhandene  Transformation  von  erster  Ordnung 
in  x\  y\  s.     Also  hat  B^'^f  die  Form: 

i;(*',  y') -p'  +  v:i^',  y) ■  g.'  +  G.s''r'  +  ■■■. 

Wäre  G  von  Null  verschieden,  so  würde  sich  durch  {s  —  1)- 
malige   Combination    mit:    r'  -\-  -  •  -    eine    unzulässige   Transformation 

erster  Ordnung  ergeben,  nämlich:  s'r'-\ ,  also  muss  C  verschwinden. 

Nunmehr  aber  ergiebt  sich  genau  so  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
dass  die  Möglichkeit  s  >  1  ausgeschlossen  ist,  dass  also  G'  keine 
infinitesimale  Transformation  enthält,  welche  von  den  sieben  (29') 
unabhängig  ist. 

Für  die  sechs   ersten   der  Transformationen  (29')  führen  wir  wie 
früher  die   Symbole    P,  Q,  R,  XQ,  XP—YQ,  YP   ein    und    setzen 
ausserdem  x'^/  +  r/'q'  -\-  2s'r'  -f-  •  •  •  =  f/^;    dann  ist  ohne   Weiteres: 
\XQ,  XP  ^YQ)  =  -  2XQ,  (XQ,  YP)  =  XP  -  YQ, 

{YP,  XP  -  YQ)  =  2YP 
,{XQ,U)  =  0,    {XP-YQ,  U)  =  0,     iYP,U)  =  0. 
Ferner  bestehen  Relationen  von  der  Form: 


(30) 


iPU)  =  F+^'aiTs  +  ßU 


1 
wo  Ti,  T^,  T3   zur  Abkürzung  für  XQ,  XP  —  YQ,  YP  geschrieben 
sind.     Führen  wir  hier  die  rechten  Seiten  bezüglich  als  neues  P  und 
als  neues  Q  ein,  so  wird  einfach: 
(31)  (.PU)  =  P,      iQU)  =  Q. 

Die  Identität: 

{(PU)T,)  +  ({ÜT^)P)  +  iCDP)  ü)=^0 

liefert  nunmehr   sofort   den  Werth   von   (PTi)    und   in   entsprechender 
Weise  erhalten  wir  den  Werth  von  (QT/),  es  wird  nämlich: 

(P,  XQ)  =  Q,    (P,  XP-YQ)  =  P,    (P,  YP)  =  0 


^^^^       [{Q,  YP)  =  F,    {Q,  XP-YQ)  =  -Q,    (Q,  XQ)^0. 

Wie   im   vorigen   Falle   setzen  wir:   {PQ)  ==  P,   dann   finden   wir 
durch  Bildung  der  Identitäten: 
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{(PQ)T;)  +  {{QT,)r)  +  ((T,P)(?)  =  0 

({PQ)U)  +  (,QP)~(FQ)==0 
die  Relationen: 

{R,  XQ)  =  {R,  XP  -  YQ)  =  {R,  YP)  =  0 


^^^^  l  iRU)  =  2R. 

Endlich  ist: 

3 

(PR)  =  a'P  +  ß'Q  +  y'R  +  ^  S!T,  +  e'U, 

1 

aus  der  Identität: 

{{PE)  U)  +  2(RF)  -  (P/^)  =  0 

geht  aber  augenblicklich  hervor,  dass:  a'  =  ß'  =•'■==  s'  =  0 ,  also 
bestehen  die  Relationen: 

(34)  (PQ)  =  R,       {PIl)  =  {QB)  =  0 . 

Damit   sind    alle   Relationen   zwischen   den   sieben   infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe  G'  auf  eine  kanonische  Form  gebracht. 

Offenbar  enthält  G'  eine  sechsgliedrige  Untergruppe,  nämlich  die, 
welche  von  den  sechs  infinitesimalen  Transformationen: 
P,     Q,    B,     XQ,    XP-YQ,     YP 

erzeugt  wird.  Da  nun  diese  sechsgliedrige  Gruppe  die  im  Anfange 
des  vorigen  Paragraphen  gestellten  Forderungen  erfüllt,  so  ist  es 
möglich,  sie  durch  Einführung  geeigneter  neuer  Veränderlicher  auf 
die  Form: 

(35)  :P,     q  +  xr,     r,     xq  +  ^xh^,     xp  —  yq,     yp  +  ^y^r 
zu  bringen. 

Die  neue  Form:    ^p  -^  r]q  -{-  Jr,   welche    ü  bei  der  betreffenden 
Variabeinänderung  erhält,  bestimmt  sich  aus  den  Relationen: 

{PU)^P,    {BU)  =  2B,     (QU)  =  Q, 

{XP-YQ,  U)^0. 

Diese  liefern  folgende  Differentialgleichungen: 

^-  =  1      ^  =  11  =  ^^.  ==h  =0     ^  =  2 

dx  ^      ex        dx        dz         dz  ^       d  z 

aus  denen  sich  durch  Integration  ergiebt: 


Ih 

q  + 

xr, 

^; 

xq  +  i^^^ 
xp  +  yq 

,  xp  — 

+  2zr 

-y^> 

yp 

+ 

hfr 
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Führen    wir    schliesslich   noch    ^  +  c    als   neues    0    ein,    wodurch    die 
Untergruppe  (35)  nicht  geändert  wird,  so  erhält   U  die  Form: 

U  =  xp  -}-  yq  +  20r 
und  befriedigt  offenbar  auch  noch  die  Relationen: 

Demnach    erhält    die    Gruppe    G'    in    den    neuen    Veränderlichen 
X,  y,  0  die  Gestalt: 


(36) 


Die  infinitesimalen  Transformationen  (36)  sind,  wie  die  Tabelle 
(11),  S.  405  zeigt,  sämmtlich  infinitesimale  Berührungstransformationen. 
Demnach  ist  die  Gruppe  (36)  eine  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen  der  Ebene  x,  0  und  zwar  eine  irreducible,  denn  sie  enthält 
ja  die  sechsgliedrige  Untergruppe  (35),  welche  nach  S.  420  irreducibel 
ist.     Hieraus  folgt  gerade  so  wie  im  vorigen  Paragraphen  das 

Theorem  67.  Enthält  eine  Gruppe  von  BerüJirungstrans- 
formationen  der  Ebene  x,  0,  deren  infinitesimale  Transfor- 
mationen sich  in  der  Umgehung  des  Werthsystems:  x  =  y=0^=O 
regulär  verhalten^  sieben  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Form: 

p-\ ,     ^  H ;     r  -^ 

(:r  +  «0)g  +  ---,    (x  +  a0)p  —  {y  +  ß0)q  +  "-,    [y  +  ß3)p  +  --- 
{x  +  a0)p  +  {ij  +  ß0)q  +  20{r  —  ap  —  ßq)  -\ 

und  enthält  sie  Iceine  infinitesimale  Transformation  von  erster 

Ordnung  in  x^  y,  z,  deren  Glieder  erster  Ordnung  sich  nicht  aus: 

{x  +  a0)q,     (x  +  a0)p  -  (y  +  ß0)q,     (y  +  ß0)p 

(x  +  a0)p  +  (y  +  ß0)q  +  20{r  —  ap  —  ßq) 

linear   ableiten   lassen,   so   ist  sie   siebengliedrig   und   mit   der 
irreducibeln  Gruppe: 


p,    q  +  xr,    r,    xq  +  \x^r,    xp  —  yq, 

yp  +  hf^ 

xp  +  yq  +  20r 

(36) 


von   Berührungstransformationen   der   Ebene   x,  0   durch   eine 
Berührungstransformatioyi  dieser  Ebene  ähnlich, 
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Die  charakteristischen  Functionen  der  infinitesimalen  Berührungs- 
transformationen (36)  lauten,  wenn  von  der  Reihenfolge  und  von 
Zahlenfaktoren  abgesehen  wird,  folgendermassen: 


1;    ^,    2/;    ^  —  i^y>    ^\    xy,    if 


§  104. 
Von  den  auf  S.  411  unterschiedenen  vier  Fällen   sind  jetzt  noch 
der  dritte  und  der  vierte  zu  erledigen. 

In  dem  dritten  Falle  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  aller 
Gruppen  von  Berührungstransformationen,  welche  acht  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

i>-\ ,    g.  +  -'-,    r  +  ... 

xq-] ,     xp  —  yq-\ ,     yp -\ ,     zp -\ ,     zq-\ 

enthalten,  dabei  vorausgesetzt,  dass  in  jeder  infinitesimalen  Transfor- 
mation der  Gruppe,  welche  in  den  x,  y,  s  von  erster  Ordnung  ist,  die 
Glieder  erster  Ordnung  aus: 

xq,     xp  —  yq,     yp,     sp,     Bq 
linear  abgeleitet  werden  können. 

Die  beiden  infinitesimalen  Berührungstransformationen: 
^-1 ^     ^p_j 

haben  zwei  charakteristische  Functionen,  deren  Reihenentwickelungen 
bezüglich  lauten: 

—  X  —  «^  +  .  .  . ,     yz  -\-  KZ'  -\-  '  '  '  j 

wo  a  und  %  gewisse  nicht  näher  bestimmbare  Constanten  bezeichnen. 
Nach  S.  405  besitzt  daher  die  infinitesimale  Berührungstransformation 
fe  +  •  •  •;    ^i?  +  •  •  •)  di^  charakteristische  Function: 

—  jy{^  +  «^)  •  ^{y^  +  ^^')  + 

+  ^-  (^  +  «  ^)  •  ^  ^  (!/ ^  +  ^  ^')  +  •  •  •  =  ^  +  •  •  • , 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnung  in 
Xj  y,  0   sind.     Eine  infinitesimale  Berührungstransformation  mit  einer 

charakteristischen  Function  von  der  Form:   0-\ hat  nun,  wie  man 

sich  leicht  überzeugt  (vgl.  S.  405),  die  Gestalt: 

—  (yq  +  ^r)  +  X . xq  -\-  ^(xp  —  yq)  +  V  .yp  -{-  7t . zp  +  Q  .  .?q  -\ , 

wo  A,  fi,  1/,  7t,  Q  gewisse  Constanten  sind  und  wo  die  weggelassenen 
Glieder  in  x,  y^  z  die  zweite  oder  eine  noch  höhere  Ordnung  haben. 
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Das  Auftreten  einer  solchen  infinitesimalen  Transformation  ist  aber 
in  unserem  Falle  ausgeschlossen,  also  kommen  wir  auf  einen  Wider- 
spruch. 

Damit  ist  leiviesen,  dass  es  Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffen- 
heit liberhaupt  nicht  giebt. 

Wir  kommen  zum  vierten  und  letzten  Falle. 

Gesucht  werden  alle  Gruppen  von  Berührungstransformationen  der 
Ebene  x,  0,  welche  neun  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

(37)    ]xQ  =  xq_  +  "-,    XF—YQ  =  xp—yq  +  --,    YP=yp  +  '" 
U=xp  +  tjq  +  2sr  +  -",    ZF==zp  +  '",    ZQ  =  Z(i  +  - 

enthalten.  Vorausgesetzt  wird,  dass  die  betreffenden  Gruppen  keine 
infinitesimale  Transformation  von  erster  Ordnung  in  x,  ij,  z  enthalten, 
deren  Glieder  erster  Ordnung  sich  nicht  aus: 

xq,  ■  xp  —  yq,     yp,     xp  +  yq  +  22r,     0p,     zq 
linear  ableiten  lassen.     Wir   erinnern  überdies   daran,   dass  von  vorn- 
herein das  Bestehen  einer  Relation  von  der  Form: 

(^  -I ,    q-\ )  =  r  +  lp  +  iiq-\ 

bekannt  ist,  wo  die  weggelassenen  Glieder  in  x^  y,  3  von  erster  und 
höherer  Ordnung  sind  (s.  S.  407). 

Unter   G  verstehen   wir   wieder   irgend   eine  Gruppe,   welche   den 
gestellten  Forderungen  genügt. 

Da    die    beiden    infinitesimalen    Berührungstransformationen:    ZF 
und  ZQ  charakteristische  Functionen  von  der  Form:  yz  -\r  az^  +  -  ■  - 

und:  — xz  +  ßz^-\ haben,  so  besitzt  (ZF,  ZQ),  welches  natürlich 

ebenfalls  der  Gruppe  G  angehört,  nach  S.  405  die  charakteristische 
Function:  —  z^  +  •  -  -  und  hat  daher  die  Form: 

(zp,  ZQ)  =  ^,.p  +  n2-a  +  ^'r  +  '--, 

wo  I2  und  %  gange  homogene  Functionen  zweiten  Grades  von  x,  y,  3 
sind,  während  die  Ordnung  der  weggelassenen  Glieder  grösser  als  2  ist. 
Es  gebe  nun  in  der  Gruppe  G  weitere  infinitesimale  Transfor- 
mationen, deren  Ordnung  in  x^  y,  z  grösser  als  1  und  etwa  höchstens 
gleich  s  ist  und: 

sei  eine  Transformation  5-ter  Ordnung  von  G.  Wie  in  §  102  ergiebt 
sich  da  zunächst,  dass  l,  die  Form:  G ,  z'  besitzen  muss.     Ist  nun  s>2, 

so  erhält  man  durch  Combination  von  J^W/'mit:  |2P  +  ^2P  +  ^^^H 

eine  Transformation  (s  +  l)-ter  Ordnung: 


428  Kapitel  23,  §  104. 

i+ii>  +  Vs+iq  +  C .  s-^+h^  -\ ^ 

also  nmss  C  den  Werth  Null  haben;  ist  andrerseits  s  =  2,  so  kann 
man  mit  Hülfe  von:  |,i)  +  >?,g  +  ^V  +  •  .  •  das  C  fortschaffen.  In 
allen  Fällen  kommt  man  also  auf  eine  Transformation  von  der  Gestalt: 

L{x,  y,  z)p  +  ri,{x,  y,  ^)g  -j . 

Indem  man  diese  Transformation  wiederholt  mit  zp-\-'"  und  zq-{--" 
combinirt,  erhält  man  schliesslich: 

As'xj  +  Bs'q  +  •  •  • , 
wo  A  und  B  nicht  beide  verschwinden  können  und  durch  Combination 

mit:  xq-\ und  yp  ^ findet  man  die  beiden  Transformationen- 

z^p  -\ ,    z-^q-\ . 

Die  Ausdrücke: 

sind  infinitesimale  Transformationen  {s  +  l)-ter  Ordnung  und  müssen 
daher  identisch  verschwinden.     Das  giebt: 

oder : 

ti  =  sxz  -{-l .  s^- ,       rj.,  ==  sys  +  m  .  s' . 

Durch   Combination   von:    l,p  +  ri^^q  -{- z'r  -^ mit   ^^  -| erhält 

man  also  eine  Transformation  erster  Ordnuno-: 

(5^  +  2h)p  +  (sy  +  2m0)q  +  20r -] , 

welche  in  G  enthalten  sein  muss.  Das  aber  ist  nur  möglich^  wenn 
5=1  ist  und  dieser  Fall  ist  gerade  ausgeschlossen. 

Hiermit  ist   bewiesen,   dass   G   ausser   der  infinitesimalen  Trans- 
formation : 

iip  +  ^2^  +  ^'^  H 

keine  infinitesimale  Transformation  enthalten  kann,  deren  Ordnung  in 
^;  «/;  ^  grösser  als  1  ist. 

Um  I2  und  ^2  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  die  Ausdrücke: 

(^i^H ,    I2P  +  V2g:  +  ^'r -i ) 

verschwinden  müssen,  weil  sie  sonst  infinitesimale  Transformationen 
von  zweiter  Ordnung  lieferten,   die   in  G  enthalten  wären,  aber  nicht 

die  Form:   i>p  +  V2Q  +  ^^r -{ besässen.     Daraus   bekommen   wir 

ähnlich  wie  vorhin: 

?2  =  ^^  +  U\       7].^  =  yz  +  mz'^ 
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und  durch  Combination  mit:   xq-\ ,   yp-] ergiebt  sich  endlich, 

dass  l  und  m  gleich  Null  sind. 

Zu  den  schon  angegebenen  neun  infinitesimalen  Transformationen 

(37)  der  Gruppe  G  tritt  demnach  nur  noch  eine  hinzu,  nämlich: 

F=  X0p  +  y^q  -f-  2^r  +  .  •  • 
und  zwar  ist  nach  dem  Obigen:  (ZP^  ZQ)  =  V. 

Wir   gehen  jetzt  dazu   über,   die  Relationen   aufzustellen,   welche 
zwischen  den  zehn   infinitesimalen  Transformationen  von  G  bestehen. 
Dabei  bezeichnen  wir,  wie  schon  in  §  103,  die  Ausdrücke:  XQ^  XP—YQ, 
YP  gelegentlich  kurz  mit  T^,  T^,  T^. 
Es  ist  sofort: 

UXQ,  V)  =  {XP-YQ,  V)  =  (ZP,  F)  =  0 

(38)  {ZP,V)  =  (ZQ,V)  =  0,    {Ur)  =  2V 

\  (zp,  zQ)  =  r. 

Ferner  bestehen  gewisse  Relationen  von  der  Form: 

(ZP,  ü)==-  ZP  +  bV,     (ZQ,  Ü)  =  —  ZQ  +  cV. 
Indem    wir    hier    zu   jeder    der    Transformationen:    T,-,    ZP ,    ZQ    ein 
geeignetes  Vielfaches  von  F  hinzufügen,  können  wir  «/,  h  und  c  zum 
Verschwinden  bringen,  ohne  dass  die  Relationen  (38)  geändert  werden, 
wir  bekommen  somit: 

I       {ZP,  ü)  =  ~  ZP,     (ZQ,  Ü)  =  -ZQ 
^     ^  I  {XQ,  ü)  --=  (XP  -  YQ,  U)  =  (YP,  ü)  =  0. 

Bilden  wir  die  Identität  zwischen  Ti,  Ty.  und  U,  so  finden  wir, 
weil  (Tiü)  und  (Ty,ü)  verschwinden,  dass  auch  {(TiTy)TJ)  immer 
gleich  Null  ist.  Nun  hat  (TiTy)  die  Form:  öiyTj  +  ßiyV,  wo  d,,, 
einen  der  Werthe  —  2,  +1;  +2  besitzt,  also  muss  jedes  ßiy  gleich 
Null  sein  und  es  gilt: 

{(XQ,XP-YQ)^-2XQ,     (YP,XP-YQ)  =  2YP 
^     ^     1  (XQ,YP)=^XP~YQ. 

Bezeichnen  wir  ZP  und  ZQ  mit  S^  und  S^^  so  bestehen  Glei- 
chungen von  der  Form: 

(TiSy)     =     8,ySj     +     Y-^yV, 

WO  E  die  Werthe  0,  1,  —  1  haben  kann.     Die  Identität: 

{(T,Sy)ü)-(Sy.T?)=0 

zeigt  aber,  dass  yiy  verschwindet,  folglich  wird: 

{{ZP,  XQ)^ZQ,    {ZP,  XP-YQ)  =  ZP,    {ZP,  YP)=0 
^    ^{{ZQ,XQ)=0,   {ZQ,XP-YQ)^-ZQ,   {ZQ,YP)  =  ZP. 
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In  die  Gleichung: 

(B  TJ)  =  2E  +  ZuiTi  +  ZßA  +  rU-{-dV 
führen  wir: 

B  +  ^{EajTi  -\'yU)  +  \ZßA  +  \8V 

als  neues  B  ein  und  bekommen  so:  (BU)  =  2B.    Weiter  ist:  (7?F)== 
U -\- aV,  die  Identität: 

i(BV)  U)  —  2{VB)  -2(BV) 

zeigt  aber,  dass  a  verschwindet,  also  ist:  {BV)=  U.    Weiter  haben  wir: 

(BT,)  =  HX-Xi  +  E^-,B.,  +  VÜ+7CV, 

jedoch  ergiebt  sich  aus  der  Identität: 

i(BTi)ü)  -~2(BTi)^0 

sofort:  (BTi)  =  0.     Es  bestehen  also  die  Relationen: 

{BV)=Ü,      (BÜ)  =  2B 


^^^^  [(B,  XQ)  =  (B,  XP  -  YQ)  =  (B,  YP)  =  0 

Die  Transformationen  P  und  Q  normiren  wir  so,  dass: 
(43)  (B,  ZP)  =  P,       (B,  ZQ)  =  Q 

wird.     Sodann  bilden  wir  die  Identitäten: 

i{BS;)T..)  +  ({SX.)B)  +  ((T,.B)Sd  =  0, 

indem  wir  uns  erinnern,  dass  (BTi)  =  0  und  (TiSyi)  ==  £ixSj  ist.    Wir 
finden: 


(44) 


(P,  XQ)  =  Q,    (P,  XP~YQ)  =  P,    (P,  YP)  =  0 
(Ö,  XQ)  =  0,     {Q,  XP  -  r«2)  =  -  Q,    (Q,  YP)  =  P. 
Gerade  so  zeigen  die  Identitäten: 

((E&)F)  +  ((S.F)B)  +  ({rP)S,)  =  0 
{{BS,)  U)  +  {{S,V)B)  +  ({UB)S.)  =  0, 
dass  die  Relationen: 

^    '  \    iPU)  =  P,      (QU)^Q 

stattfinden. 

Die  beiden  Identitäten: 

((P,  ZP)YP)  =  0,     {(P,  ZP)XP  ~  YQ)  -  2(P,  ZP)  =  0 
lassen  erkennen,  dass  in  dem  Ausdrucke: 

(P,  ZP)  =  a'.XQ  +  ß'.iXP-YQ)  +  /.YP  + 
+  8' .  ZP  +  i' .  ZQ  +  »' .  U  +  x'  .r 
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alle    Coefficienten    verschwinden,    mit    Ausnahme    von    y'^    dass    also: 
{Fy  ZP)  =  y' .  YP  ist.     Ferner  haben  wir: 

((R,  ZP)ZQ)  +  {Vli)  +  aZQ,  R)ZF)  =  0 
((P,  ZP)XQ)  +  {ZQ,  P)  -  {Q,  ZP)  =  0, 
woraus  folgt: 
(P,  ZQ)  ~  (Q,  ZP)  =  U,    {P,  ZQ)  +  {Q,  ZP)  =  -  /(XP-YQ) 

oder: 

{P,  ZQ)  =  iU-i/ (XP-YQ) 

(Q,  ZP)  =  -  iU-iy\XP-YQ). 

Aus  der  Identität: 

((P,  ZP)ZQ)  +  (VP)  +  iiZQ,  P)ZP)  =  0 
ergiebt  sich  nunmehr: 

—  y\ZP-ZP-  iZP  ~  ^y\ZP=^0 
also:  y'  =  —  1/  und  die  Identität: 

((Ö,  ZP)XQ)  +  {ZQ,  0  =  0 
liefert  noch:  (Q^  ZQ)  =  XQ.     Somit  bestehen  die  Relationen: 
(P,  ZP)  =  -  YP,     {P,  ZQ)  =  i(XP  -  YQ)  +  iU 


^^^^       l   (e,  ZQ)  =  XQ,    {Q,  ZP)  =  i{XP~YQ)  -  i  ü. 
Durch  Bildung  der  Identität: 

{{PR)Ü)-3(PR)  =  0 

bekommen  wir  sofort:  (PR)  =  0  und  ebenso  wird:  {QP)  =  0.  Endlich 
finden  wir  noch  aus  der  Identität: 

({R,  ZP)Q)  -  \{XP  -YQ-  U,  R)  =  0 
die  Relation:  (PQ)  =  R.     Also  ist: 
(47)  (pi^)  _  (^7^)  _  0,       {PQ)  =  R. 

Damit    sind    alle    Relationen    zwischen    den    zehn    infinitesimalen 
Transformationen  von  G  auf  eine  einfache  kanonische  Form  gebracht. 
Nun  erzeugen  die  sieben  infinitesimalen  Transformationen: 

P,    Q,   R,   XQ,   XP-YQ,    YP,    U 

augenscheinlich  eine  sieben gliedrige  Untergruppe  von  G  und  diese 
Untergruppe  ist  nach  Theorem  67,  S.  425  durch  eine  Berührungs- 
transformation der  Ebene  x,  z  mit  der  Gruppe: 

p,     q  +  xr,     r,     xq  +  ^x^r,     xp  —  yq,     yp  +  \y'^r 
oop  -\-  yq-\-  2zr 
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ähnlich.     Denken    wir  uns   daher   vermöge   dieser  Berührungstransfor- 
mation in  G  neue  Veränderliche  eingeführt,  so  wird: 

P=P)     Q  =  ([  +  ^'^',     JR  =  r,     U  =  xp  -\-  yq-\-  2zr 
XQ  =  xq-\-^x'^r,     XP —YQ  =  xp  -  yq,     YF  =  yp  +  \y^r. 

Die   neue  Form:   %p  -\-  riq  -\-  ^r,   welche   die  Transformation  ZP 
in  den  neuen  Veränderlichen  erhält,  bestimmt  sich  aus  den  Relationen: 
(P,  ZP)  =  -  {yp  +  ifr),     (R,  ZP)  =  p 
(Q,  ZP)  =  -(m  +  ^r),     (U,  ZP)  =  ZP, 
welche  ergeben: 

M  =  _  ,y       ^^-  =  0       ^-^-  =  -  Uj^ 
dx  '^ '     dx  ^      dx  ^*^ 

aj  _  ^     a  rj  _  aj  _  ^ 

dz  '     dz     ,   dz 

d^     ,       d^         dr]     .       dr}     .  d^    ,       d^         c.    .  ^ 

öy    ^       dz        dy    ^       d  z    ^    -^        dy    ^       dz        *' 

Wir  finden  hieraus: 

1  =  2  -  xy,       71  =  —  y\       ^  ==  —  -^^r^/^ 
und  mithin: 

ZP={0  —  xy)p  —  ^y^q  —  ^xy^r. 

Ferner  ist:  {ZP,  XQ)  =  ZQ,  also: 

^Q  ==  \x^p  -\-  zq  +  xzr 
und  endlich  wird: 

{ZP,  ZQ)  =  F=  (»«  -  ^x''y)p  +  (yB  -  \xf)g_  +  («^  -  ia^^'yO'-- 

ünsre  Gruppe  G  hat  demnach  in  den  neuen  Veränderlichen  die  Gestalt: 


(48) 


p,   q  +  xr,  r,  xq  +  ^x^r,  xp  —  yq,  yp  +  ^y^r 

xp-\-yq-\-20r,  {z—xy)p—\ifq—\xy^rj  ^x^p-\-zq-\-xzr 

{xz  —  ^x^y)p  +  {yz~^xy'^)q-\-{/--\x^y'')r 


Die  infinitesimalen  Transformationen  (48)  lassen  alle  zehn  die 
PfafiPsche  Gleichung:  dz  —  ydx  ==  0  invariant  und  sind  daher  infini- 
tesimale Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  0]  ihre  charakteri- 
stischen Functionen  lauten  nämlich,  wenn  von  der  Reihenfolge  und 
von  Zahlenfaktoren  abgesehen  wird,  folgendermassen: 
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Die  Gruppe  (48)  ist  demnach  eine  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  x^  z  und  zwar  offenbar  eine  irreducible,  denn  sie 
enthält  eine  sechs-  und  eine  siebengliedrige  Untergruppe,  welche  beide 
irreducibel  sind  [die  Gruppe  (27)  auf  S.  419  und  die  Gruppe  (36)  auf 
S.  425]. 

Nunmehr  können  wir  das  Theorem  aussprechen: 
Theorem  68.  Enthält  eine  Gruppe  von  Berührungstrans- 
formationen der  Ebene  Xj  z,  deren  infinitesimale  Transfor- 
mationen sich  in  der  Umgehung  des  Werthsystems:  x=y=^0=O 
regulär  verhalten,  neun  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  der  Form: 

V-\ ,     ^H ;     r-\ , 

xq-\ ,    xp  —  yq.-\ ;    yp-\ 

xp  +  yg_-\-23r-\ ,     zp -\ ,     ^g -| 

und  enthält  sie  Jceine  infinitesimale  Transformation  von  erster 
Ordnung  in  x,  y,  s,  deren  Glieder  sich  nicht  aus: 

xq,     xp  —  yq,     yp,     zp,     zq,     xp  +  yq  +  2zr 

linear  ableiten  lassen,  so  ist  sie  zehngliedrig  und  enthält  noch 
eine  infinitesimale  Transformation  von  ztveiter  Ordnung,  welche 
die  Form  hat: 

xzp  +  yzq  +  z^r  +  •  •  • , 
zugleich  ist  sie  mit  der  irreducibeln  Gruppe: 

(48) 


p,   q  +  xr,  r,  xq  +  \x'^r,   xp  —  yq,   yp  +  ^tfr 

xp  +  yq  +  2zr,  {z—xy)p-\ifq—\xy'r,  ^x^p  +  zq  +  xsr 

{xz-^x^y)p-\-{yz  —  \xy^)q-]-{z^  —  \x^y^)r 


von   Berührungstransformationen   der   Ebene    x,   z   durch   eine 
Berührungstransformation  dieser  Ebene  ähnlich. 

Fassen  wir  endlich  die  Ergebnisse  des  ganzen  Kapitels  zusammen, 
so  erhalten  wir  das 

Theorem  69.  Jede  endliche  continuirliche  irreducible  Gruppe 
von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z  ist  entweder 
sechs-   oder  sieben-   oder  zehngliedrig,   sie  ist  durch   eine   Bc- 

Lie    Theorie  der  Transroin.atiorisgrupren.    IL  28 
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rührungstransformation  der  Ebene  x,  z  entweder  mit  der  Gruppe 
(21)  auf  S.  419  oder  mit  Gruppe  (36)  auf  S.  425  oder  endlich 
mit  der  Gruppe  (48)  auf  S.  432  ähnlich.'^) 


Kapitel  24. 

Nähere    Besprechung    der    irredncibeln    Gruppen    von    Berührungs- 
transformationen der  Ebene. 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  alle  irreducibeln  Gruppen  von 
Berührungstransformationen  der  Ebene  bestimmt  und  gefunden,  dass 
es  nur  drei  verschiedene  Typen  von  solchen  Gruppen  giebt,  nämlich 
einen  sechsgliedrigen  Typus  ^  einen  siebengliedrigen  und  einen  zehn- 
gliedrigen.  Jetzt  wollen  wir  die  drei  Gruppen,  welche  wir  im  vorigen 
Kapitel  als  Repräsentanten  dieser  drei  Typen  gefunden  haben,  etwas 
näher  besprechen.  Wir  untersuchen  zunächst  die  Zusammensetzung 
der  betreffenden  Gruppen  und  erledigen  die  wichtigsten  darauf  bezüg- 
lichen Fragen:  wir  bestimmen  die  invarianten  Untergruppen  aller  drei 
Gruppen  und  finden  dabei  insbesondere,  dass  die  zehngliedrige  Gruppe 
einfach  ist.  Hierher  gehört  auch  noch  die  in  einem  späteren  Para- 
graphen (in  §  111)  des  Kapitels  durchgeführte  Bestimmung  der  grössten 
Untergruppen  der  zehngliedrigen.  Ferner  fragen  wir  nach  den  Differential- 
gleichungen niedrigster  Ordnung,  welche  bei  der  zehngliedrigen  Gruppe 
invariant  bleiben.  Endlich  beschäftigen  wir  uns  mit  denjenigen  Gruppen 
von  Punkttransformationen,  welche  mit  unsrer  zehngliedrigen  Gruppe 
von  Berührungstransformationen  der  Ebenfe  isomorph  sind  und  dabei 
möglichst  wenige  Veränderliche  enthalten. 

§  105. 
In   diesem   Paragraphen   bestimmen   wir    alle    invarianten  Unter- 
gruppen der  drei  irreducibeln  Gruppen  von  Berührungstransformationen, 
welche   wir  im   vorigen  Kapitel   gefunden  haben.     Wir  beginnen   mit 
der  sechsgliedrigen  Gruppe: 

(1)  P>    q  +  xr,    r,    xq  +  ^x^r,    xp  —  yq,    yp  +  ^y''r. 

Eine   invariante   Untergruppe  g   von   (1)    enthält   jedenfalls    eine 
infinitesimale  Transformation  von  der  Gestalt: 


*)  Lie,  Göttinger  Nachrichten,  Decbr.  1874;  Theorie  der  Transformations - 
gruppen  IV,  V,  Archiv  for  Mathematik,  Christiania  1878  und  1879.  Die  Methode, 
welche  in  dem  vorstehenden  Kapitel  zur  Ableitung  der  Sätze  benutzt  wird,  ist 
bereits  in  der  an  letzter  Stelle  genannten  Abhandlung  auseinandergesetzt. 
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(2)  ap  +  ß^qJ^xr)  +  yr , 

denn  aus  jeder  infinitesimalen  Transformation  von  g,  welche  nicht  die 
Form  (2)  beöitzt,  ergiebt  sich  durch  Combination  mit  p  oder  q  -\-  xr 
eine  Transformation  von  der  Form  (2),  welche  g  angehört.  Combiniren 
wir  nun  (2)  mit:  q  +  xr  und  mit:  p,  so  finden  wir^  dass  g  mit  (2) 
zugleich  auch  die  beiden  Transformationen:  ar  und:  ßr  enthält,  und 
daraus  können  wir  schliessen,  dass  r  unter  allen  Umständen  in  der 
invarianten  Untergruppe  g  vorkommt,  im  entgegengesetzten  Falle 
müsste  nämlich  «  =  /3  =  0  sein,  es  verschwände  also  auch  y^  so 
dass  g  gar  keine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form  (2)  und 
mithin  überhaupt  keine  infinitesimale  Transformation  enthielte. 

Ofi'enbar  erzeugt  r  selbst  eine  eingliedrige  invariante  Untergruppe 
der  sechsgliedrigen  Gruppe  (1),  es  ist  sogar  eine  ausgezeichnete  infini- 
tesimale Transformation  derselben,  da  es  mit  allen  Transformationen  (1) 
vertauschbar  ist  (s.  Abschn.  I,  S.  276). 

Enthält  die  invariante  Untergruppe  g  von  (1)  ausser  r  noch  andere 
infinitesimale  Transformationen,  dann  jedenfalls  eine  von  der  Form: 

(3)  ap -\- ß{q  +  xr) , 

denn  jede  von  r  verschiedene  Transformation,  welche  nicht  die  Form  (3) 
besitzt,  liefert  durch  Combination  mit  p  oder  q  -\-  xr  eine  Transfor- 
mation (2),  in  welcher  a  und  ß  nicht  beide  verschwinden.  Combinirt 
man  aber  (3)  mit  xp  —  yq,  xq  +  ^^'^r  und:  yp  +  ^i/r^  so  kommt: 
ap  —  ßiq  +  xr),       a{q-{-xr),       ßp  ^ 

also  müssen  p  und  q -\-  xr  beide  in  g  auftreten  und  wirklich  ist:  Pj 
q  +  xr^  r  eine  invariante  Untergruppe  von  (1). 

Endlich  könnte  g  ausser  p,  q -{-  xr,  r  noch  eine  infinitesimale 
Transformation  von  der  Form: 

(4)  k{xq  +  ^x^r)  +  ii{xp  —  yq)  +  v{yp  +  ^y^r) 

enthalten,  allein  das  ist  unmöglich,  denn  durch  Combination  von  (4) 
mit:  xq  +  \x^r  u.  s.  w.  würde  sich  sofort  ergeben,  dass  g  alle  drei 
infinitesimalen  Transformationen:  xq-\--lx^r  u.  s.  w.  enthielte,  dass 
es  also  mit  der  Gruppe  (1)  zusammenfiele.  Folglich  giebt  es  in  der 
Gruppe  (1)  keine  andern  invarianten  Untergruppen  als  die  beiden 
vorhin  gefundenen: 

r;      p,    q  +  xr,   r. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  siebengliedrigen  Gruppe: 

p,    q  +  xr,    r,    xq  +  ^^xh',    xp  —  yq,    yp  +  ^^V'r 


28* 


(5) 

^p  +  yq  +  2^r, 
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welche  aus  der  sechsgliedrigen  (1)  durch  Hinzuuahme  der  Transfor- 
mation: xp  +  ^/Ö'  +  2;S?r  entsteht. 

Da  (1)  augenscheinlich  eine  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (5) 
ist  und  da  von  den  beiden  einzigen  invarianten  Untergruppen  der 
Gruppe  (1),  nämlich  von  den  beiden  Gruppen: 

r;      p,   q  +  xr,   r 

dasselbe  gilt,  so  brauchen  wir  nur  noch  diejenigen  invarianten  Unter- 
gruppen von  (5)  aufzusuchen,  welche  nicht  in  der  Gruppe  (1)  enthalten 
sind.  Jede  solche  invariante  Untergruppe  von  (5)  enthält,  wenn  sie 
m-gliedrig  ist,  eine  (m  —  l)-gliedrige  Untergruppe,  welche  der  Gruppe 
(1)  angehört  und  in  derselben  invariant  ist  (vgl.  Abschn.  I,  S.  211, 
Satz  7  und  S.  264,  Satz  10).  Demnach  kann  es  in  der  Gruppe  (5) 
höchstens  zwßi  Arten  von  invarianten  Untergruppen  dieser  Art  geben, 
erstens  zweigliedrige,  deren  infinitesimale  Transformationen  die  Form: 

r,    xp  -\-  yq  -\-  2^r  +  "i^  +  ßio.  +  ^0  + 


l  +  y{3)q  +  ix^r)  +  d(xp  —  yq)  +  £(yp  +  \y^r) 
besitzen,  und  zweitens  viergliedrige  von  der  Form: 

p)    q  -f-  xr^    r,  xp  -\-  yq  -{-  20r  + 
+  y\xq  +  ixh')  +  d\xp  —  yq)  +  s\yp  +  ^y^r) . 

Im    ersten  Falle   würde   man  durch   Combination  mit  p  und  q  -\-  xr 
zwei  infinitesimale  Transformationen  von  der  Gestalt: 
P  +  ßr  +  y{q-\-  xr)  +  8p 
q-\-  xr  —  ar  —  8{q  +  xr)  +  sp 

finden,  die  sich  bezüglich  auf  ßr  und  —  ar  reduciren  müssten;  da 
das  unmöglich  ist,  so  erkennen  wir,  dass  es  in  der  Gruppe  (5)  keine 
zweigliedrige  invariante  Untergruppe  von  der  Form  (6)  giebt.  Dagegen 
zeigt  sich  im  zweiten  Falle  durch  Combination  mit:  xq  +  ^x^r  u.  s.  w., 
dass  y\  d\  e'  verschwinden  müssen  und  dass: 

p,    q  +  xr,    r,    xp  +  yq  +  2zr 

eine  invariante  Untergruppe  von  (5)  ist. 

Hiermit  sind  alle  invarianten  Untergruppen  von  (5)  gefunden. 

Endlich   die   zehngliedrige   irreducible  Berührungstransforraations- 
gruppe: 

(p,    q  +  xr,    r,    xq  +  \x^r,    xp  —  yq,    yp  +  -^-^r 
xp  +  yq  +  2zr 
'   ^  I     (^  —  xy)p  —  yq  —  \xfr,     zq  +  ^x'p  +  xzr 

(x0  —  \x^jf)p  -\-  {yz  ~  ixy^)q  +  h^  —  \x^if)r 


(7) 
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enthält  gar  keine  invariante  Untergruppe.  In  einer  solchen  müsste 
nämlich,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  eine  Transformation  von  der 
Form  (2)  und  also  insbesondere  die  Transformation  r  auftreten.  Durch 
Combination  von  r  mit: 

{ß  —  xy)p  —  i/g  —  ^xy^r    u.  s.  w. 
würden  sich  nunmehr:  p,  q  -\-  xr  und  xp  -{-  yq  -\-  20r  ergeben  und 
durch  Combination  dieser  Transformationen  mit:  (0  —  xy)p-\ — ,  u.  s.  w. 
alle  noch  übrigen  Transformationen  (7). 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  liefern  das  wichtige 
Theorem  70.     Die  sehngliedrige  irreducihle  Gruppe: 
p,    q  +  xr,    r,    xq  +  \x^r,    xp  —  yq,    yp  +  \y^r 
xp  -\-  yq-\-  2zr 
(z  —  Xij)p  —  y^q  —  ixy^r,     sq  +  \x^p  +  xzr 
{xs  —  \x^y)p  +  {yz  —  ixy^)q  +  (^^  _  i.x^y^)r 
von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  s  ist  einfach. 
Die  siehengliedrige  irreducihle  Gruppe: 

Ip,  Q  +  ^^;  ^7  ^2  +  i^'^;  ^p  —  yQ,  yp  +  i2/'^ 

^   '  \  ^i>  +  2/2  +  2sr 

enthält  vier  invariante  Untergruppen,  nämlich  die  sechsgliedr ige 

irreducihle: 

(1)        ih  a  +  ^^>  '^y  ^2  +  k^^^i  ^p  —  y^j  yp  +  ^y^^ 

und  ausserdem  noch  die  folgenden  drei: 

p,    q -\- xr,    r,    xp  -\-  yq -\-  2zr'.^ 

p,    q  +  xr,    r; 

r. 

Die  sechsgliedrige  irreducihle  Gruppe  (1)  endlich  enthält  zwei 

invariante  Untergruppen,  nämlich: 

Py    q  -\-  xr,    r       und      r . 

§   106: 

Die  drei  Gruppen  (1),  (5),  (7)  sind  irreducihle  Gruppen  von 
Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  z,  sie  lassen  in  Folge  dessen 
weder  die  Schaar  aller  00^  Punkte  noch  irgend  eine  Schaar: 

il;{x,  z,  a,  h)  =  0 
von   00 ''^   Curven  der  Ebene    x,  z    invariant.     Es    giebt    daher   sicher 
keine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 


Py  (  dz\ 


438 
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welche  bei  einer  unsrer  drei  Gruppen  invariant  bleibt.  Dagegen  kann 
es  möglicherweise  gewöhnliche  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung 
geben,  die  unsre  drei  Gruppen  gestatten. 

Um  die  betreffenden  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  zu 
finden,  betrachten  wir  &  als  Function  von  x,  y  aber  als  den  Differential- 
quotienten von  z  nach  x  und  erweitern  die  zehn  infinitesimalen  Trans- 
formationen (7)  nach  den  Regeln  des  Kapitels  22  durch  Hinzunahme 
der  Differentialquotienten  zweiter  und  dritter  Ordnung  von  z.  Wenden 
wir  dabei  die  Abkürzungen: 

y    dx    ^ '  dx^    ^  ^  'dx''  —  ^ 


an,  so   erhalten   wir  die  folgenden  erweiterten   infinitesimalen. Trans- 


formationen: 


p  liefert: 


xr  -f-  q 

\x^r  +  xq 

xp  —  ijq 

yp  +  hfr 

xp  +  2zr  -\-  yq 


IL 

dx 

dz 


df 


df 


dz     '     dz 


ix' 


IL 

dz 


+  x~rr  + 


df 


IL 

dx 

■IL 

dx 
df 


—  s 


+  i 


IL 

dz' 


—  2s 

df_ 

dz 


IL 

dz" 


3^' 


IL 

dz" 


z 


df 

dz" 


df 


df 


df 


tf    nr     df 

Jz^' 


Die  übrigen  drei  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  wollen 
wir  ihrer  Länge  wegen  nicht  mit  hinschreiben  und  nur  bemerken, 
dass  sie  alle  drei  dem  0'''  einen  Zuwachs  ertheilen,  welcher  den  Faktor 
0'"  enthält  und  also  zugleich  mit  0'"  verschwindet. 

Die  fünf  ersten  der  obigen  infinitesimalen  Transformationen:  p 
u.  s.  w.  erzeugen  offenbar  eine  fünfgliedrige  Gruppe,  welche  in  jeder 
unsrer  drei  irreducibeln  Gruppen  enthalten  ist.  Durch  die  Erweiterung 
hat  sich  aus  dieser  Gruppe  eine  fünfgliedrige  Gruppe  in  den  fünf 
Veränderlichen  x,  0,  0\  0'\  0'"  ergeben  und  zwar  eine  einfach  tran- 
sitive Gruppe,  denn  die  Determinante  ihrer  fünf  infinitesimalen  Trans- 
formationen besitzt  den  nicht  verschwindenden  Werth  0" .  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung:  ^"'=0  die  einzige  Gleichung  von 
der  Form:  0"'=i{x^  0,  0'^  0")  ist,  welche  bei  der  bewussten  fünf- 
gliedrigen  Gruppe  invariant  bleibt.    Da  nun:  0'"  =  0  auch  die  übrigen 
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fünf  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  gestattet  —  bei  jeder 
derselben  erhält  ja  z"  einen  Zuwachs,  welcher  mit  z"  zugleich  ver- 
schwindet — ,  so  gestattet  die  Gleichung:  ^'"=0  jede  unsrer  drei 
irreducibeln  Gruppen  und  ist  ausserdem  die  einzige  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung,  welche  dies  thut.  Wir  können  hinzufügen,  dass  die 
zehngliedrige  Gruppe  (7)  die  grösste  continuirliche  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen ist,  bei  welcher  die  Differentialgleichung: 
z"'  =  0  invariant  bleibt.  Die  grösste  continuirliche  Gruppe  von  dieser 
Beschaffenheit  ist  nämlich,  weil  sie  die  zehngHedrige  irreducible  Gruppe 
(7)  umfasst,_  offenbar  selbst  irreducibel  und  ausserdem  ist  sie  endlich*), 
"sie  kann  also  nach  dem  Theoreme  69,  S.  433  nicht  mehr  als  zehn  Para- 
meter enthalten,   das  heisst,   sie   fällt  mit  der  Gruppe  (7)  zusammen. 

Demnach  besteht  das 

Theorem  71.  Jede  irreducible  Gruppe  von  Berührungstrans- 
formationen der  Ebene  lässt  nur  eine  einzige  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  invariant.  Hat  man  die  Gruppe 
durch  eine  geeignete  Berührungstransformation  auf  eine  der 
drei  Formen  (1),  (5),  (7)  gebracht  (s.  S.  437),  so  erscheint  die 
betreffende  Differentialgleichung  in  der  Gestalt: 

ivo  X  und  0  Punhtcoordinaten  in  der  Ebene  bedeuten.  Ins- 
besondere ist  die  zehngliedrige  irreducible  Gruppe  (7)  die 
grösste  continuirliche  Gruppe  von  Berührungstransformationen 
der  Ebene  x,  z,  welche  die  angegebene  Differentialgleichung 
invariant  lässt. 

Wir  können  das  vorstehende  Theorem  auch  folgendermassen 
aussprechen:  Bei  einer  irreducibeln  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  Xj  z  bleibt  nur  eine  einzige  Schaar  von  oo^ 
Curven  der  Ebene  invariant;  ist  die  Gruppe  durch  eine  geeignete 
Berührungstransformation  auf  eine  der  drei  Formen  (1),  (5),  (7) 
gebracht  (s.  S.  437),  so  lautet  die  Gleichung  der  betreffenden  Schaar: 

0  =  a  -\-  2bx  +  cx^ , 

die  Schaar  selbst  besteht  mithin  aus  allen  den  oo^  Kegelschnitten, 
welche  die  unendlich  ferne  Gerade  in  einunddemselben  Punkte  be- 
rühren, das  heisst  aus  allen  Kegelschnitten,  welche  ein  (unendlich 
fernes)  Linienelement  gemein  haben. 


*)  Eine  gewöhnhche  Differentialgleichung  zwischen  x  und  ^,  deren  Ordnung 
grösser  ist  als  zwei,  gestattet  niemals  unendlich  viele  unabhängige  infinitesimale 
Berührungstransformationen. 
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In  einem  späteren  Paragraphen  (§  110)  gehen  wir  auf  die  Frage 
nach  den  invarianten  Differentialgleichungen  etwas  genauer  ein,  werden 
uns  aber  dabei  allerdings  in  der  Hauptsache  auf  die  zehngliedrige 
Gruppe  (7)  beschränken. 

§  107. 

Führt  man  in  eine  irreducible  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  x,  z  vermöge  einer  Berührungstransformation; 

5  =  r(^;  ^;  2/);  l  =  «(^,  X,  y) ,  t)  =  ^{z,  X,  y) 
die  neuen  Veränderlichen  5,  i,  t)  ein,  so  erhält  man  natürlich  eine 
irreducible  Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  j,  j. 
Es  giebt  nun  eine  gewisse  Berührungstransformation,  welche  unsre 
zehngliedrige  irreducible  Gruppe  (7)  auf  eine  andere  sehr  bemerkens- 
werthe  einfache  Form  bringt. 

Die  betreffende  Berührungstransformation  ist  durch  die  Gleichung: 
4?(^~5)  +  ^'  =  0 
definirt,   aus  welcher   wir  nach   den  Regeln  von   Kapitel  1,   S.  10  als 
Gleichungen  der  Berührungstransformation  die  folgenden  finden: 

'  ^  =  1  +  1^ 
(8)  •x  =  2i-y~^ 

Offenbar  wird: 

dz  —  ydx  =  dl  —  \)dl, 

also  hat  q  den  Werth   1   und  man  erhält  daher  die  charakteristischen 
Functionen  derjenigen  infinitesimalen  Transformationen,  in  welche  die 
infinitesimalen  Transformationen  (7)  bei  der  Berührungstransformation 
(8)  übergehen,  wenn  man  in  die  charakteristischen  Functionen: 
1,  X,  y,  x\  xy,  y\  z  —  ^xy,  x{z  —  \xy),  y(z  —  ^xy),  {z  —  ^xyf 

der  Transformationen  (7)  die  neuen  Veränderlichen  5,  j,  t)  einführt. 
Thut  man  das^  so  bekommt  man  nach  Weglassung  des  unwesentlichen 
Faktors  j/ — 1   die  nachstehenden  charakteristischen  Functionen: 

Das  also  ist  die  Form,  welche  die  Gruppe  (7)  in  den  neuen  Ver- 
änderlichen 5,  i,  \)  annimmt. 

Von  Interesse  ist  es,  die  Gruppe  (9)  als  eine  Gruppe  von 
homogenen  Berührungstransformationen  in  vier  Veränderlichen:  x.,  Xc, 


(9) 
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Pi,  P2   zu  schreiben.     Um    das    zu    erreichen,  brauchen  wir   blos   zu 

setzen: 

p. 

?  =  ^i.    5  =  ^2,    9  =  -^ 

und  ausserdem  jede  einzelne  der  charakteristischen  Functionen  (9)  mit 
^2  zu  multipliciren  (vgl.  S.  273,  Satz  10).  Auf  diese  Weise  finden 
wir  die  folgende  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen: 

{        PU      OOdhy      ^iPu     P27      ^2P2,      ^2^P2, 
^       ^  \VKP2>      ^iVPiP2,      ^2VPlP2y      ^iX2VPiP2, 

in  deren  Form  eine  gewisse  Symmetrie  zu  Tage  tritt. 
Die  Curvenschaar: 

welche  bei  der  Gruppe  (7)  invariant  bleibt,  verwandelt  sich  natürlich 
bei  der  Berührungstransformation  (8)  in   eine  bei  der  Gruppe  (9)  in- 
variante Curvenschaar.    Wollen  wir  die  Gleichung  dieser  neuen  Curven- 
schaar finden,  so  haben  wir  auf  die  beiden  Gleichungen: 
2=  a  +  2hx  +  cx\       y  =  2h  +  2cx 

die  Berührungstransformation  (8)  auszuführen  und  aus  den  entstehenden 
beiden  Gleichungen: 

S  +  £^  =  «  +  ^HV^  -  4cj:n) 
— 1/^=26 +  4cjy^ 
das  t)  zu  entfernen.     Wir  finden: 

(11)  ^m  +  4(6'^  -  ac)ic  -f  5  -  a  =  0 , 

eine  Gleichung,  die  alle  Kegelschnitte  darstellt,  welche  durch  zwei 
gewisse  (unendlich  ferne)  Punkte  gehen. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  Gruppe  (9)  die  grösste 
continuirliche  Gruppe  von  Berührungstransformationen  ist,  welche  die 
Curvenschaar  (11)  invariant  lässt. 

Wir  wollen  schliesslich  vermittelst  der  Punkttransformation: 

(12)  S  =  ^  —  ^'^  ?       i  =  0  -\-  ix 

der  Ebene  5,  §  die  beiden  Punkte,  durch  welche  die  00^  Kegelschnitte 
(11)  gehen,  in  die  beiden  unendlich  fernen  Kreispunkte  verlegen.  Dabei 
geht  die  Curvenschaar  (11)  in  die  Schaar  aller  c»^  Kreise: 

(13)  'ic(x'  +  s^)  +  4(6^  —  ac)  (s  +  ix)  +  0  —  ix  —  a  =  0 
der  Ebene  x,  z  über. 


(15) 
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Um  die  zehngliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationeii  zu 
finden,  bei  welcher  die  Schaar  (13)  invariant  bleibt,  haben  wir  die 
Punkttransformation  (12)  zu  erweitern  (vgl.  S.  3)  und  die  so  erhaltene 
Berührungstransforraation : 


(14) 


1  =  3  — ix,       i=.z  +  ix 
9  = 


auf  die  Gruppe  (9)  auszuführen.     Da  nun  vermöge  (14)  die  Gleichung 
besteht: 


2* 


so  brauchen  wir  (vgl.  S.  276,  Theorem  45)  blos  die  Berührungstrans- 
formation (14)  auf  die  charakteristischen  Functionen  (9)  auszuführen 
und  sodann  jede  dieser  Functionen  mit  (y  +  i)  zu  multipliciren;  den 
Faktor  ~.  können  wir  natürlich  weglassen.  Auf  diese  Weise  erhalten 
wir  aus  der  Gruppe  (9)  die  folgende  neue  Gruppe  von  Berührungs- 
transformationen: 

I       y  +  h  (3  +  ix)Vf+l,  Vy'  +  l,  {s  +  ixf  (y-i),  {s  +  ix)  (y-i) 

\y-i,  (2-ix)(y  +  i),  (0^-{.x')yf+l,  {z-ix)yY+f,  {s-ix)' {ij  +  i) 

An  Stelle  der  zehn  imaginären  infinitesimalen  Transformationen  (15) 
können  wir  natürlich  auch  die  zehn  reellen  Transformationen: 

,  ,,       (1;  y,  s  —  xy,  x  +  0y,  20x  +  (^^  —  x')y,  s^  —  x'  —  2xzy 

(15  )  . 

(         Vf+l,  xYf+l,  ^Yy'+l,  (x'  +  0')yy'+l 
setzen. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  (15')  die  grösste  continuirliche 
Gruppe  von  Berührungstransformationen  ist,  welche  die  Schaar  (13) 
aller  Kreise  der  Ebene  x,  z  invariant  lässt. 

Auch  die  Gruppe  (15')  werden  wir  als  eine  Gruppe  von  homo- 
genen Berührungstransformationen  schreiben.     Setzen  wir: 

x  =  x^,     ^  =  ^2,     2/===r^, 

Vi 

so  erhalten  die  charakteristischen  Functionen  der  betreffenden  Gruppe 
von  homogenen  Berührungstransformationen  die  Gestalt: 

Pl;     Ä?      ^1^2  —  ^2Pl>      ^iJPl   +  ^2^2 

(16)  I  W  —  <')Vi  +  "^x^x^^ix,,    ^x.x.p,  +  (^/  -  x,^)p^ 

VpJTK',  ^.Vp^+p/,  x,y^J+^\  {^i'  +  ^2')VpI+~p.'^ 
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Von  diesen  Transformationen  sind  die  ersten  beiden  infinitesimale 
Translationen  der  Ebene  x^,  x<^\  die  drei  ersten  erzeugen  die  Gruppe 
aller  Bewegungen,  die  vier  ersten  die  Gruppe  aller  Aehnlicbkeitstrans- 
formationen  dieser  Ebene;  die  sechs  ersten  erzeugen  die  grösste  con- 
tinuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene  x^,  x^^  bei 
welcher  Kreise  in  Kreise  übergehen  (die  grösste  endliche  Gruppe  von 
conformen  Punkttransformationen);  endlich  ist  ]/pi^  +  2^2^  ®^^®  infini- 
tesimale Paralleltransformation. 

Die  Hauptergebnisse  des  gegenwärtigen  Paragraphen  zusammen- 
fassend, können  wir  das  Theorem  aussprechen: 

Theorem  72.  Es  gieht  in  der  Ebene  00'^^  Berührungstrans- 
formationen, ivelche  Kreise  in  Kreise  überführen.  Der  In- 
begriff dieser  Transformationen  bildet  eine  irreducible  Gruppe 
von  Berührungstransformationen^  welche  in  keiner  grösseren 
endlichen  continuirlichen  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen stecht.  Mit  der  betreffenden  Gruppe  ist  jede  sehn- 
gliedrige  irreducible  Gruppe  von  Berührungstransformationen 
der  Ebene  durch  eine  Berührungstransformation  ähnlich  und 
darunter  insbesondere  diejenige  sehngliedrige  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationenj  ivelche  die  Schaar  aller  00^  Kegel- 
schnitte mit  einem  gemeinsamen  Linienelement  invariant  lässt. 

§  108. 

Schon  im  vorigen  Kapitel  haben  wir  den  Umstand  benutzt,  dass 
jede  Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  auch  als  eine 
Gruppe  von  Punkttransformationen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes 
aufgefasst  werden  kann.  Wir  werden  von  jetzt  ab  in  der  Hauptsache 
diese  letztere  Auffassung  bei  der  Untersuchung  der  irreducibeln  Gruppen 
von  Berührungstransformationen  der  Ebene  zu  Grunde  legen.  Dabei 
gehen  wir  aber  wieder  von  den  im  vorigen  Kapitel  gefundenen  Formen 
dieser  Gruppen  aus,  also  von  den  drei  Gruppen:  (1),  (5)  und  (7)  auf  S.  437. 

In  den  eben  genannten  drei  irreducibeln  Gruppen  von  Berührungs- 
transformationen der  Ebene  x,  0  deuten  wir  die  Grössen  x^  z,  y  als 
Punktcoordinaten  eines  dreifach  ausgedehnten  Raumes,  dann  erscheinen 
diese  Gruppen  als  Gruppen  von  Punkttransformationen  des  Raumes 
Xj  0y  y  und  zwar  als  solche  Gruppen,  welche  die  Gleichung: 

dz  —  ydx  =  0  , 
nicht  aber  eine  von  derselben  verschiedene  Pfaffsche  Gleichung: 

a{x,  z,  y)dx  -f  y{x,  z,  ij)dz  +  ß(x,  0,  y)dy  =  0 
invariant  lassen  (s.  S.  393,  Satz  3). 
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Sind  nun  diese  drei  Gruppen  von  Punkttransformationen  des 
Raumes  x,  s,  y  primitiv  oder  sind  sie  es  nicht? 

Eine  Schaar  von  oo^  Flächen:  (p{x,  z,  ?/)  =  const.  des  Raumes 
Xj  z,  y  kann  bei  keiner  unsrer  drei  Gruppen  invariant  bleiben,  zu- 
gleich mit  der  Flächenschaar  würde  nämlich  auch  die  von  der  Glei- 
chung: dz  —  ydx  =  0  verschiedene  Pfaffsche  Gleichung:  dcp  ==  0  in- 
variant bleiben  und  das  ist  ausgeschlossen. 

Wenn  daher  eine  unsrer  Gruppen  imprimitiv  ist,  so  lässt  sie 
jedenfalls  keine  Schaar  von  oo^  Flächen  sondern  nur  eine  Schaar  von 
oo2  Curven  des  Raumes  x,  z,  y  invariant.  Für  die  sechsgliedrige 
und  die  siebengliedrige  Gruppe  können  wir  sofort  eine  derartige 
Curvenschaar  angeben,  denn  beide  enthalten  nach  Theorem  70,  S.  437 
die  eingliedrige  invariante  Untergruppe  r  und  lassen  infolgedessen  die 
Gleichung: 

dz       ^ 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Curvenschaar:  x  =  const., 
y  =  const.  invariant.  Beide  Gruppen  sind  daher  imprimitiv,  die 
sechsgliedrige  ist  sogar  systatisch,  denn  r  ist,  wie  schon  auf  S.  435 
gesagt  wurde,  eine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  der 
sechsgliedrigen  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  510,  Satz  3). 

Liesse  die  sechsgliedrige  Gruppe  noch  eine  andere  von  der  Schaar: 
X  =  const.,  y  =  const.  verschiedene  Schaar  von  cjo^  Curven  invariant, 

so  müsste  sie  eine  von:  |^  =  0  verschiedene  lineare  partielle  Dif- 
ferentialgleichung: 

invariant  lassen,  dann  aber  bliebe  zugleich  das  System  der  beiden 
Gleichungen: 

invariant  und  demnach  auch  die  Pfaffsche  Gleichung: 

^dx  —  Idy  =  0, 
in^  welcher  A  und  ^i  nicht  beide  gleich  Null  wären.  Das  ist  nach 
S.  393,  Satz  3  ausgeschlossen,  also  giebt  es  ausser  der  Schaar: 
X  =  const,  y  =  const.  keine  Schaar  von  c»^  Curven,  welche  bei  der 
sechsgliedrigen  Gruppe  invariant  bleibt.  Für  die  siebengliedrige  Gruppe, 
in  welcher  ja  die  sechsgliedrige  als  Untergruppe  enthalten  ist,  gilt 
natürlich  dasselbe. 

Endlich  die  zehngliedrige  Gruppe,  von  welcher  wieder  die  sieben- 
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gliedrige  eine  Untergruppe  ist,  lässt  nicht  einmal  die  Curvenschaar: 
X  ^=  const.,  y  ==  const.  invariant,  da  sie  augenscheinlich  die  Gleichung 

~  =  0  nicht  invariant  lässt,  sie  ist  also  primitiv. 

Wir  können  daher  sagen: 

Theorem  73.  Fasst  man  die  drei  Gruppen:  (1),  (5),  (7)  auf 
S.  437,  welche  irreducihle  Gruppen  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  x,  z  sind^  als  Gruppen  von  Funlcttrans- 
formationen  des  dreifach  ausgedehnten  Baumes  x,  z,  y  auf, 
so  ist  nur  die  zehngliedrige  Gruppe  (7)  primitiv ,  die  beiden 
andern  dagegen  sind  imprimitiv,  die  sechsgliedrige  sogar 
systatisch.  Die  sechsgliedrige  und  die  siebengliedrige  Gruppe 
lassen  beide  die  Schaar  der  oo^  Curven:  x  =  const,  y  =  const. 
invariant,  es  giebt  aber  Jceine  andere  Schaar  von  oo^  Curven 
und  insbesondere  auch  Jceine  Schaar  von  oo^  Flächen,  ivelche 
bei  einer  dieser  beiden  Gruppen  invariant  bleibt. 

§  109. 
Als    Gruppen    von   Berührungstransformationen    der   Ebene   x,  z 
Hessen  unsre  drei  Gruppen  die  Schaar  der  oo^  Curven: 

z  =  a  -\-  2bx  +  cx^ 

invariant.  Da  nun  jeder  Curve:  z  =  q)(x)  dör  Ebene  x,  z  eine  Curve 
des  Raumes  x,  z^  y  entspricht,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  ydx  =  0 
befriedigt,  nämlich  die  Curve:  z  =  (p{x),  y  =  (p'{x),  so  müssen  unsre 
drei  Gruppen,  als  Gruppen  des  Raumes  x,  z,  y  aufgefasst,  die  Schaar 
der  oo^  Integralcurven: 

(17)  z  =  a  +  2bx-\-  cx^,      y  =  2b  +  2cx 

der  Pfaffschen  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  invariant  lassen. 
Da  die  Gleichungen  (17)  sich  auch  schreiben  lassen: 
(17')  z  —  4^xy  =  a  -\-  bx,       ^y  =  b  -{-  ex, 

so  liegt  es  nahe,  an  Stelle  von  x,  z,  y  durch  die  Transformation: 

(18)  x^=x,      0^  =  0  — ^xy,      yi  =  \y 

die  neuen  Veränderlichen  X-^,  Z-^,  y^  einzuführen.  Auf  diese  Weise 
erhalten  wir  an  Stelle  von  (17)  die  linearen  Gleichungen: 

(19)  z^=a  +  bx^,      y^  =  b  +  cx^, 

welche,  wenn  x^,  z^,  y^  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  dreifach 
ausgedehnten  Raumes  aufgefasst  werden,  eine  Schaar  von  oo^  Geraden 
des  betreffenden  Raumes  darstellen.     Selbstverständlich  sind  diese  oo '' 
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Geraden    sämmtlich    Integralcurven    derjenigen    Pfaffschen    Gleichung, 
welche  aus:  dz  —  ^jdx  =  0  durch  Einführung  von  x^,  y^,  z^  entsteht, 
also  Integralcurven  der  Pfaffschen  Gleichung: 
(20)  dz^  +  x^  dy^  —  y^dx^  =  0. 

In  den  neuen  Veränderlichen  Xj^,  z^,  y^  erhalten  wir  an  Stelle 
unsrer  drei  Gruppen  (1),  (5),  (7)  (S.  437)  der  Reihe  nach  die  folgenden 
Gruppen  von  Punkttransformationen  des  Raumes  x^,  z^^  y^i 


(22) 


(23) 


^ilh  —  yÄ^iPi  +  yi^i  +  ^ir;),   ^,qi  +  Xi(x^p,  +  y^q^  +  z^7\) 
^li^iPi  +  yi^i  +  Vi) 


Dieselben  lassen  natürlich  die  Pfaffsche  Gleichung: 

(20)  dZj,-{-  x^dy^  —  y^dx^  =  0 

invariant,  nicht  aber  eine  von  derselben  verschiedene  PfaflPsche  Gleichung: 

K^iy  yi,  h)dx^  +  ^(^i;  2/i,  ^i)dy^  +  1/(^1,  2/i,  ^^)dz^  =  0, 
ausserdem  lassen  sie  die  Schaar  der  oo^  Geraden: 

(19)  z^  =  a-\rhx^y      y^  =  h  +  cx^ 

invariant. 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  x^,  y^,  z^  gehen  offenbar  genau 
oo^  verschiedene  Gerade  der  Schaar  (19);  da  nun  alle  Geraden  der 
Schaar  (19)  die  in  dx^,  dy^^  dz^  lineare  und  homogene  Gleichung  (20) 
befriedigen,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  oo^  Geraden  der  Schaar 
(19),  welche  durch  einen  beliebig  gewählten  Punkt  x^^  2/1  >  <^i  gehen, 
stets  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Andrerseits  überzeugt  man 
sich  leicht,  dass  in  jeder  Ebene  des  Raumes  x^,  y^,  z^  auch  genau 
00^  verschiedene  Gerade  der  Schaar  (19)  liegen  und  dass  diese  00^ 
Geraden  immer  durch  einen  Punkt  der  betreffenden  Ebene  gehen.  Die 
Schaar  der  00^  Geraden  (19)  ordnet  demnach  jedem  Punkte  des  Raumes 
^1?  2/1;  ^i  ^i^®  hindurchgehende  Ebene  eindeutig  zu  und  jeder  Ebene 
dieses  Raumes  einen  darin  liegenden  Punkt.  Nun  führt  jede  Trans- 
formation, welche   einer  der   drei  Gruppen  (21),  {22) ^  (23)   angehört. 
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jeden  Punkt  des  Raumes  x^y  z^,  y^  wieder  in  einen  Punkt  über  und 
jede  Gerade  der  Schaar  (19)  wieder  in  eine  Gerade  dieser  Schaar^  sie 
muss  daher  auch  die  einem  beliebigen  Punkte  zugeordnete  durch  ihn 
hindurchgehende  Ebene  wieder  in  eine  Ebene  verwandeln  und  in  Folge 
dessen  überhaupt  jede  Ebene  wieder  in  eine  Ebene.  Hieraus  geht 
hervor,  dass  die  drei  Gruppen  (21),  (22),  (23)  sämmtlich  Untergruppen 
der  'allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Raumes  x-^,  0^,  y^  sind.  Wir 
hätten  das  allerdings  auch  schon  den  infinitesimalen  Transformationen 
unsrer  Gruppen  ansehen  können,  denn  die  sind  alle  projectiv  (Ab- 
schnitt I,  S.  554  f.). 

Dreifach  unendliche  Geradenschaaren  von  der  Beschaffenheit  der 
oben  gefundenen  Schaar  (19)  hat  zuerst  Mobius  betrachtet  und  als 
„Nullsysteme"  in  die  Wissenschaft  eingeführt;  später  hat  sie  besonders 
Chasles  verwerthet.  Von  Flücker  wurde  für  eine  solche  Geradenschaar 
die  Bezeichnung  „linearer  Liniencomplex"  eingeführt,  wofür  man  auch 
kürzer  sagt  „linearer  Complex". 

PlücJcer  zeigte,  dass  der  allgemeinste  lineare  Complex  durch  die 
allgemeinste  lineare  homogene  Gleichung  zwischen  den  nach  ihm 
benannten  sechs  Liniencoordinaten  dargestellt  wird.  Als  Coordiuaten 
einer  geraden  Linie  des  Raumes  x^,  y^^  0^  wählte  er  die  sechs  Grössen: 

x^  —  x^,    2/1  —  2/2;    ^1  —  ^2 
^12/2  —  2/1^2;    2/1^2  —  ^12/2;     ^1^2  — ^1^2; 
wo  Xj^j  2/1;  ^1  u^d  ^2;  2/2  5  ^2  2^^i  beliebige  Punkte  auf  der  betreffenden 
Geraden  sind.    Lässt  man  nun  insbesondere  die  drei  Grössen  X2,  y^,  ^2 
bezüglich  von  rr^,  2/1;  ^1  unendlich  wenig  verschieden  sein,  so  kommt 
man  auf  die  Liniencoordinaten: 
dx^,    dy^j    d0iy    x^dy^  —  y^dx^^,    y^dz^  —  z^dy^,    z^dx^  —  x^dz^ . 

Eine  homogene  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  diesen  Grössen,  also 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

ÄdXi  +  Bdy^  +  Cds^  +  D{x^dy^  —  y^dx^  + 
+  E{y^dz^  —  ß,dy^)  +  F{z^dx^  —  x^dz^)  =  0 

mit  Constanten  Coefficienten  stellt  dann  den  allgemeinsten  linearen 
Complex  des  Raumes  x^y  y^,  z^  dar.  Wir  sehen  hieraus,  dass  es  in 
dem  dreifach  ausgedehnten  Räume  x^^  y^,  z^  gerade  00^  verschiedene 
lineare  Complexe  giebt.  Andrerseits  bemerken  wir,  dass  die  Pfaffsche 
Gleichung  (20)  einen  gewissen  linearen  Complex  darstellt;  es  ist  das 
offenbar  derjenige,  welcher  von  den  cx)^  Geraden  (19)  gebildet  wird. 
Bei  einer  projectiven  Transformation  des  Raumes  x^y  y^y  z-^  geht 
selbstverständlich  jeder  lineare  Complex  dieses  Raumes  in  einen  linearen 
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Complex  über.  Da  es  nun  in  dem  Räume  x^j  y^y  z^  gerade  c»^^  pro- 
jective  Transformationen  giebt,  aber  nur  oo^  lineare  Complexe,  so 
folgt,  dass  jeder  lineare  Complex  mindestens  oo^^  projective  Transfor- 
mationen zulässt  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  482,  Satz  10).  Die  obigen  Ent- 
wickelungen  bestätigen  das,  denn  sie  zeigen,  dass  der  lineare  Complex: 
(20)  dis^  +  x^dy^  —  y^dx^  =  0 

die  zebngliedrige  projective  Gruppe  (23)  gestattet. 

Wir  könnten  aus  der  Liniengeometrie  als  bekannt  voraussetzen, 
dass  jeder  lineare  Complex,  der  nicht  aus  allen  Geraden  besteht,  die 
eine  feste  Gerade  schneiden,  durch  projective  Transformationen  in  jeden 
andern  übergeführt  werden  kann;  daraus  könnten  wir  unmittelbar 
schliessen,  dass  jeder  solche  Complex  gerade  oo^^  und  nicht  mehr 
Collineationen  zulässt  und  dieser  Schluss  würde  auch  auf  den  Com- 
plex (20)  Anwendung  finden,  denn  derselbe  besteht  offenbar  nicht  aus 
lauter  solchen  Geraden,  die  eine  feste  Gerade  treffen.  Allein  es  ist 
gar  nicht  nöthig,  diese  Sätze  der  Liniengeometrie  zu  benutzen,  wir 
gelangen  zu  demselben  Ergebniss  durch  die  nachstehenden  Ueber- 
legungen : 

Die  zebngliedrige  Gruppe  (7)  auf  S.  437,  welche  die  Pfaffsche 
Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  invariant  lässt,  steckt  in  keiner  grösseren 
endlichen  continuirlichen  Gruppe,  welche  ebenfalls  die  Pfaffsche  Glei- 
chung: d0  —  ydx  ==  0  invariant  lässt;  eine  solche  grössere  Gruppe 
hätten  wir  ja  nothwendig  im  vorigen  Kapitel  mit  finden  müssen. 
Genau  dasselbe  gilt  natürlich  von  der  Gruppe  (23)  in  Bezug  auf  die 
Pfaffsche  Gleichung:  ds^  +  Xj^dy^  —  «/i^^i  "^  ^*  Insbesondere  kann 
daher  die  Gruppe  (23)  auch  in  keiner  grösseren  continuirlichen  pro- 
jectiven  Gruppe  enthalten  sein,  welche  den  linearen  Complex: 
(20)  d^i  +  x^dyj^  —  2/i^^i  =  ^ 

invariant  lässt. 

Man  kann  sich  übrigens  auch  ganz  direkt  davon  überzeugen,  dass 
die  zebngliedrige  Gruppe  (23)  die  grösste  continuirliche  projective 
Gruppe  ist,  welche  der  lineare  Complex  (20)  gestattet;  sucht  man 
nämlich  alle  infinitesimalen  Collineationen  des  Raumes  x^j  2/1?  ^d 
welche  die  Gleichung:  dz^  +  i^iö^2/i  —  2/i^^i  =  ^  invariant  lassen,  so 
findet  man,  dass  es  gerade  zehn  unabhängige  Transformationen  dieser 
Art  giebt,  eben  die  Transformationen  (23). 

Es  wäre  schliesslich  noch  denkbar,  dass  die  grösste  projective 
Gruppe  r,  welche  die  Pfaffsche  Gleichung  (20)  invariant  lässt,  aus 
einer  Reihe  discreter  Schaaren  von  Transformationen  bestände.  Allein 
auch  das  ist  nicht  der  Fall,  die  Gruppe  F  fällt  vielmehr  mit  der 
Gruppe  (23)  zusammen.     Man  kann  das  dadurch  beweisen,  dass  man 
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die  Gruppe  (23)  iii  allgemeinster  Weise  holoedrisch  isomorph  auf  sich 
bezieht  und  sodann  die  allgemeinste  Transformation  in  x^,  tj^,  z^  sucht, 
welche  die  Gruppe  in  sich  überführt,  man  wird  dabei  finden,  dass  diese 
allgemeinste  Transformation  eben  die  allgemeinste  Transformation  der 
Gruppe  (23)  ist. 

Im  Vorstehenden  sind  die  Entwicklungen  des  Kapitels  18  in 
Abschnitt  I  benutzt,  aus  denen  folgt,  dass  die  Gruppe  (23)  als  die 
grösste  in  T  enthaltene  continuirliche  Gruppe  bei  allen  Transfor- 
mationen von  r  invariant  bleibt.  Es  ist  von  methodischem  Interesse 
das  hier  hervorzuheben,  denn  ähnliche  Ueberlegungen  finden  sehr  oft 
praktische  Anwendung. 

Wir  wollen  jetzt  die  Ergebnisse  des  gegenwärtigen  Paragraphen 
in  einem  Theoreme  zusammenfassen: 

Theorem  74.  Jede  sehngliedrige  irreducible  Gruppe  von  Be- 
rüJirungstransformationen  der  Ebene  x,  z  ist  gleichzusammen- 
gesetzt mit  der  zehngliedrigen  projectiven  Gruppe  eines  linearen 
Complexes  eines  dreifach  ausgedehnten  Baumes.  Deutet  man  die 
oo=^  Linienelemente  der  Ebene,  tvelche  von  der  ersten  Gruppe 
transformirt  werden,  als  FunUe  eines  dreifach  ausgedehnten 
Baumes,  so  erhält  man  eine  Gruppe  von  Bunlcttransformationen 
dieses  Baumes^  welche  mit  der  Gruppe  des  linearen  Complexes 
durch  eine  PunJcttransformation  ähnlich  ist. 

In  entsprechender  Weise  ist  die  siebengliedrige  irreducible  Be- 
rührungstransformationsgruppe  (5)  (s.  S.  437)  mit  der  siebengliedrigen 
projectiven  Gruppe  (22)  (s.  S.  446)  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes 
gleichzusammengesetzt  und  wenn  man  will  ähnlich.  Diese  sieben- 
gliedrige projective  Gruppe  lässt  den  linearen  Complex: 

dz,  +  x.dij,  —  tj^dx,  =  0 
invariant   und  ausserdem   noch   die   unendlich   ferne  Ebene,   sowie  auf 
dieser   Ebene    den    Punkt:   x^  =  ij,  ==  0,    welcher   derselben   von    dem 
linearen  Complex  zugeordnet  ist.     Man  überzeugt  sich  überdies  leicht 
dass   die  Gruppe  (22)   die   allgemeinste   projective  Gruppe   ist,   welche' 
die  angegebenen  Figuren  invariant  lässt. 

Endlich  die  sechsgliedrige  irreducible  Berührungstransformations- 
gruppe  (1)  (s.  S.  437)  ist  mit  der  sechsgliedrigen  projectiven  Gruppe 
(21)  (s.  S.  446)  gleichzusammengesetzt  und  wenn  man  will  älmlich. 
Diese  letztere  unterscheidet  sich  von  der  siebengliedrigen  projectiven 
Gruppe  (22)  nur  dadurch,  dass  sie  auch  alle  Volumina  des  Raumes 
^17  Vu  ^1   invariant  lässt. 

Die  beiden  Gruppen  (1)  und  (5)  waren,  als  Gruppen  des  Raumes 

Lie,  Tlieorie  der  Transforniationsgrnppoii.    II  90 


x^p. 

— 

x,p„ 

X^P-z 

+ 

^dh, 

^4P3 

Xllh>  ^ 

'IPI 

-  X, 

p,,    X 

2P1 

;     ^sPa 

-   ^4 

Ih 

^sPi 

+ 

^2Pa, 

XsP2 

— 

^iP^y 

^sPi 

' 

450  Kapitel  24,  §§  109,   110. 

X,  y^  0  aufgefasst,  imprimitiv  (vgl.  S.  445),  ebenso  müssen  natürlich 
die  beiden  projectiven  Gruppen  (22)  und  (21)  des  Raumes  x^^,  y^,  z^ 
imprimitiv  sein.  In  der  That  tritt  auch  ihre  Imprimitivität  unmittelbar 
zu  Tage,  sie  lassen  ja  beide  einen  Punkt  und  in  Folge  dessen  auch 
das  Bündel  der  00^   durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden  invariant. 

Für  manche  Zwecke  ist  es  wünschenswerth,  die  Gruppe  des  linearen 
Complexes  in  homogener  Form  zu  haben.  Wir  wollen  diese  homogene 
Form  angeben  und  aus  ihr  einige  Schlüsse  ableiten. 

Ersetzen  wir  die  nichthomogenen  Veränderlichen  x^,  1/1?  %  ^^^h 
Anleitung  von  Abschnitt  I,  S.  578  f.  durch  vier  homogene  Veränder- 
liche a?i  •  •  •  iC4,  so  nimmt  die  Gruppe  (23)  des  linearen  Complexes: 
dz^  +  x^  dy^  —  y^  dx^  =  0    die  Form  an : 


(24) 


und  der  lineare  Complex  selbst  erscheint  in  der  Gestalt: 
(25)  x^dx2  —  x^dx^  +  x^dx^  —  x^dx^  =  0. 

Aus  der  Form  (24)  lässt  sich  erkennen,  dass  unsre  Gruppe  jeden 
Punkt  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  in  jeden  andern  überführen 
kann,  darin  liegt  zugleich,  dass  sie  auch  jede  Ebene  in  jede  andere 
verwandeln  kann,  denn  jedem  Punkte  des  Raumes  ist  ja  vermöge  des 
linearen  Complexes  eine  hindurchgehende  Ebene  und  jeder  Ebene  ist 
ein  darin  liegender  Punkt  eindeutig  umkehrbar  zugeordnet. 

Halten  wir  andrerseits  irgend  einen  Punkt  fest,  so  kann  bei  den 
übrig  bleibenden  Transformationen  unsrer  Gruppe  offenbar  noch  jede 
durch  den  Punkt  gehende  Gerade  des  Complexes  in  jede  andere  über- 
gehen und  ebenso  jede  durch  den  Punkt  gehende  nicht  dem  Complexe 
angehörige  Gerade  in  jede  andere,  der  Punkt  selbst  aber  kann  von 
unsrer  Gruppe  in  jeden  andern  übergeführt  werden,  also  ergiebt  sich, 
dass  unsre  Gruppe  jede  der  00^  Geraden  des  Complexes  in  jede  andere 
überführen  kann  und  ebenso  jede  Gerade,  welche  nicht  dem  Complexe 
angehört,  in  jede  andere. 

§  110. 
Durch  Betrachtung   der   zehngliedrigen  projectiven  Gruppe   eines 
linearen  Complexes  kann   man  in  einfacher  Weise   verschiedene  neue 
Sätze    über    die    zehngliedrige   irreducible    Berührungstransformations- 
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gruppe  (7)  (s.  S.  437)  ableiten.  Zum  Beispiel  hat  es  auf  diesem  Wege 
gar  keine  Schwierigkeit  zu  entscheiden,  was  für  Curvenschaaren  der 
Ebene  x^  z  bei  der  letzteren  Gruppe  invariant  bleiben,  vorausgeset^;t, 
dass  man  sich  auf  Schaaren  mit  nicht  mehr  als  acht  Parametern 
beschränkt. 

Um  die  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  ist  es  nur  erforderlich,  alle 
Curvenschaaren  des  Raumes  von  drei  Dimensionen  zu  finden,  welche 
die  Gleichung:  dz^  +  x^dij^  —  y^dx^  ==  0  erfüllen,  die  zehngliedrige 
projective  Gruppe  (23)  gestatten  und  dabei  nicht  mehr  als  acht  Para- 
meter enthalten. 

Jede  Raumcurve,  welche  einer  Schaar  von  der  beschriebenen  Be- 
schaffenheit angehört,  lässt  mindestens  oo^  Collineationen  des  Raumes 
zu  und  ist  daher*)  entweder  eine  gewundene  Curve  dritter  Ordnung 
oder  eine  ebene  Curve;  eine  ebene  krumme  Curve  kann  sie  nicht  sein, 
denn  alle  Tangenten  der  Curve  sind  Complexgerade,  alle  Complex- 
geraden,  die  in  einer  Ebene  liegen,  umhüllen  aber  einen  Punkt  und 
keine  Curve,  folglich  ist  die  betreffende  Curve  entweder  eine  gewundene 
Raumcurve  dritter  Ordnung  oder  eine  Complexgerade. 

Eine  invariante  Curvenschaar  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
ist  demnach  die  uns  schon  bekannte  Schaar  der  c»^  Geraden  des 
linearen  Complexes:  d^^^  +  x^dy^  —  2/i^^^i  =  ^?  j®^^  andere  der  ge- 
suchten Curvenschaaren  muss  aus  gewundenen  Curven  dritter  Ordnung 
bestehen.  Nun  ist  bekannt,  dass  die  Tangenten  einer  gewundenen 
Curve  dritter  Ordnung  stets  einem  eindeutig  bestimmten  linearen 
Complexe  angehören,  der  bei  allen  oo^  Collineationen,  welche  die 
betreffende  Curve  invariant  lassen,  ebenfalls  in  Ruhe  bleibt.  Um- 
gekehrt stehen  zu  einem  linearen  Complexe  stets  Curven  dritter 
Ordnung  in  der  angegebenen  Beziehung,  zu  dem  Complexe:  dz^-\-x^dy^ 
—  Vi^^i  =  ö  zum  Beispiel  die  Curve: 
(26)  x,==t,      y,  =  t\      ^i  =  -i<', 

denn  diese  Curve  befriedigt  offenbar  die  Gleichung  des  Complexes, 
sie  gestattet  auch  wirklich  gerade  eine  dreigliedrige  Untergruppe  der 
zehngliedrigen  Gruppe  des  Complexes,  nämlich  die  dreigliedrige  Gruppe: 

JPi  +  2^i2i  —  y^r,,       x,p,  +  2y^q,  +  Ss^r,, 

Bei  der  ganzen  zehngliedrigen  Gruppe  des  Complexes  nimmt  die 
Curve  (26)  natürlich  gerade  c»^  verschiedene  Lagen  an. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  jede  der  gesuchten  Curven 
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schaareu,  welche  nicht  mit  der  Schaar  aller  oo^  Geraden  unsres  linearen 
Complexes  zusammenfällt,  gerade  sieben  Parameter  enthält  und  aus 
lauter  gewundenen  Curven  dritter  Ordnung  besteht. 

Indem  wir  diese  Ergebnisse  auf  die  zehno^liedri^e  Berührunirs- 
transformationsgruppe  (7)  (s.  S.  437)  der  Ebene  x^  z  übertragen, 
erkennen  wir,  dass  diese  Gruppe  ausser  der  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung:  z"=^^  (s.  S.  439)  nur  noch  eine  oder  mehrere 
gewöhnliche.  Differentialgleichungen  siebenter  Ordnung  zwischen  z 
und  X  invariant  lässt,  sonst  aber  keine  Differentialgleichung,  deren 
Ordnung  die  achte  nicht  übersteigt.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  be- 
treffenden Differentialgleichungen  siebenter  Ordnung  wirklich  zu  be- 
stimmen. Man  wird  zu  diesem  Zwecke  die  Gruppe  (7)  erweitern, 
indem  man  die  Differentialquotienten  von  z  nach  x  bis  mit  zur 
siebenten  Ordnung  einschliesslich  mitnimmt;  durch  Determinanten- 
bildung findet  man  dann  erstens  die  invariante  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung:  z"=^  und  zweitens  noch  eine  invariante  Differential- 
gleichung siebenter  Ordnung,  welche  sich  nicht  mehr  in  Faktoren 
zerspalten  lässt.  Wir  wollen  diese  Differentialgleichung  nicht  hin- 
schreiben,  sondern  wollen  uns  begnügen  das  Theorem  auszusprechen: 

Theorem  75.  Jede  zehngliedrige  irreducihle  Gruppe  von  JBe- 
rührungstransformationen  einer  Ebene  lässt  nur  zwei  gewöhn- 
liche Differentialgleichungen  invariant,  deren  Ordnung  nicht 
grösser  ist  als  acht,  nämlich  erstens  eine  Differentialgleichung 
von  dritter  und  zweitens  eine  von  siebenter  Ordnung. 

§  111. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Bestimmung  der  grössten  Untergruppen 
der  zehngliedrigen  projectiven  Gruppe  eines  linearen  Complexes.  Die 
Kenntniss  dieser  Untergruppen  ist  zu  manchen  Zwecken  nützlich,  unter 
Anderm  für  die  Integrationstheorie. 

Zunächst  erinnern  wir  an  das  auf  S.  450  Gesagte.  Wir  sahen 
damals,  dass  die  zehngliedrige  projective  Gruppe  (23)  des  linearen 
Complexes:  dz^  +  x^dy^  —  y^dx^  =  0  jeden  der  <x>^  Punkte  des  Raumes 
X  y  z^  in  jeden  andern  überführen  kann  und  ebenso  jede  der  oo^ 
Geraden  des  Complexes  in  jede  andere.  Hieraus  geht  nun  hervor, 
dass  es  innerhalb  der  zehngliedrigen  Gruppe  (23)  —  wir  wollen  sie 
der  Kürze  halber  die  (t^q  nennen  —  zwei  verschiedene  Schaaren  von 
je  c5o-^  siebengliedrigen  Untergruppen  giebt.  Jede  Untergruppe,  welche 
der  einen  Schaar  angehört,  besteht  aus  allen  Transformationen  der 
G  ,  welche  einen  bestimmten  Punkt  festhalten;  mit  dem  betreffenden 
Punkte  bleibt  dann  natürlich  zugleich  auch  die  Ebene  invariant,  welche 
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von  den  oo^  liindnrcbgehenden  Complexgeraden  gebildet  wird.  Jede 
Untergruppe  der  andern  Schaar  besteht  aus  allen  Transformationen 
der  (xjo,  welche  eine  Complexgerade  invariant  lassen.  Die  Unter- 
gruppen jeder  einzelnen  Schaar  sind  selbstverständlich  innerhalb  der 
G^Q  mit  einander  gleichberechtigt. 

Als  Repräsentant  der  ersten  Schaar  kann  die  siebengliedrige 
Gruppe  (22)  auf  S.  446  gelten,  bei  welcher  der  invariante  Punkt  im 
Unendlichen  liegt.  Um  einen  Repräsentanten  der  andern  Schaar  zu 
haben^  wählen  wir  als  invariante  Complexgerade  die  Axe  des  Ebenen- 
büschels: ?/ =  const.  und  finden  so  die  siebengliedrige  Gruppe: 


(27) 


Pi  —  Vi^u   ^1  +  ^1^1»   ^i>   ^iPi  —  yiQi,   ViPi 


Die  siebengliedrige  Gruppe  (27)  ist  mit  der  Gruppe  (22)  nicht 
gleichzusammengesetzt,  denn  während  die  letztere  Gruppe  eine  ein- 
gliedrige invariante  Untergruppe  enthält,  nämlich:  r^,  giebt  es  in  der 
Gruppe  (27)  keine  eingliedrige  invariante  Untergruppe. 

In  der  That,  soll: 

^  =  «(i^i-2/i^i)  +  ßiQi  +  ^i^i)  +  7^1  +  ^{^iPi  —  Vi^i)  +  £ .  y,pi  + 

+  ^{^iPi  +  2/1^1  +  2-^1^0  -f  ^{2,i)^  —  y^{x,p,  +  y,q,  +  z^r;)) 
eine  eingliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (27)  sein,  so  darf: 

{r,,  S)=^2^r,  +  ^{p,—y,r,) 

sich  von  S  nur  durch  einen  constanten  Faktor  unterscheiden,  es  müssen 
also  %•  und  k  beide  verschwinden;  in  entsprechender  Weise  erkennt 
man  durch  Betrachtung  der  beiden  Ausdrücke: 

iPi  —  yi^iy  ^)  =  2/3  .  rj  +  d{2h  —  yi^i) 
(Si  +  ^i^i;  S)  =  —  2a.r^  -  d(q,  +  x,r^)  +  s(pj^  —  y,r,), 

dass   d  und  £,  «  und  ß  sämmtlich  verschwinden;   endlich  zeigt  noch: 
{S,  0,p,  —  y,{x,i)^  +  2/1^1  +  Sir^j)  --=  y{p^  —  y^r,), 

dass  auch  y  nicht  von  Null  verschieden  sein  kann.  Damit  ist  bewiesen, 
dass  die  Gruppe  (2?)  wirklich  keine  eingliedrige  invariante  Untergruppe 
enthält. 

Da  unsere  G^q,  wie  wir  vorhin  gesehen  haben,  siebengliedrige 
Untergruppen  enthält,  so  werden  wir  ihre  grössten  Untergruppen 
finden,  wenn  wir  alle  ihre  Untergruppen  bestimmen,  welche  sieben 
oder  mehr  Parameter  enthalten.     Das  soll  jetzt  geschehen. 
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Wir  beweisen  zuvörderst,  dass  jede  Untergruppe  der  (x^o  imprimitiv 
ist  und  zwar  in  der  Art,  dass  sie  eine  den  ganzen  Raum  Xj^,  2/1;  ^1 
ausfüllende  Schaar  von  00^  Curven  invariant  lässt. 

Wenn  wir  die  Punkte  des  Raums  x^^y^,  z^  vermöge  der  Gleichungen 
(18),  S.  445  auf  die  Linienelemente  x,  ?/,  z  der  Ebene  x,  z  abbilden, 
so  entspricht  der  G^^  eine  zehngliedrige  irreducible  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen der  Ebene  x^  z^  zugleich  entspricht  natür- 
lich jeder  Untergruppe  g  der  G^^  eine  gewisse  Berührungstransfor- 
mationsgruppe  y  der  Ebene.  Ist  nun  y  irreducibel,  so  hat  es  entweder 
sechs  oder  sieben  Parameter  und  es  ergiebt  sich  daher  aus  den  Ent- 
wickelungen  der  Seiten  443  ff.,  dass  die  entsprechende  Untergruppe  g 
der  (xjLo  imprimitiv  ist  und  eine  Schaar  von  00^  Curven  des  Raumes 
^17  2/u  ^1  invariant  lässt.  Ist  andrerseits  die  Berührungstransfor- 
mationsgruppe  y  reducibel,  so  giebt  es  nach  Kap.  23,  S.  390  in  der 
Ebene  rr,  z  eine  bei  y  invariante  Schaar  von  00^  Element -ilfj  und 
dieser  Schaar  entspricht  natürlich  im  Räume  x^,  y^,  z^  eine  bei  g  in- 
variante Schaar  von  <x>^  Curven,  welche  sämmtlich  die  Pfaffsche  Glei- 
chung: dz^  -\-  x^dy^  —  Vidx^  =  0  erfüllen,  also,  wie  man  sich  aus- 
drückt, eine  bei  g  invariante  Schaar  von  c3o^  Complexcurven  des 
linearen  Complexes:    dz^-\-  x-^dy^  —  y^dx^  =  0. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  jede  Untergruppe  der  G-^^  eine  Schaar 
von  00^  Curven  des  Raumes  x^^  y^,  z^  invariant  lässt 5  es  ist  überdies 
klar,  dass  in  jedem  einzelnen  Falle  die  Curven  der  betreffenden  in- 
varianten Schaar  den  ganzen  Raum  erfüllen,  denn  man  sieht  unmittelbar, 
dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine  Curve  der  Schaar  geht. 

Wir  wollen  nun  dieses  Ergebniss  zur  Untersuchung  der  sieben- 
und  mehrgliedrigen  Untergruppen  der  G^^^  anwenden. 

Enthält  eine  Untergruppe  g  der  Gj^q  sieben  oder  mehr  Parameter, 
so  gestattet  jede  unter  den  00^  Curven  der  bei  g  invarianten  Curven- 
schaar  mindestens  00^  projective  Transformationen  und  ist  in  Folge 
dessen  entweder  eine  ebene  krumme  Curve  oder  eine  Gerade. 

Der  erste  dieser  beiden  Fälle  kann,  wie  beiläufig  bemerkt  sein 
mag,  nur  dann  eintreten,  wenn  die  invariante  Curvenschaar  nicht  aus 
Complexcurven  besteht,  denn  ebene  krumme  Curven  können  die  Glei- 
chung: dz^^  -f-  x^i^dyj^  —  y^dxj^  =  0  nicht  erfüllen,  das  haben  wir  schon 
oben  (auf  S.  451)  gesehen. 

Tritt  nun  der  erste  Fall  ein,  so  umhüllen  die  00^  Ebenen  der 
betreffenden  Curven  entweder  eine  bei  g  invariante  krumme  Fläche 
oder  eine  invariante  Curve  oder  einen  invarianten  Punkt.  Tritt  da- 
gegen der  zweite  Fall  ein,  so  haben  wir  eine  invariante  Schaar  von 
00^  Geraden,  also  ein  Strahlensystem,  welches  bei  g  invariant  bleibt. 
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Dieses  Strahlensystem  besitzt  immer  eine  natürlich  ebenfalls  invariante 
Brennfigur,  nämlich  entweder  eine  Brennfläche  oder  eine  Brenneurve 
oder  ©inen  Brennpunkt;  die  etwaige  Brennfläche  kann  selbstverständ- 
lich keine  Ebene  sein. 

Wir  sehen  mithin,  dass  jede  in  der  G^q  enthaltene  Untergruppe  g , 
welche  sieben  oder  mehr  Parameter  besitzt,  entweder  eine  krumme 
Fläche  oder  eine  Curve  oder  einen  Punkt  invariant  lässt. 

Früher  ist  gezeigt,  dass  jeder  Punkt  des  Raumes  x^,  2/1?  ^1  ^^^^ 
00^  Transformationen  der  6^10  gestattet  (s.  S.  452).  Bleibt  daher  bei 
g  ein  Punkt  invariant,  so  enthält  g  gerade  sieben  Parameter  und  ist 
identisch  mit  der  grössten  in  der  G^q  enthaltenen  Untergruppe,  bei 
welcher  dieser  Punkt  in  Ruhe  bleibt. 

Lässt  g  andrerseits  eine  krumme  Fläche  invariant,  so  gestattet 
diese  Fläche  mindestens  00'  Collineationen,  jede  ihrer  cx:)^  Haupt- 
tangentencurven  gestattet  in  Folge  dessen  deren  00%  also  können  diese 
Curven  nicht  gewunden,  sondern  sie  müssen  nach  einem  bekannten 
Satze  gerade  Linien  sein.  Wäre  nun  die  Fläche  abwickelbar  mit  einer 
gewundenen  Curve  als  Rückkehrkante,  so  müsste  diese  Curve  ebenfalls 
invariant  bleiben  und  das  ist  unmöglich,  da  eine  gewundene  Curve 
nur  00 3  Collineationen  gestattet.  Andrerseits  kann  die  Fläche  auch 
keine  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  sein,  denn  eine  solche 
gestattet  blos  00  ^  Collineationen.  Folglich  kann  die  Fläche  nur  ein 
Kegel  sein.  Bleibt  aber  bei  g  ein  Kegel  invariant,  so  bleibt  auch  die 
Spitze  desselben  stehen,  wir  kommen  demnach  hier  auf  den  schon 
erledigten  Fall  eines  invarianten  Punktes. 

Uebrig  bleibt  der  Fall,  dass  g  eine  Curve  invariant  lässt.  Diese 
Curve  kann  offenbar  nicht  gewunden  sein,  wäre  sie  ferner  eben  aber 
krumm,  so  bliebe  ihre  Ebene  stehen  und  in  dieser  Ebene  der  von 
dem  linearen  Complex  zugeordnete  Punkt,  wir  hätten  also  wieder  den 
schon  oben  erledigten  Fall.  Folglich  muss  die  Curve  eine  Gerade 
sein  und  zwar  eine  Complexgerade,  denn  jede  andere  Gerade  nimmt 
ja  bei  der  (t^o  gerade  00*  verschiedene  Lagen  an  und  gestattet  daher 
blos  eine  sechsgliedrige  Untergruppe,  dagegen  gestattet  jede  der  00 ^ 
Complexgeraden  eine  siebengliedrige. 

Hiermit  sind  alle  Untergruppen  der  G^q  gefunden,  welche  sieben 
oder  mehr  Parameter  haben,  wir  können  daher  sagen: 

Theorem  76.  Die  zehngliedrige  projective  Gruppe  eines 
linearen  Complexes  im  dreifach  ausgedehnten  Baume  enthält 
keine  Untergruppe  mit  mehr  als  sieben  Parametern  und  von 
siehengliedrigen  enthält  sie  nur  zwei  Arten:  jede  siebengliedrige 
Untergruppe  der  einen  Art  besteht  aus  allen  Transformationen 


456  Kapitel  24,  §§  in,  112. 

der  sehngliedrigen  Gruppe,  ivelclie  einen  hestimmten  Punkt 
invariant  lassen,  jede  der  anderen  Art  aus  allen  Transfor- 
mationen, welche  eine  bestimmte  Complexgerade  invariant 
lassen. 


Wir  werden  jeM  noch  eine  neue  und  im  Grunde  einfachere 
xMethode  zur  Bestimmung  der  grössten  Untergruppen  unsrer  zehn- 
ghedngen  Gruppe  kurz  auseinandersetzen. 

Die  zehngliedrige  projective  Gruppe  G,,  des  linearen  Complexes: 
d^^,+a;,dy,~y^dx,  =  0  enthält  eine  und  nur  eine  infinitesimale 
Translation,  nämlich  r,.  Stellen  wir,  wie  in  Abschnitt  I  auf  S.  577, 
jede  infinitesimale  Translation  durch  ein  Flächenelement  des  Raumes 
^1,  2/1,  ^1  dar,  so  erhalten  wir  als  Bild  der  infinitesimalen  Translation 
r,  ein  Flächenelement,  das  aus  der  unendlich  fernen  Ebene  und  aus 
dem  Punkte  besteht,  welcher  der  unendlich  fernen  Ebene  von  dem 
linearen  Complexe  zugeordnet  ist. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  die  eingliedrige  Untergruppe  r,  der 
G,,  in  der  siebengliedrigen  Untergruppe  (22)  invariant  ist,  nicht  aber 
in  einer  grösseren  Untergruppe  der  G,„  so  erkennen  wir,  dass  die 
G,,  gerade  oo^  verschiedene  infinitesimale  Transformationen  enthält, 
welche  in  ihr  und  natürlich  auch  in  der  allgemeinen  projeetiven 
Gruppe  des  Raumes  x„  y„  z^  mit  der  infinitesimalen  Translation  r, 
gleichberechtigt  sind.  Diese  oo^  mit  r,  gleichberechtigten  Transfor- 
mationen werden  natürlich  durch  oo^  Flächenelemente  des  Raumes 
x^,  y„  ^1  dargestellt  und  zwar  liegt  in  jeder  Ebene  des  Raumes  ein 
solches  Flächenelement,  welches  aus  der  betreffenden  Ebene  und  dem 
ihr  vom  linearen  Complexe  zugeordneten  Punkte  besteht. 

Ausser  den  eben  beschriebenen  00^  infinitesimalen  Transfor- 
mationen giebt  es  in  der  G^^  keine  infinitesimale  Transformation, 
welche  innerhalb  der  allgemeinen  projeetiven  Gruppe  des  Raumes' 
^1,  ^1,  %  mit  einer  infinitesimalen  Translation  gleichberechtigt  ist. 
Wäre  nämlich  S  eine  derartige  infinitesimale  Transformation,  so 
könnten  wir  die  Ebene  des  zu  S  gehörigen  Flächenelements  durch 
eine  geeignete  Transformation  der  G,^  in  die  unendlich  ferne  Ebene 
überführen;  es  wäre  daher  S  auch  innerhalb  der  G^^  mit  einer  infini- 
tesimalen Translation  gleichberechtigt,  das  aber  ist  unmöglich,  denn 
r^  ist  die  einzige  in  der  G^^  enthaltene  infinitesimale  Translation  und 
S  sollte  eben  nicht  zu  den  00^  infinitesimalen  Transformationen  ge- 
hören, welche  innerhalb  der  G^^  mit  r^  gleichberechtigt  sind. 

Enthält  eine   Untergruppe    der   G^^   alle    die   00 ^  mit   r^    gleich- 
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berechtigten  infinitesimalen  Transformationen,  so  enthält  sie^  wie  man 
sich  durch  Combination  überzeugen  kann,  überhaupt  alle  infinitesi- 
malen Transformationen  der  G^qj  sie  fällt  demnach  mit  der  (r^o  selbst 
zusammen.  Hieraus  folgt,  dass  jede  ueungliedrige  Untergruppe  der 
^10  gerade  oo^  infinitesimale  Transformationen  enthält,  welche  inner- 
halb der  GiQ  mit  r^  gleichberechtigt  sind.  Dementsprechend  enthält 
jede  achtgliedrige  Untergruppe  der  G^q  entweder  cx)^  oder  cx)^  der- 
artige Transformationen,  endlich  jede  siebengliedrige  Untergruppe 
entweder  oo^  oder  oo^  oder  oo^.  Dabei  versteht  es  sich  von  selbst, 
dass  der  Inbegriff  aller  mit  r^  gleichberechtigten  infinitesimalen  Trans- 
formationen, welche  in  der  Untergruppe  enthalten  sind,  gegenüber 
dieser  Untergruppe  invariant  bleibt.  Erinnern  wir  uns  nun,  dass 
jede  mit  9\  gleichberechtigte  infinitesimale  Transformation  durch  ein 
Flächenelement  dargestellt  wird,  so  erkennen  wir,  dass  jede  Unter- 
gruppe der  (tjo,  welche  neun,  acht  oder  sieben  Parameter  enthält, 
eine  Schaar  von  oo^  oder  oo^  oder  oo^  Flächenelementen  invariant 
lässt  und  daraus  folgt  schliesslich,  dass  jede  solche  Untergruppe  ent- 
weder eine  krumme  Fläche  oder  eine  Curve  oder  einen  Punkt  festhält. 
Damit  sind  wir  wieder  auf  dem  Standpunkt  angelangt,  welchen 
wir  bereits  auf  S.  455  erreicht  hatten,  nur  damals  auf  Grund  anderer 
Ueberlegungen.  Von  jetzt  ab  würden  wir,  um  die  Bestimmung  der 
betreffenden  Untergruppen  wirklich  durchzuführen,  nur  früher  Gesagtes 
wiederholen  müssen. 

§  112. 

Die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  wollen  wir  jetzt  benutzen, 
um  in  möglichst  wenig  Veränderlichen  alle  Gruppen  von  Punkttrans- 
formationen zu  bestimmen,  welche  mit  der  Gi^  des  linearen  Complexes 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  mit  einer  zehnojliedrigen  irredu- 
cibeln  'Berührungstransformationsgruppe  der  Ebene  gleichzusammeu- 
gesetzt  sind. 

Da  die  G^^  des  linearen  Complexes  nur  siebengliedrige  Unter- 
gruppen enthält,  dagegen  keine  neungliedrigen  und  auch  keine 
achtgliedrigen,  so  kann  es  zehngliedrige  Gruppen  von  Punkttrans- 
formationen mit  der  verlangten  Zusammensetzung  nur  in  drei  und 
mehr  Veränderlichen  geben;  wir  werden  uns  deshalb  auf  die  Auf- 
suchung der  betreffenden  Gruppen  in  drei  Veränderlichen  beschränken. 

Eine  zehngliedrige  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  dreifach 
ausgedehnten  Raumes,  welche  mit  der  G^q  des  linearen  Complexes 
gleichzusammengesetzt  ist,  ist  nothwendig  transitiv,  ja  sogar  primitiv, 
denn  Hesse  sie  eine  Schaar  von  oo^  Flächen  oder  eine  von  c»^  Curven 
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invariant,   so   müsste   sie   offenbar   eine   neungliedrige   oder   eine   acht- 
gliedrige  Untergruppe  enthalten,  was  nicht  der  Fall  ist. 

Zunächst  können  wir  nach  den  Regeln  von  Abschn.  I,  Theor.  81, 
S.  446  sehr  leicht  entscheiden,  wie  viele  verschiedene  Typen  von 
Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffenheit  es  giebt.  Wir  wissen 
nämlich,  dass  es  in  der  G^q  eines  linearen  Complexes  blos  zwei  ver- 
schiedene Arten  von  siebengliedrigen  Untergruppen  giebt.  Repräsentant 
der  einen  Art  ist  die  siebengliedrige  Untergruppe  (jr^,  welche  einen 
Punkt  invariant  lässt,  Repräsentant  der  andern  Art  die  siebengliedrige 
Untergruppe  y^^  welche  eine  Complexgerade  festhält.  Da  die  G^q  ein- 
fach ist,  so  enthält  weder  die  g^  noch  die  y^  eine  in  der  G^q  invariante 
Untergruppe,  es  entspricht  also  jeder  dieser  beiden  Untergruppen  ein 
Typus  von  Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffenheit;  diese  beiden 
Typen  sind  überdies  von  einander  verschieden,  da  die  beiden  Unter- 
gruppen grj  und  77  nicht  gleiehzusammengesetzt  sind  (s.  S.  453)  und 
da  es  in  Folge  dessen  nicht  möglich  ist,  die  G^q  derart  holoedrisch 
isomorph  auf  sich  zu  beziehen,  dass  die  g^  der  y^  entspricht.  Es 
giebt  somit  gerade  zwei  verschiedene  Typen  von  Gruppen  von  der 
verlangten  Beschaffenheit. 

Um  nun  für  jeden  dieser  beiden  Typen  einen  Repräsentanten  zu 
finden,  verfahren  wir  nach  Anleitung  der  Theoreme  85  und  86  auf 
S.  483  und  489  des  Abschnitts  I.  Wir  nehmen  in  dem  Räume  des 
linearen  Complexes  irgend  zwei  Figuren  F^  und  F2,  von  denen  die 
erste  bei  der  ^7,  die  zweite  bei  der  y^  invariant  bleibt,  während  keine 
von  beiden  die  G-^^q  gestattet.  Auf  diese  Figuren  führen  wir  alle  c»^^ 
Transformationen  der  G^q  aus  und  charakterisiren  die  cx)^  Lagen, 
welche  F^  dabei  annimmt,  und  die  00^  Lagen,  welche  F2  annimmt, 
durch  je  drei  Parameter.  Dann  erhalten  wir  in  jedem  dieser  Systeme 
von  drei  Parametern  eine  zehngliedrige  mit  der  Gruppe  des  linearen 
Complexes  gleichzusammengesetzte  Gruppe  und  die  beiden  so  *gefun- 
denen  Gruppen  sind  augenscheinlich  Repräsentanten  der  beiden  er- 
wähnten Gruppentypen. 

Als  Figur  F^  können  wir  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes 
^17  t/i}  ^1  wählen;  Repräsentant  des  durch  g^  bestimmten  Gruppentypus 
ist   daher  die  Gruppe  (23)  (s.  S.  446)  des   linearen  Complexes  selbst. 

Als  Figur  F2  können  wir  eine  beliebige  Complexgerade  wählen, 
wir  ziehen  es  jedoch  vor,  einen  etwas  andern  Weg  einzuschlagen. 

Wir  wissen,  dass  es  in  der  Ebene  eine  zehngliedrige  irreducible 
Gruppe  von  Berührungstransformationen  giebt,  welche  die  Schaar  aller 
Kreise : 

(x  —  ay  +  (^  —  c)2  +  62  _  0 


Besprechimg  cl.  irreducibeln  Gruppen  v.  Berührungstransformationen  cl.  Ebene.     459 

invariant  lässt  (s.  S.  443).  Schreiben  wir  nun  die  Schaar  aller  Kreise 
als  eine  Scbaar  von  Element- Mi  der  Ebene  x,  z,  also  folgendermassen: 

(^^)  1       o;  -  a  +  2/(^  -  c)  =  0 

und  deuten  wir  x,  y,  z  als  Punktcoordinaten  eines  dreifach  aus- 
gedehnten Raumes,  so  erscheint  jene  zehngliedrige  Gruppe  von  Be- 
rührungstransformationen der  Ebene  x,  z  als  eine  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen des  Raumes  x,  y,  z  und  zwar  als  eine  Gruppe,  welche 
die  Schaar  der  oo^  Curven  (28)  invariant  lässt. 

Wir  wollen  die  eben  definirte  zehngliedrige  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen kurz  (5^10  nennen.  Es  ist  klar,  dass  diese  ^^^  mit 
der  Gruppe  des  linearen  Complexes  durch  eine  Punkttransformation 
ähnlich  ist,  welche  die  oo^  Curven  (28)  in  die  oo^  Complexgeraden 
überführt.  Wir  können  deshalb  den  noch  fehlenden  Repräsentanten 
für  den  durch  y^  bestimmten  Gruppentypus  auch  in  der  Weise  finden, 
dass  wir  die  Gruppe  berechnen,  durch  welche  die  Parameter  a,  h,  c 
der  Curvenschaar  (28)  bei  der  ^^^  transformirt  werden. 

Die  betreffende  Gruppe  erhalten  wir  nun  so:   Sind: 

l,{x,  y,  z)^  +  i?.(^,  y,  z)^'^  +  t,(x,  y,  ^)^- 

(K  =  1   •   •    •   10) 

die  infinitesimalen  Transformationen  der  (3^^,  so  berechnen  wir  für 
jedes  X  drei  solche  Functionen  «x,  ßy.,  yx  von  a,  h,  c,  dass  das  Glei- 
chungensystem (28)  in  den  sechs  Veränderlichen  Xj  y,  z,  a^  1),  c  die 
infinitesimale  Transformation: 

Hx  +  "i-^-dy  +  ^^aT  +  ""^-d-a  +  ^^dl  +  ^^-d-c 
gestattet.     Dann  sind: 

(X  =  1  •  •  •  10) 

die  infinitesimalen  Transformationen  der  gesuchten  Gruppe.  Diese 
infinitesimalen  Transformationen  lauten: 


(29) 


' 

df      df      df 

da'      db'      de 

df 

j  df          df           df       .df 
de '    de           da'        da 

da    *       dh     ^       de 

df 
d> 

460  Kapitel  24,  25;  §§  112,  113. 


(29) 


von  ihnen  erzeugen  die  ersten  drei  die  Gruppe  aller  Translationen 
eines  dreifach  ausgedehnten  Raumes,  die  ersten  sechs  die  Gruppe  aller 
Bewegungen. 

Die  zehngliedrige  Gruppe  aller  Berührungstransformationen  der 
Ebene,  welche  Kreise  in  Kreise  überführen,  verwandelt  natürlich  zwei 
unendlich  benachbarte  Kreise,  welche  sich  berühren,  in  ebensolche 
Kreise.  Nun  ist:  da^  +  dh^  -\-  dc^  =  0  die  Bedingung  dafür,  dass 
sich  die  beiden  unendlich  benachbarten  Kreise  mit  den  Parametern: 
a,  h,  c  und:  a  +  da^  h  +  dh^  c  -\-  de  berühren,  folglich  können  wir 
schliessen,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  (29)  sämmtlich 
die  Gleichung:  do?  +  dlß'  -j-  dc^  =  0  invariant  lassen,  dass  sie  also 
conforme  infinitesimale  Transformationen  sind.  Man  könnte  sogar 
leicht  beweisen,  dass  sich  die  allgemeinste  conforme  infinitesimale 
Transformation  des  Raumes  a,  b,  c  aus  den  zehn  Transformationen 
(29)  linear  ableiten  las  st. 

Wir  haben  hiermit  das 

Theorem  77.  In  drei  Veränderliehen  gieht  es  nur  zivei  Typen 
soleher  Gruppen  von  PunJcttransfonnationenj  welehe  mit  einer 
zelingliedrigen  irredueibeln  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen der  Ebene  gleichzusammengesetzt  sind.  Repräsen- 
tanten dieser  beiden  Gruppentypen  sind:  erstens  die  projective 
Gruppe  eines  linearen  Gomplexes  und  zweitens  die  Gruppe  aller 
conformen  Punlcttransformationen  des  Raumes. 

Hierzu  fügen   wir  noch  den 

Satz  1.  Die  projeetive  Gruppe  eines  linearen  Gomplexes  im  dreifach 
ausgedehnten  Räume  und  die  Gruppe  aller  conformen  Transformationen 
dieses  Raumes  sind  gleiehzusammengesetzt ,  sie  sind  beide  einfach  und 
enthalten  beide  Untergruppen  mit  sieben,  dagegen  heine  Untergruppen  mit 
mehr  als  sieben  Parametern. 
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Kapitel   25, 

Eine  Klasse  von  irreducibeln  Berührungstransformationsgruppen  des 
{n-]-  l)-fach  ausgedehnten  Raumes. 

Entwickellingen,  ganz  analog  denen,  welche  wir  in  Kapitel  23  für 
die  Ebene  angestellt  haben,  lassen  sich  auch  für  den  Raum  von  n-\-l 
Dimensionen  durchführen.  Freilich  macht  sich  dabei  ein  wesentlicher 
Unterschied  bemejkbar.  In  der  Ebene  lieferten  unsere  Betrachtungen 
alle  irreducibeln  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  Berührungs- 
transformationen; bei  der  Verallgemeinerung  dagegen,  welche  wir  jetzt 
vornehmen,  werden  wir  nur  eine  einzelne,  aber  gerade  die  wichtigste 
Klasse  von  irreducibeln  Berührungstransforraationsgruppen  des  (n-\-l)- 
fach  ausgedehnten  Raumes  finden.  Die  Analogie  zwischen  dem  Fol- 
genden und  dem  in  Kapitel  23  Gesagten  ist  übrigens  so  in  die  Augen 
fallend,  dass  wir  hier  Manches  etwas  kürzer  fassen  können. 

§  113. 

Um  die  Berührungstransformationsgruppen,  welche  wir  in  dem 
gegenwärtigen  Kapitel  bestimmen  wollen,  scharf  bezeichnen  zu  können, 
müssen  wir  Einiges  vorausschicken. 

Eine  Berührungstransformation  des  (n  +  l)-fach  ausgedehnten 
Raumes:  ^,  x^  ■  ■  •  x,,  ist  nach  Kapitel  5  eine  Transformation  in  den 
2n  +  1  Veränderlichen  0,  x^-'-Xn,  2/i  •••«/„,  bei  welcher  die  Pfaffsche 
Gleichung: 

dz  —  y^dx^  _  . .  .  _  y^dxn  =  0 

invariant  bleibt.  Wir  schreiben  hier  2/r"2/«  an  Stelle  der  in  Kapitel  5 
benutzten  p^-'-p^  weil  wir  später  p^'-'Pn  in  einem  andern  Sinne  ver- 
wenden werden  (s.  S.  464).  Es  sind  demnach  in  diesem  ganzen  Kapitel 
die  Grössen  z,  x^-  •  -  Xn,  Vi-  -  'Vn  als  die  Coordinaten  der  Elemente  des 
Raumes  0,  x^-  •  •  Xn  zu  hetr  achten. 

Jede  infinitesimale  Berührungstransformation: 


des  Raumes  ^,  x^--  -Xn  ist  nach  Theorem  39,  S.  253  durch  eine 
gewisse  Function  TT  von  ^,  x^--'Xnj  y^'-yn,  ihre  sogenannte  charak- 
teristische Function  vollständig  bestimmt,  es  ist  nämlich: 

(t  =  l...n). 
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Umgekehrt  ist  auch  die  charakteristische  Function  W  der  infinitesi- 
malen Berührungstransformation  Bf  durch  diese  Transformation  voll- 
ständig bestimmt,  denn  es  ist: 

(2)  W=^y,%r-i.. 

1 

Die  allgemeinste  infinitesimale  Berührungstransformation  des  Raumes 
Zj  x^'  '  ■  Xn  erhalten  wir,  wenn  wir  die  charakteristische  Function  W 
gleich  einer  willkürlichen  Function  von  x^-  -  -  Xny  2/i  •  *  •  2/«?  ^  setzen. 
Verhalten  sich  in  der  infinitesimalen  Berührungstransformation 
Bf  die  Functionen  Jj,  '^i,  5  sämmtlich  regulär  in  der  Umgebung  des 
Werthsystems  x^^  •  -  -  Xn^j  Vi  '  '  •  Vn  i  ^^i  so  verhält  sich  die  charak- 
teristische Function  W  von  Bf  in  der  Umgebung  desselben  Werth- 
systems regulär.  Das  Umgekehrte  gilt  natürlich  auch:  verhält  sich  W 
an  der  Stelle  Xi^ ^  y/^y  0^  regulär,  so  besitzen  die  J/,  r}i,  g  dieselbe 
Eigenschaft.  Aehnlich  wie  in  Kapitel  23  (s.  S.  402  f.)  lässt  sich  nun 
zeigen,  dass  man  stets  vermöge  einer  Berührungstransformation  des 
Raumes  0j  x^"'Xn  solche  neue  Veränderliche  x^"-Xnj  Vi-'-yn,  ^  ein- 
führen kann,  dass  das  Werthsystem:  Xi^j  yt^,  s^  übergeht  in:  Xi  =  yi 
==  ^  =  0;  verhalten  sich  die  |^,  -j^^-,  ?  in  der  Umgebung  von  x-^^  yP,  z^ 
regulär,  so  verwandelt  sich  Bf  bei  der  betreffenden  Berührungstrans- 
formation in  eine  infinitesimale  Berührungstransformation: 

5/  =  ^'hiß,  y,  i)|^  +  ^'Ui,  y>  ^)^-^  +  h(.^,  y,  ^)|f  =  ^f' 

1  '  1 

bei  welcher  sich  die  j,-,  \)i,  §  in  der  Umgebung  von  Xi  =  ^,=  ^  =  0 
regulär  verhalten;  von  der  charakteristischen  Function: 


2Ö(^;   y,   S)    =  ^Vrlv  —  h 


B,f=^  ^il.i{x,  y,  ^)^  -f  ^in.i{x,  y,  ^)|^  +  l.ix,  y,  £) 


der  infinitesimalen  Transformation  Bf  gilt  natürlich  dasselbe. 
Ist: 

dz 
1 

(X  =  1  .  .  .  r) 

eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Berührungstransformationen  des  Raumes 
Zj  x^-'-Xn,  so  setzen  wir  immer  voraus  (s.  Abschnitt  I,  S.  171),  dass 
sich  sämmtliche  Functionen  ^xt,  rj^i,  5x  in  der  Umgebung  eines  und 
desselben  Werthsystems:  x/^,  yp ,  z^  von  allgemeiner  Lage  regulär  ver- 
halten. Nach  dem  eben  Gesagten  dürfen  wir  aber  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  annehmen,  dass  o;/  •  •  •  xj^ ,  yi   '  •  '  yn^,  ^^  sämmtlich 
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gleich  Null  sind.  Wir  brauchen  daher  im  Folgenden  überall  nur  die- 
jenigen Gruppen  von  Berührungstransformationen  des  Baumes  0,  x^-'-Xn 
SU  betrachten,  deren  infinitesimale  Transformationen:  B^f-  •  •  Brf  solche 
charaMeristische  Functionen:  W^-Wr  besitsen,  welche  gewöhnliche  Potenz- 
reihen nach  x-^'  •  ■  Xnj  Vi  ■  -  •  Vn,  ^  sind: 

n 

F.  =  51.  +  ^  {^,.x,  +  ^,Ajr)  +  ®.^  +  •  •  • ; 

1 
hierin  bezeichnen  die  ^,  ^,  ß,  ^  u.  s.  w.  natürlich  Constanten. 

Es  seien  B^f  und  B^f  zwei  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mationen mit  den  charakteristischen  Functionen  W^  und  TTg;  dann 
ist,  wie  wir  früher  gesehen  haben  (Theorem  44,  S.  275)  auch:  B^B^f 
—  B^B^f  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  und  zwar  eine 
mit  der  charakteristischen  Function: 


1      L 


2l     'dy,  \dx,  -^y^  dz  )         dy,  \dx^,  ~^  ^^  dz  ) 

^  dz      '        ^   dz 


Für  diese  charakteristische  Function  Sl  wollen  wir  von  jetzt  ab  das 
auf  S.  320  eingeführte  Symbol: 

Sl  =  {  W,  W,  1 

benutzen  und  wir  wollen  kurz  sagen,  dass  die  charaMeristische  Function 
{ TTi  TTg }  durch  Combination  der  beiden  charakteristischen  Functionen  W^ 
und  W2  entsteht. 

Aus  den  Gliedern  niedrigster  Ordnung  in  den  Reihenentwickelungen 
von  TTi  und  TFg  kann  man  im  Allgemeinen  das  Glied  niedrigster  Ordnung 
in  der  Reihenentwickelung  von  {1^11^2}  berechnen.  Die  Reihenent- 
wickelungen für  Wi  und  TFg  mögen  nämlich  etwa  mit  Gliedern  von 
bezüglich  ft  -  ter  und  v  -  ter  Ordnung  beginnen  und  daher  die  Form 
haben : 

W,  =  a^(x,  y,  s)-] ,      TF2  ==  ßr(x,  2/,  ^)  H , 

wo  «^  und  ßy  ganze  homogene  Functionen  ft-ter  bezüglich  v- ter  Ordnung 
von  x^--'Xn,  Vi-'-yny  z  bezcichneu,  während  die  Glieder  höherer  Ordnung 
weggelassen  sind.  Alsdann  ist  das  Glied  niedrigster  Ordnung  in  der 
Entwickelung  von  { l^i  TTg }  gewöhnlich  von  der  Ordnung  ^  -\-  v  ~  2 
und  hat  die  Form: 
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(3)  '  I'iP'J^-p'-^)-^ 

^  \dy,  dx.         dx,  dy.J 

sollte  jedoch  dieser  Ausdruck  identisch  verschwinden^  so  ist  das  Glied 
niedrigster  Ordnung  von  {TTiTTg}  immer  noch  in  einem  Falle  durch 
«^  und  ßv  vollständig  bestimmt,  nämlich  dann,  wenn  a^^  und  ßr  beide 
von  Xj^  '  ■  •  Xrif  Vi  '  '  •  yn  frei  sind;  in  diesem  Falle  beginnt  die  Ent- 
wickelung  von  {TTiPTg)  mit  einem  Gliede  (/Lt  +  v — l)-ter  Ordnung, 
welches  die  Form  besitzt: 

Wenn  dagegen  der  Ausdruck  (3)  identisch  verschwindet,  ohne  dass 
a^i  und  ßy  beide  von  Xj^  •  •  -  Xn^  Vi'  ■  -  Vn  frei  sind,  so  kann  man  nur 
behaupten,  dass  die  Reihenentwickelung  von  {  Tf^  TFg }  mit  einem  Gliede 
(ft  +  V  —  l)-ter  oder  höherer  Ordnung  beginnt,  ohne  über  die  Form 
des  Anfangsgliedes  etwas  aussagen  zu  können. 

Betrachtet  man  die  infinitesimale  Berührungstransformation  Bf, 
welche  der  charakteristischen  Function  W  entspricht,  so  bemerkt  man, 
dass  jedes  in  W  vorkommende  Glied  m-ter  Ordnung  in  der  Reihen- 
entwickelung von  li---|«,  ^i-'-i?«  die  Glieder  {m  —  l)-ter  und  m-ter 
Ordnung  beeinflusst,  in  der  Entwickelung  von  J  dagegen  nur  die 
Glieder  m-ter  Ordnung.  Beginnt  also  die  Reihenentwickelung  von  Bf 
mit  einem  Gliede  nuUter  oder  erster  Ordnung  in  den  Xi,  «//,  ^,  so 
beginnt  W  mit  einem  Gliede  von  nullter  oder  erster  oder  höchstens 
zweiter  Ordnung. 

Wollen  wir  daher  wissen,  welche  Form  die  Glieder  niedrigster 
Ordnung  in  einer  solchen  infinitesimalen  Berührangstransformation 
haben  können,  deren  Reihenentwickelung  mit  Gliedern  von  nullter 
oder  erster  Ordnung  beginnt,  so  brauchen  wir  nur  der  charakteristi- 
schen Function   W  der  Reihe  nach  die  Werthe: 

-L ;    ^ij    yij    XiXx,    Xiyy^j    yiyy.j    z 

(;,>;  =  1  ...  n) 

zu  ertheilen  und  die  zugehörigen  infinitesimalen  Berührungstransfor- 
mationen Bf  zu  berechnen.  Auf  diese  Weise  und  mit  Benutzung  der 
Abkürzungen: 

df   _  df  _  IL  — 

dx.        ^'^      dy..  ~^''       dz   ~~^> 

welche  von  jetzt  ab  regelmässig  angewendet  werden  sollen,  erhalten 
wir  die  folgende  Tabelle: 
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(5) 


w 

Bf 

W 

Bf 

—  1 

—  Xi 

r 

qi  +  XiT 

xiyy. 

^iPy.  —  yy.qi 

ViPy.  +  yy.Pi  +  ViVyJ 

Vi 

Pi 

—  XiZ 

^qi  +  ^/ V  Vvqv  +  ^r^^ 

1 

—  z 

n 

^■tjvqv  +  ^r 
1 

Vi^ 

n 
^Pi  —  Vi^yrqr 
1 

—    XiXy. 

Xiqy.  +  Xy.qi  +  XiXy.r 

-z^ 

2z'Slyrqr  +  ^^r 

1 

Aus  derselben  lässt  sich  sofort  ablesen,  was  für  Glieder  von  nullter 
und  erster  Ordnung  in  der  Reihenentwickelung  einer  infinitesimalen 
Berührungstransformation  auftreten  können;  insbesondere  ergiebt  sich, 
dass  eine  infinitesimale  Berührungstransformation,  welche  nur  Glieder 
von  erster  und  höherer  Ordnung  in  den  Xi,  i/i,  z  enthält,  nothwendig 
die  Form  besitzt: 


^  { c^iy. {Xiqy  +  Xyq?)  +  ßiy. (XiPy  ~  ijy.q,)  +  yiy {yiih.  +  y^pi)  1  + 

ix 


(6) 


hier  bezeichnen  die  a,  ß,  y,  d,  £,  O-  Constanten,  die  Glieder  von 
zweiter  und  höherer  Ordnung  in  den  Xi,  yi,  0  sind  weggelassen. 

Aus  dem  eben  Gesagten  erhellt,  dass  eine  Berührungstransfor- 
mationsgruppe  des  Raumes  z^  x^-  --Xn  in  der  Umgebung  des  Werth- 
Systems:  Xi  =  yi  =  z  =  0  höchstens: 

^C^^~2^^  +  ^^)  +  n'  +  2n  +  1  =  (n  +  1)  (2n  +  1) 

solche  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  erster  Ordnung 
in  den  rr»,  yi^  0  enthält,  aus  denen  sich  keine  Transformation  von 
zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt  (vgl.  Abschnitt  I, 
S.  191). 

Wir  wollen  jetzt  die  Betrachtungen,  welche  wir  auf  S.  393  ff.  bei 
den  Berührungstransformationen  der  Ebene  angestellt  haben,  auf  den 
vorliegenden  Fall  übertragen,  das  heisst,  wir  wollen  die  Veränderlichen: 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    II.  30 
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x-^-"Xny  yi---y>ip  ^  nls  PunMcoordinaten  in  einem  (2«  +  l)-fach  aus- 
gedehnten Räume  deuten. 

Für  diese  Auffassung  ordnet  die  Pfaffsche  Gleichung: 

(7)  d2  —  2/i  ^^1  ~~  •  ■ Vn  d^n  =  0 

jedem  Punkte  des  Raumes  ^^---a;«,  2/i'"*2/w?  ^  ^^^  ebenes  Bündel  von 
(3q2m— 1  Richtungen  zu  und  der  Inbegriff  der  so  definirten  cx)^^+^  Bündel 
ist  offenbar  das  vollkommene  geometrische  Bild  der  Pfaffschen  Gleichung. 
Die  Berührungstransformationen  des  Raumes  0,  x^  ■  •  •  Xn  lassen  sich  in 
Folge  dessen  auch  definiren  als  diejenigen  Punlcttransformationen  des 
Raumes:  x^  -  -  -  Xn,  Vi  •  -  -  Vn,  ^,  welche  den  Inbegriff  der  besprochenen 
Bündel  von  Richtungen  invariant  lassen,  dagegen  die  einzelnen  Bündel 
unter  einander  vertauschen. 

Denken  wir  uns  nunmehr  irgend  eine  infinitesimale  Berührungs- 
transformation : 

n  n 

Bf=  ^ilix,  y,  2)pi  +  ^iVi(^,  y,  0)qi  +  iix,  y,  z)r 
1  .        1 

des  Raumes  z,  x^  ■  •  -  Xn  vorgelegt,  welche  als  infinitesimale  Punkt- 
transformation des  Raumes  x^-'-Xn,  y^'-yn,  ^  den  Punkt:  Xi  =  yi  = 
2  =  0  invariant  lässt.  Werden  nur  diejenigen  Glieder  von  Bf  ge- 
schrieben, welche  in  den  Xi,  yi,  z  von  erster  Ordnung  sind,  so  hat  Bf 
nach  S.  465  die  Form  (6): 

l--n  ^ 

Bf  =    ^  {  aiy.{XiC[^    +    Xy.C[^     +     ßiy.{XiPy.    ~    ^^  ^,)    4" 

iy. 

n 

(6)  {  .+  ytyXViPy-  +  yy-Pi)  1  +  ^'  i^f  •  ^P^'  +  ^'-  •  ^^d  + 

1 

Die  infinitesimale  Transformation  Bf  vertauscht  die  cxd^"  Rich- 
tungen: dXi :  dyi :  dZy  welche  durch  den  Punkt:  Xi  =  yi  =  z  =  0  gehen, 
unter  einander  und  zwar  durch  eine  infinitesimale  Transformation  '^f, 
welche  durch  die  in  Bf  vorkommenden  Glieder  erster  Ordnung  voll- 
ständig bestimmt  ist  (s.  Abschnitt  I,  S.  600  f.).  Wählen  wir  x^"-Xn, 
yi'-'yny  z  zu  homogenen  Coordinaten  der  betreffenden  Richtungen 
und  setzen  wir: 

^JL—     '     IL—    '     IL—    ' 
lx!~'^^^     dy!  ~^''     dz'        *   ' 
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(6') 


^[ccr,{x:q.;  +  x-Jq!)  +  ßi^ip^pj  —  y^q/)  + 


+  7r.(yiPy'  +  yy'ih)  ]  +  ^'  (^/  •  ^>/  +  £/  •  ^'qf)  + 


+  ^(^i/vV  +  /rM. 


Da  die  infinitesimale  Transformation  Bf  die  PfafFsclie  Gleichung 
(7)  und  ausserdem  noch  den  Punkt:  Xi  =  yi  =  B  ==  0  invariant  lässt^ 
muss  sie  zugleich  das  diesem  Punkte  von  der  Gleichung  (7)  zugeordnete 
Bündel  von  oo^"~^  Richtungen  invariant  lassen.  Hieraus  folgt,  dass 
auch  S8f  dieses  Bündel  in  Ruhe  lässt,  wovon  man  sich  übrigens  direkt 
überzeugen  kann,  wenn  man  beachtet,  dass  das  betreffende  Bündel 
durch  die  Gleichung:  z=0  dargestellt  wird.  Während  nun  das 
Bündel:  ;s'=0  in  Ruhe  bleibt,  werden  die  einzelnen  Richtungen  des 
Bündels  von  der  infinitesimalen  Transformation  ^f  unter  einander 
vertauscht  und  zwar  durch  eine  infinitesimale  Transformation  ^Z", 
welche,  wenn  man  x^-'-Xn,  Vi'-'yn  zu  homogenen  Coordinaten  der 
Richtungen  des  Bündels  wählt,  die  Gestalt: 

l--n 


(6-) 


W~  ^A (^iy.i^iqJ  +  ^xV)  +  ßiyX^iih  —  yy.qi)  + 


^ 


+  7>y{yiPy  +  yy.Pi)  ]  +  ^  .  ^  yjqr 

1 


erhält. 

Soll  die  infinitesimale  Transformation  SS/' jede  einzelne  der  cjo^"— i 
Richtungen:  Xj^''--Xn,  y^'-yn  des  Bündels:  ^'  =  0  stehen  lassen,  so 
ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  sie  die  Form: 


^l^'^vPr+^yvqv 


besitzt,  wo  A  eine  Constante  bezeichnet,  die  natürlich  auch  den  Werth 
Null  haben  kann.  Dieser  Fall  tritt,  wie  man  sich  leicht  überzeucht, 
dann  und  nur  dann  ein,  wenn  erstens  alle  a,x  und  yi^  und  zweitens 
alle  ßixj  in  denen  i  von  k  verschieden  ist,  verschwinden  und  wenn 
endlich  drittens  zwischen  ßit  -  •  •  ßnn  und  «9-  die  Relationen: 

^  =  2ft,  =  2/3,,  =  ...  =  2^,„ 
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bestehen.  Da  nun  39/"  die  RichtuDgen  des  Bündels:  /=0  genau  so 
transformirt  wie  33^  so  ergiebt  sich,  dass  ^f  dann  und  nur  dann 
jede  einzelne  Richtung  dieses  Bündels  stehen  lässt,  wenn  es  die  Form 
besitzt : 

wenn   es  sich  also  aus  den  2n  -\-  1  infinitesimalen  Transformationen: 

n 

1 

r 

linear  ableiten  lässt.  Bedenken  wir  andrerseits,  dass  sich  die  all- 
gemeinste infinitesimale  Transformation  von  der  Form  (6')  aus  den 
(w  -\-  1)  (2«  +  1)  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

n 

12'pl,     z'qi',     ^  {x^'pv  +  yvqv)  +  2z'r' 
1 

(i,  x  =  l.-.n) 

linear  ableiten  lässt,  so  erkennen  wir,  dass  es  nicht  mehr  als  n{2n-\-V) 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form  (6')  giebt, 
welche  die  Richtungen  des  Bündels:  z  =0  wirklich  transformiren  und 
aus  denen  sich  keine. infinitesimale  Transformation  linear  ableiten  lässt, 
welche  jede  einzelne  Richtung  dieses  Bündels  stehen  lässt.  Zugleich 
ergiebt  sich,  dass  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form  (6') 
die  Richtungen  des  Bündels:  /  =  0  dann  und  nur  dann  wirklich  trans- 
formirt, wenn  sie  aus  n(2n-{-  1)  infinitesimalen  Transformationen  von 
der  Form: 

x/qj  +  x^'q/  +  ^j{aiy.j^'Pj  +  K.jZ'qj)  +  C/x (  ^ {xr'pv  +  Vv'qv)  +  2^ V  J 
/gN } ^lp^—yy.ql  +  ^j iS^'iy.j^'Pj+  K.j2'q/)  +  Ctx (  ^ (ocrpv  +  Vvqv)  +  2^ V  J 

n  /     n 

(t,  x  =  l  •  •  -n) 

linear  abgeleitet  werden  kann;  dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  die 
Coefficienten : 

•-V/         iyjy      ^iyi      ^iyJ7      '^iyji      ^iy 

ihre  Werthe  nicht  ändern,  wenn  man  i  mit  x  vertauscht. 


(10) 
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Wenden  wir  die  gewonnenen  Ergebnisse  auf  die  infinitesimalen 
Berührungstransformationen  von  der  Form  (6)  an,  so  ergiebt  sich 
Folgendes: 

Beginnt  die  Reihenentwickelung  einer  infinitesimalen  Berührungs- 
transformation Bf  des  Raumes  0^  iCj  •  •  •  Xn  mit  Gliedern  von  zweiter 
oder  höherer  Ordnung  in  den  Xi,  yi,  ^,  so  lässt  diese  Transformation 
aufgefasst  als  infinitesimale  Punkttransformation  des  Raumes  X-^---Xny 
yi"-yn,  ^  überhaupt  jede  durch  den  Punkt:  Xi  ==  yi  =  0  =  0  gehende 
Richtung  invariant;  es  folgt  das  daraus,  dass  die  Constanten  «/;,,  ß^y,, 
yixy  ^i,  ^i,  ^  für  die  betreffende  Transformation  Bf  alle  den  Werth 
Null  haben  und  dass  mithin  die  zugehörige  infinitesimale  Transfor- 
mation ^f  identisch  verschwindet. 

Beginnt  dagegen  die  Reihenentwickelung  einer  infinitesimalen 
BerühruDgstransformation  Bf  mit  Gliedern  erster  Ordnung  in  den 
Xij  yty  z  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  ist  Bf  eine  infinitesimale 
Transformation  von  erster  Ordnung  in  den  Xi^  «/ö  ^j  so  sind  zwei  Fälle 
zu  unterscheiden:  entweder  lässt  Bf  aufgefasst  als  infinitesimale  Punkt- 
transformation des  Raumes  ^/,  ?/,•,  z  jede  einzelne  Richtung  des  Bündels: 
^'  =  0  stehen  oder  es  transformirt  die  Richtungen  dieses  Bündels 
wirklich. 

Im  ersten  Falle  hat  Bf  bei  Weglassung  der  Glieder  von  zweiter 
und  höherer  Ordnung  die  Form: 

(9)  ^.8, .  z^,  +  ^iB,  .  zq;  +  ^  f^r  {x.pr  +  2/.gO  +  20r  j  -f ..., 

wo   die  Constanten   d\,   fj,  ^   alle   möglichen   Werthe   haben    können, 
nur  dürfen  sie  natürlich  nicht  sämmtlich  verschwinden. 

Im  zweiten  Falle  muss  sich  Bf  aus  n{2n  -\-  1)  infinitesimalen 
Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form: 

n  /     "  \ 

Xiq^+Xy.qi+^j{<Xiy.jSPj+^iy.jSq^  +  ti.A  ^{XyPv+yvqr)+2zr\  +  -'- 

n  /     n  \ 

iJx— 2/^gi+^(a.W^Ä+^.W^^;)+ci(  ^v{x,pr+yvqv)+2zr\  +  '" 
yiPx+yy.Pi+ ^j{ai;cjm+h;yjzqj)+c;yl  ^v(xrPr+yvqv)+20r\  +  "' 

{i,  x  =  l  -  •  -n) 

linear  ableiten  lassen;   hierbei  ist  vorausgesetzt,   dass  die  Constanten: 


Xi 
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bei   Vertausühuug   voii   i  mit   x   ihre    Wertlie  Dicht   äuderii;   die   wec^- 
gelassenen    Glieder    sind    von    zweiter    und    höherer   Ordnung    in    den 

Wir  sehen  also:  Unter  denjenigen  infinitesimalen  JJcrillirungstrans- 
formationen  des  Baumes  z,x^"-Xa,  die  aufgefasst  als  infinitesimale 
PunJcttransformationen  des  BaiDnes:  x^  "  •  Xny  Vi-'-yn,  z  den  PunM: 
^i  ==yi  =  0  =  0  stehen  lassen,  giebt  es  nicht  mehr  als  n{2n  +  1)  von 
einander  unabhängige,  welche  die  oo«-i  Biehtiingen  des  Bündels:  z  ==  Q 
wirklich  transformiren  und  aus  denen  sich  leine  infinitesimale  Transfor- 
mation linear  ableiten  lässt,  welche  jede  einzelne  Bichtung  dieses  Bündels 
festhält.  Hat  man  gerade  n{2n  -\-  1)  unab\ängige  infinitesimale  Be- 
rühr Imgstransformationen  von  der  eben  beschriebenen  Beschaffenheit,  so 
Icann  man  dieselben  stets  aus  n{2n+  1)  infinitesimalen  Transformationen 
erster  Ordnung  von  der  Form  (10)  linear  ableiten. 

Nunmehr  sind  wir  endlich  im  Stande,  die  Berührungstransfor- 
mationsgruppen  des  Raumes  z,  x^-'-x^,  welche  wir  in  dem  gegen- 
wärtigen Kapitel  bestimmen  wollen,  zu  definiren.  Wir  verlangen  von 
diesen  Gruppen  zweierlei: 

Jede  der  gesuchten  Grtippen  soll  erstens  als  Gruppe  von  Funld- 
transformationen  des  Baumes  x^---Xn,  2/i  *••!/«;  ^  transitiv  sein  und  sie 
soll  zweitens  unter  denjenigen  ihrer  infinitesimalen  Transformationen, 
tvelche  den  PunM  von  allgemeiner  Lage:  Xi  =  yi  =  z  =  0  invariant 
lassen,  möglichst  viele,  also  genauer  gesagt  gerade  n(2n  +  1)  solche  von 
einander  unabhängige  enthalten,  aus  denen  sich  Iceine  infinitesimale  Trans- 
formation linear  ableiten  lässt,  welche  jede  einzelne  Bichtung  des  Bündels: 
z'  =  0  festhält. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  jede  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen des  Raumes  z,  x^-'-Xn,  welche  die  angegebenen  beiden 
Eigenschaften  besitzt,  irreducihel  ist. 

Die  erste  der  aufgestellten  beiden  Forderungen  besagt  nach  Ab- 
schnitt I,  S.  217,  Satz  5,  dass  die  Gruppe  in  der  Umgebung  von: 
^i  =  yi  =  z  ==  0  gerade  2n  -{-  1  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen enthalten  soll,  welche  in  den  Xi,  yi,  z  von  der  nullten 
Ordnung  sind  uinl  aus  denen  sich  keine  infinitesimale  Transformation 
von  erster  Ordnung  linear  ableiten  lässt.  Mit  andern  Worten:  die 
Gruppe  soll  2n  -\-  1  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 
(11)  ^,^+...,      ^^.  +  ,..^      ^  +  ... 

(t  =  1  .  •  .  n) 

enthalten,  wo  die  weggelassenen  Glieder  von  der  ersten  und  von  höherer 
Ordnung  in  den  Xt,  yi,  z  sind. 
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Die  zweite  Forderung  verlangt,  dass  die  Gruppe  in  der  Umgebung 
von  Xi  =  iji  ==  ^  ==  0  gerade  7i(2n  +  1)  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form  (10)  enthalten  soll. 
Ausserdem  kann  die  Gruppe  natürlich  noch  eine  oder  mehrere  infini- 
tesimale Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form: 

(9)    V»  di .  0pi  +  ^i  £i .  0qi  +  ^[2}  ^^"^'"  "'"  ^^'^'^  +  2^r  j  +  . .  • 

enthalten,  denn  unsere  Forderungen  sagen  nichts  darüber  aus,  wieviele 
infinitesimale  Transformationen  die  Gruppe  enthält,  welche  jede  Richtung 
des  Bündels:  ^'  =  0  stehen  lassen. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  die  Gruppe  ausser  den  n{2n  +  1)  infini- 
tesimalen Transformationen  von  der  Form  (10)  und  ausser  gewissen 
von  der  Form  (9)  keine  andern  infinitesimalen  Transformationen  von 
der  ersten  Ordnung  in  den  Xi,  iji,  s  enthalten  kann,  denn  sie  ist  ja 
eine  Gruppe  von  Berührungstransformationen  des  Raumes  s^  x^-  •  •  Xn 
und  alle  ihre  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung  haben 
daher  nothwendig  die  Form  (6). 

Die  oben  gegebene  Definition  der  hier  gesuchten  Gruppen  kann  noch 
etwas  anders  gefasst  werden.  Da  es  nämlich  nicht  mehr  als  n{2n  -f  l) 
unabhängige  infinitesimale  Berühruugstransformationen  giebt,  welche  den 
Punkt:  Xi  =  yi  =  0  =  O  stehen  lassen  und  aus  denen  sich  keine  infini- 
tesimale Transformation  linear  ableiten  lässt,  welche  jede  Richtung  des 
Bündels:  z'  =  0  festhält,  so  ist  von  vornherein  klar,  dass  eine  Berührungs- 
transformation sgruppe  des  Raumes  ^,  x^-'-Xn  bei  Festhaltung  des  Punktes: 
Xi  =  yi  =  z  =  0  die  Richtungen  des  Bündels:  s'  =  0  höchstens  w(2w  +  l)- 
gliedrig  transformiren  kann.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  wir  die  zweite 
unsrer  beiden  Forderungen  auch  so  aussprechen  können:  Jede  der  gesuchten 
Gruppen  soll  als  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Raumes  ^r.,  •  •  •  ä;„ , 
Vi-'-yn-,  s  so  beschaffen  sein,  dass  sie,  wenn  man  einen  Punkt  von  all- 
gemeiner Lage  festhält,  die  oo^n-i  Richtungen  des.  diesem  Punkte  zu- 
geordneten Bündels  in  möglichst  allgemeiner  Weise,  also  gerade  w(2w-|-l)- 
gliedrig  transformirt. 

§  114. 

Von  den  Gruppen,  um  deren  Bestimmung  es  sich  handelt,  wissen 
wir  bereits,  dass  sie  in  der  Umgebung  von:  a;,  =  «/,==^  =  0  n{2n+\) 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  erster  Ordnung  von  der 
Form  (10)  enthalten.  Fraglich  ist,  ob  noch  andere  infinitesimale 
Transformationen  erster  Ordnung  auftreten,  doch  können  wir  schon 
soviel  sagen,  dass  derartige  Transformationen,  wenn  sie  überhaupt 
auftreten,  nothwendig  die  Form: 
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(9)  ^i  di  .  zpi  +  ^i  £,  .  ^q,  +  ^l^v  (XriK  +  y,q,)  +  2^^  |  +  • . . 

haben  müssen. 

Betrachten  wir  zunächst  diejenigen  Gruppen  von  der  verlaugten 
Beschaffenheit,  welche  keine  Transformation  vou  der  Form  (9)  ent- 
halten.    G  sei  eine  derartige  Gruppe. 

Die  Gruppe  G  enthält  zugleich  mit  den  Transformationen  (10) 
auch  noch  alle  diejenigen,  welche  durch  paarweise'  Combination  der 
Transformationen  (10)  entstehen.  Nun  wird  bei  paarweiser  Com- 
bination der  Transformationen  (10)  jeder  Ausdruck  von  der  Form: 

^/(Zx  +  Xy,qi,     Xipy,  —  y,qi^     y^p^  +  y^p, 
reproducirt,  dagegen  der  Ausdruck: 

n 

1 

niemals,  wären  daher  nicht  alle  d,,  c^,  C  gleich  Null,  so  müsste  G 
jedenfalls  eine  Transformation  von  der  Form: 

^  n 

^v  (XrPv  +  yvqv)  +  20r  +  y^i  (di .  02h  +  f.-  .  0qi)  -j 

1  1 

enthalten,   was    ausgeschlossen    ist.     Folglich   müssen  die   c,x,   C,   C 
sämmtlich  verschwinden. 

Um  die  übrigen  in  (10)  vorkommenden  Coefficienten  zu  bestimmen, 
bemerken  wir,  dass  in  G  jedenfalls  zwei  Transformationen  von  der 
Form: 

n 

1 

n 

1 

auftreten;  aus  diesen  erhalten  wir  durch  Combination: 

^iPi  —  Viqi  +  ßii^Pi  —  a-isqi 

und  indem   wir    diese   Transformation   wieder  mit    den   beiden    ersten 
combiniren,  ergiebt  sich: 

—  2xiqi  +  cCiiZPi  —  2ßiisqi  -\ 

2yipi  +  2a-iZpi  —  ß-^sq;  -| , 

lauter  Transformationen,  welche  der  Gruppe  G  angehören. 
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Da  G  keine  Transformation  von  der  Form  (9)  enthält,  so  müssen 
ccii  und  ßii  verschwinden  und  wir  haben  die  Transformationen: 

(oCi  +  ßii0)qi  H ,       (yi  +  aiiZ)pi  H 

{Xi  +  ßiiS)^i  —  {yi  +  au0)qi  -\ , 

oder  wenn  wir  zur  Abkürzung  setzen: 

ooi  +  ßiiS  =  Xi\       yi  +  ai'i0  =  «// 
die  Transformationen : 

^/g/  H —  ?     ^iPi  —  yhi  -\ ?     Vijpi  +  •  •  • 

{i  =  l.  .  .  n). 

Die  übrigen  Transformationen   (10)  lassen  sich  jetzt  schreiben: 

n 

Xi'qx  +  Xy.q;  +  ^j {hyj^pj  +  iiiyj^qj)  H 

1 

n 

XiPx  —  ykl  +  ^-  i^iy-j^vJ  +  i^ij^qj)  -\ — 
*  1 

n 

'  ylp'y.  +  y'y-l^l  +  ^J  {^iy.J0p/  +  ^iyj^qj)  H — 
1 

(«,;<  =  1  •••  w;     i  J[:  y.)  . 

Combiniren  wir  aber  hier  die  erste  Reihe  mit:  x{p/ — yiqi  -\-  •  •  *?  so 
kommt: 

xlqlc  +  Xy.ql  —  hyA^pl  +  ^ixi^qi  +  •  •  • 

und  durch  Vertauschung  von  i  mit  %: 

:3^xg/  +  xlql,  —  A^/;,^^}^  +  iiy.iy.sqy,  +  •  --, 

also  müssen  alle  Xiyj  und  alle  ftj>^-  gleich  Null  sein.  In  entsprechender 
Weise  finden  wir,  dass  auch  die  l'\  ^'\  X\  \i'  alle  verschwinden. 

Enthält  demnach  eine  Gruppe  G  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
nur  n(2n  +  1)  infinitesimale  Transformationen  erster  Ordnung  von  der 
Form  (10),  aber  Iceine  Transformation  von  der  Form  (9),  so  enthält  sie 
gerade  n{2n  +  1)  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  erster 
Ordnung  von  der  Gestalt: 

\(Xi  +  aiZ)qy.-]r{xy.  +  ay,z)qi  +  -'-,  {yi  +  ßiZ)pK  +  {:yy.  + ßy.s)pi  +  '- 
0)    I  {pCi-\-aiZ)p-^—{yy.  +  ßy.2)qi  +  --' 

dagegen  enthält  sie  'keine  infinitesimale  Transformation  von  erster  Ordnung 
in  den  Xiy  yi,  z,  in  welcher  sich  die  Glieder  erster  Ordnung  nicht  aus  den 
Gliedern  erster  Ordnung  der  Transformationen  (I)  linear  ableiten  lassen. 
Die  2n  Constanten  Kj^-'-an,  ß-^^-ßn  bleiben  hierbei  vollständig  unbestimmt 
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Wir  kommen  zu  denjenigen  Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffen- 
heit, welche  ausser  n(2n  +  1)  Transformationen  von  der  Form  (10) 
wenigstens  eine  infinitesimale  Transformation  erster  Ordnung  von  der 
Form  (9)  enthalten. 

Enthält  eine  solche  Gruppe  G  keine  Transformation  von  der 
besonderen  Gestalt: 

(12)  ■    ^iä,.,pi  +  ^il,.gq,+  --; 

1  1 

so  kann  sie  ausser  n(2n  -\-  1)  infinitesimalen  Transformationen  erster 
Ordnung  von  der  Gestalt  (10)  nur  noch  eine  erster  Ordnung  von  der 
Form: 

n  n  n 

(13)  ^  (XriJy  +  y,qv)  +  2^'r  +  ^  d/ .  spi  +^i  £i  -^(Ii-{ 

1  11. 

enthalten.  In  diesem  Falle  kann  man  offenbar  in  den  Transformationen 
(10)  die  Coefficienten  dy,,  c/;,,  c/;i  alle  gleich  Null  setzen  und  findet  dann 
genau  so  wie  vorhin,  dass  die  Transformationen  (10)  die  Gestalt  (I) 
haben.     Durch  Combination  von  (13)  mit: 

{Xi  +  aiS)pi  —  (yi  +  ßiZ)qi  -] 

findet  man  dann: 

—  cci^pi  +  ßi^qi  —  d-  .  0pi  +  £i  .  zqi  -\ , 

eine  Transformation,  welche  von  der  zweiten  Ordnung  in  den  Xi^  yi,  z 
seinmuss,  da  Transformationen  von  der  Form  (12)  in  G  nicht  vor- 
kommen. Demnach  ergiebt  sich:  d/ =  —  «j,  f/ =  — ßi^  so  dass  die 
Transformation  (13)  in  der  Gestalt: 

^((^.  +  a,.z)p..  +  (y.  +  ß.z)q.)  +  2z(r  -  ^  (^^  +  ßrq.)\  +  - 

erscheint. 

Es  bleibt  noch  der  Fall  übrig,  dass  die  Gruppe  G  ausser  »2(2w+l) 
Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form  (10)  noch  wenigstens 
eine  von  der  Gestalt: 

n  n 

(12)  ^idi .  zpi  +  ^-^^ .  ^ai  +  -'• 

1  1 

enthält. 

In  diesem  Falle  können  wir  zunächst  voraussetzen,  dass  in  den 
Transformationen  (10)  alle  Uy.y  Uy.y  c/x  gleich  Null  sind.  Enthält  nämlich 
G  keine  Transformation  von  der  Form  (13),  so  erkennen  wir,  wie  auf 
S.  472  durch  paarweise  Combination  der  Transformationen  (10),  dass 
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die  c,  c',  t"  gleich  Null  sind,  eiitluUt  dagegen  G  eine  Transformation 
von  der  Form  (13),  so  können  wir  die  c,  c',  c"  vermöge  dieser  letzteren 
gleich  Null  machen. 

Combiniren  wir  nun  (12)  mit  den  Transformationen  (10),  nach- 
dem wir  in  denselben  alle  c,  c',  c"  gleich  Null  gesetzt  haben,  so 
finden  wir  sofort,  dass  G  überhaupt  alle  die  2n  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 

enthält-,  zu  diesen  Transformationen  kann  natürlich  noch  eine  von 
der  Form: 


11 


kommen. 

Aus  den  eben  durchgeführten  Entwickelungen  ergiebt  sich  Folgendes : 
Enthält  eine  Gnq)pe  G  von  der  verlangten  Beschaffenheit  ausser 
n{2n  +  1)  Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form  (10)  noch 
wenigstens  eine  von  der  Form  (9),  so  enthält  sie  enttveder  n{2n-\-\)-\-l 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  erster  Ordnung  von  der 
Gestalt: 

\Xi-\-aiZ)q.,+  {x.,  +  ay.z)q,  +  '-,     (2/^- +  ft^)i^x +  (!/.  + /3.^)iJ.  + ••• 
{Xi-\-aiZ)py.  -  {y^  +  ßy.s)qi  +  -" 


(H) 


^:((^.+«.^)i^v+(!/,+/5v^0^v)+2/r-^(r.,i>,+ 


(i,  y.  =  1  •  ■  •  n) 

oder  w(2w  +  3)  solche  von  der  Gestalt: 

Xiqy  -f  Xy.qi  -\ ,     Xipy.  —  yy.qi  +  •  •  • ,     ytPy.  +  yy.Pi  + 

(III)  .m+-".     ^qi  +  '-' 

{i,  x  =  l'  ■  ■  n) 

oder  endlich  (>^  +  1)  (2n  -f-  1)  solche  von  der  Gestalt: 

Xiqy,  +  Xy.qi  H ,     Xipy.  —  y^qi  -\ ,     yiPy.  +  yy.Pi  + 

^p.  _| ^     2qi  +  •'. 


(IV) 


^  {XrVv  +  yvqr)  +  2zr  -\ 


(«,  X  =  1  •  •  •  n). 

In  jedem   einzelnen   dieser   drei   Fälle   enthält    die    Gruppe    nur    solche 


476  Kapitel  25,  §§  114,  115. 

infinitesimale  Transformationen  erster  Ordnung,  deren  Glieder  erster 
Ordnung  sich  aus  den  Gliedern  erster  Ordnung  der  in  dem  betreffenden 
Falle  angegebenen  Transformationen  linear  ableiten  lassen. 


§  115. 

Auf  Grund  der  bisherigen  Entwickelungen  können  wir  über  die 
gesuchten  Gruppen  Folgendes  aussagen: 

Erstens.  Jede  der  gesuchten  Gruppen  enthält  in  der  Umgebung 
von:  Xi  =  yi  =  0  =  O  gerade  2>^+l  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen nullter  Ordnung  von  der  Form: 

(11)  Pi  +  "'.     g/  +  ---,     r  +  --- 

(«•  =  1 . . . «) . 

Ziveitens.  Was  die  in  einer  solchen  Gruppe  vorkommenden  infini- 
tesimalen Transformationen  von  erster  Ordnung  in  den  Xi,  yi,  z-  an- 
betrifft, so  sind  vier  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden;  die  Gruppe 
kann  nämlich  entweder  n{2n-\-l)  oder  m(2w+1)  +  1  oder  w(2w  +  3) 
oder  endlich  (^^  +  1)  (2^^  +  1)  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  erster  Ordnung  enthalten,  aus  denen  sich  keine  infini- 
tesimale Transformation  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear 
ableiten  lässt;  die  betreffenden  infinitesimalen  Transformationen  erster 
Ordnung  haben  bezüglich  die  Formen:  (I),  (II),  (III),  (IV). 

Es  fragt  sich  nunmehr  noch,  was  für  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  unsern  Gruppen  auf-* 
treten  können. 

Um  die  Beantwortung  dieser  Frage  zu  erleichtern,  wollen  wir  uns 
den  Umstand  zu  Nutze  machen,  dass  wir  Gruppen  von  Berührungs- 
transformationen suchen,  dass  also  alle  vorkommenden  infinitesimalen 
Transformationen  infinitesimale  Berührungstransformationen  sind  und 
als  solche  durch  ihre  charakteristischen  Functionen  vollständig  bestimmt 
sind.  Wir  werden  deshalb  von  jetzt  ab  statt  der  in  unsern  Gruppen 
enthaltenen  infinitesimalen  Transformationen  die  zugehörigen  charak- 
teristischen Functionen  betrachten. 

Zunächst  gehen  wir  die  infinitesimalen  Berührungstransformationen, 
welche  in  den  Xi,  yi,  z  von  der  nullten  oder  von  erster  Ordnung  sind, 
einzeln  durch  und  schreiben  uns  für  jede  solche  Transformation  Bf 
die  Reihenentwickelung  der  zugehörigen  charakteristischen  Function  W 
auf;  an  der  Hand  der  Tabelle  (5),  S.  465  hat  das  gar  keine  Schwierig- 
keit.    Dadurch  erhalten  wir  die  folgende  neue  Tabelle: 
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(14) 


Bf 

W 

^  +  ... 

-!  +  ••• 

Pi-\ 

Vi  +  i^i^-\ — 

ai  +  "' 

—  Xi  —  li^-\ 

Xiqy.  +  Xy.qi  -\ 

—    XiXy  —  hyZ^   -\ 

Xipy.  —  yy.qi  H 

X^yy.    +    ^iyZ^   -\ 

ViPy.  +  yy.Pi  H 

yiyy.  +  Viyz'  H 

n 

^  {x,p,  +  y,q,)  +  2zr-\ 

1 

-  2^  +  .  . . 

zpi-\ 

yiZ  +  GiZ^  -\ 

2qi-\ 

—  Xi^  —  XiZ^  -|-  .  .  . 

Hier  sind  die  Aj,  ft/,  Xiy^  ^ly,  viy,  6i,  r,-  gewisse  Constanten,  die  un- 
bestimmt bleiben,  und  die  weggelassenen  Glieder  sind  überall  von 
höherer  Ordnung  in  den  Xi,  yi,  z  als  die  geschriebenen. 

Die  Tabelle  (14)  liefert  .offenbar  im  Allgemeinen  auch  umgekehrt 
für  jede  charakteristische  Function  W.  deren  Reihenentwickelung  nach 
den  Xi^  yij  z  mit  Gliedern  nuUter,  erster  oder  zweiter  Ordnung  beginnt, 
die  Glieder  niedrigster  Ordnung  in  der  Entwickelung  der  zugehörigen 
infinitesimalen  Berührungstransformation  13f.  Ausgenommen  sind  nur 
die  charakteristischen  Functionen  von  der  Form:  !+•••,  z  -\-  -  -  - , 
z^  -{-'•• .  Zu:  1  -|-  •  •  •  gehört  nämlich  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation nullter  Ordnung  von  der  Form: 


+  2'>  «•■>•■  + ^■^■■'2'  + 


und  zu:  — 2  z -{-••'  eine  infinitesimale  Transformation  erster  Ordnung 
von  der  Form: 

^  (XvPv  +  yvqv)  +  2zr  +   V  { aiy(Xiqy  +  Xy.q^  + 

1  iy. 

+  ßiyXxiPy  —  yyqt)  -f  yLiyiPy.  +  yyPi)  \  + 

n 
1 

hier  bleiben  die  Constanten  «/,  ß/,  aiy,  ßl-y.^  yly.,  d/,  &/  unbestimmt. 
Zu:  z^  -\-  ■  '  ■  dagegen  gehört  eine  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mation, welche  in  den  Xi^  y,-,  z  von  der  zweiten  Ordnung  ist. 
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Wir  wollen  jetzt  die  gemachten  Bemerkungen  auf  die  von  uns 
gesuchten  Gruppen  anwenden.  Dabei  behandeln  wir  die  vier  Fälle^ 
welche  gemäss  den  vier  möcflichen  Formen  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen  erster  Ordnung  zu  unterscheiden  sind,  jeden  für  sich. 

Erster  Fall.  Jede  hierher  gehörige  Gruppe  enthält  2n-\-  1  infini- 
tesimale Transformationen  nuUter  Ordnung  von  der  Form  (11)  und 
n(2n-\-l)  solche  erster  Ordnung  von  der  Form  (I);  zu  diesen  infinitesi- 
malen Transformationen  gehören  die  nachstehenden  charakteristischen 
Functionen: 

1  +  --.,  Xi+^i^+'--,  yi+^i^+"' 

{Xi+CCi3){yy.+ßy.0)  +  ^iy.0^+"- 

(t,  y.  =  1  •  '  •  n) . 

Die  vorhin  gemachten  Bemerkungen  zeigen  überdies,  dass  die  Gruppe 

keine  charakteristische  Function  von  der  Form:  0-\ enthalten  kann, 

und  dass  sie  ebensowenio;  eine  von  der  Form: 


(15)  ^ 


^i(d,.x,0  +  e,.y^z)  +  ^z'  + 


enthalten  kann,  in  welcher  die  Constanten:  ö^  •  -  -  dn,  fj  •  •  •  £«  nicht 
sämmtlich  verschwinden.  Die  Gruppe  enthält  demnach  ausser  denen 
von  der  Form  (15)  keine  charakteristische  Function,  deren  Reihen- 
entwickelung mit  Gliedern  nullter,  erster  oder  zweiter  Ordnung  beginnt, 
nur  das  Vorhandensein  oder  Nichtvorhandensein  einer  charakteristischen 

Function  von  der  Form :  z^  -] bleibt  vorläufig  noch  unentschieden. 

Combiniren  wir  die  charakteristischen  Functionen,  welche  in  der 
zweiten  und  dritten  Reihe  von  (15)  stehen,  paarweise  mit  einander, 
so  bekommen  wir  nach  S.  463 f.  n(2n+l)  Functionen  von  der  Form: 

Uxi  +  aiS)  (xy  +  ayz)  H ,    {yi  +  ßiZ)  {yy  +  ßy.0)  -\ 

^^^^    i  {x,  +  ay0)(yy  +  ßy.z)  +  -", 

welche  natürlich  ebenfalls  in  der  Gruppe  enthalten  sein  müssen,  folg- 
lich können  wir  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  die  kiy,  ^{y,  Viy 
alle  gleich  Null  setzen.     Um  die  A,-,  ^ii  zu  bestimmen,  combiniren  wir: 

Xi  +  kiZ-\ ,     yi-\-i^iZ-\ 

mit  den  Functionen  (16)  und  finden  die  charakteristischen  Functionen: 

Xi  +  o^iZ-\ ;       yi  +  ßiZ-{ , 

nun  aber  tritt  eine  charakteristische  Function  von  der  Form:  z  -\-  •  -  • 
nicht  auf,  also  schliessen  wir,  dass  ki  =  a,-  und  ^,  =  ft  ist. 


(I') 
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Im  ersten  Falle  besitzen  demnach  die  charakteristischen  Functionen 
der  auftretenden  infinitesimalen  Transformationen  nullter  und  erster 
Ordnung  die  Form: 

!  +  •••,     Xi  +  ai2-{-'--,     yi  +  ßiZ+"'     ■ 
{Xi  +  aiZ)  {x.,  +  ayß)  +  •  •  • ;      ijji  +  ßiZ)  (tjy,  +  ß,^)  +  •  •  • 
{xi+ai0){yy.  +  ß,0)  +  --' 

{i,  y.  =  l  ■  ■  -  n) . 

Keine  der  betreffenden  Gruppen  enthält  eine  charakteristische  Function 
von  der  Form:    ^  +  •  •  • ;    sollte    eine   charakteristische   Function  vor- 
kommen,   deren    Reihenentwickelung    mit    Gliedern    zweiter    Ordnung 
beginnt  und  deren  ■  Glieder  niedrigster  Ordnung  sich  nicht  aus: 
{Xi  +  aiZ)  (Xy.  +  ayß),      {Xi  +  aiz)  (yy  +  ßy^),       {yi  +  ßiZ)  (yy  +  ßy^) 

ir,y.  =  l-  -  -n) 

linear  ableiten  lassen,  so  müsste  die  nothwendig  auf  die  Form: 
d^  -\-  •  ■  ■  gebracht  werden  können. 

Im  zweiten  Falle  erkennen  wir  genau  in  derselben  Weise,  dass 
die  infinitesimalen  Transformationen  nullter  und  erster  Ordnung  der 
dahin  gehörigen  Gruppen  die  charakteristischen  Functionen: 

1  +  ...,    Xi  +  cciB-{ — ,    yi  +  ßi0-i — ,    H — 

{Xi  +  aiz)  {xy  +  ccyz)  +  •  •  • ,      {yi  +  ßiz)  {yy  +  ßyZ)  +  .  • . 

{Xi-\-aiZ){yy  +  ßyZ)  +  '-' 

(i,  ■/.  =  !...  n) 

besitzen.  Von  solchen  charakteristischen  Functionen,  deren  Reihen- 
entwickelungen mit  andern  Gliedern  zweiter  Ordnung  beginnen,  kann 
höchstens  noch:  z^  -\-  -  -  •  hinzukommen. 

Im  dritten  Falle  erhalten  wir  die   charakteristischen  Functionen : 
1  +  ---?     Xi  +  hz-\ ,     yi-\-^i2  +  --' 

XiXy  +  XiyZ^   -\ ,  Xiyy   +    ^llyZ^   -\ ,  ?/»?/;,   +  ViyZ^  -\ 

zxi  +  diZ^  -\ ,     zyi  +  tiZ^  -\ 

(t,  >j  =  i- •  •«), 

eine  Function  von  der  Form:  s  -{-  -  ■  -  kann  nicht  auftreten.  Nun 
ergiebt  sich  aber  durch  Combination  der  beiden  charakteristischen 
Functionen:  yi  +  iw-t-s'^  -(-.••  und:  zXi  +  öiZ'^  -j-  . . .  doch  die  Function: 
^ -\- •  '  • ,  wir  kommen  also  auf  einen  Widerspruch,  folglich  Jcann  es 
überhaupt  keine  Berührungstransformationsgruppen  gehen  y  welche  unter 
den  dritten  Fall  gehören. 

Endlich  im  vierten  Falle  haben  die  charakteristischen  Functionen 
der  auftretenden  infinitesimalen  Transformationen  nullter  und  erster 
Ordnung  die  Form: 


(ir) 


(ivo 
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!  +  •••,    Xi-\-kiZ-\ — ,    yi  +  iii^-\ — ;    ^  +  --- 
0Xi  +  öi^^  -\ — ,    ^yi  +  tiZ^-\ — 

Hier  finden  wir  sofort  durch  Combination  der  Functionen: 

Xi  +  A,-^  H ,     yt  +  ^iZ  +  .  • . ,     zxi  +  0i0^  +  •  • . ,     zyi  +  XiZ^  ■] 

mit:  Xiyi  +  innZ^  +  '  *  *;  <^^ass  wir  alle  A^,  /li,-,  6,^  xi  gleich  Null  setzen 
können;  dass  wir  auch  die  kiy,  ^{y,  Viy  gleich  Null  setzen  können, 
sehen  wir  in  derselben  Weise  wie  auf  S.  478  ein.  Nun  ergiebt 
sich  aber: 

{yiS-\ ,     XiZ-\ }  =  ^'H , 

also  kommen  in  den  hierher  gehörigen  Gruppen  die  folgenden 
charakteristischen  Functionen  vor: 

IH ;   ^i-\ ,   yi-\ ;   ^H 

XiXy  -\ ,     Xiyy  H ,    ytyy  -\ 

zXi-\ ,^yi-\ ,     ^^ -\ 

(/,  X  =  1  •  •  • «) . 

Abgesehen  von:  z^  -\-  -  ■  -  sind  das  die  charakteristischen  Functionen 
aller  vorhandenen  infinitesimalen  Transformationen  nullter  und  erster 
Ordnung. 

Drei  Fälle  bleiben  demnach  zu  unterscheiden  und  in  jedem  dieser 
drei  Fälle  kennen  wir  die  Anfaugsglieder  aller  auftretenden  charak- 
teristischen Functionen,  deren  Reihenentwickelungen  mit  Gliedern 
nullter,  erster  oder  zweiter  Ordnung  beginnen.  Ausgenommen  ist 
allerdings  die  Function:  z^ -\- -  ■  - ,  deren  Auftreten  in  den  beiden 
ersten  Fällen  noch  ungewiss  ist,  während  sie  im  letzten  Falle  sicher 
vorhanden  ist. 

§  116. 

Zu  den  schon  vorhandenen  charakteristischen  Functionen  können 
in  jedem  unsrer  drei  Fälle  möglicherweise  noch  andere  hinzukommen, 
nämlich  ausser:  ^^  +  •  •  •  auch  solche,  deren  Reihenentwickelungen  mit 
Gliedern  dritter  oder  noch  höherer  Ordnung  beginnen.  Da  wir  es 
aber  mit  endlichen  continuirlichen  Gruppen  zu  thun  haben,  so  muss 
es  nach  Abschn.  I,  Theor.  29,  S.  192  für  jede  der  verlangten  Gruppen 
eine  endliche  positive  ganze  Zahl  s'  ^1  geben  von  solcher  Beschaffen- 
heit, dass  die  betreffende  Gruppe  zwar  infinitesimale  Transformationen 
von  s'-ter  oder  niedrigerer  Ordnung  in  den  Xi,  y-,,  z  enthält,  aber  keine 


(17) 
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von  (s' +  l)-ter  oder  höherer  Ordnung.  Hieraus  folgt  sogleich,  dass 
zu  jeder  der  verlangten  Gruppen  eine  endliche  positive  ganze  Zahl 
s>2  gehört  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  Gruppe  zwar 
charakteristische  Functionen  enthält,  deren  Reihenentwickelungen  mit 
Gliedern  s-ter  oder  niedrigerer  Ordnung  beginnen,  nicht  aber  solche,  in 
welchen  die  Anfangsglieder  von  (s  +  l)-ter  oder  höherer  Ordnung 
in  den  x,  y,  0  sind.  Die  Zahl  s  ist  dann  offenbar  entweder  gleich  s' 
oder  gleich  s'  +  1 . 

Um  nun  die  Anfangsglieder  der  etwa  noch  hinzukommenden 
charakteristischen  Functionen  zu  bestimmen,  gehen  wir  davon  aus, 
dass  in  jedem  der  drei  zu  besprechenden  Fälle  charakteristische 
Functionen  von  der  Form: 

1  +  ... 

{xj  +  ais)  {Xy,  +  a,ß)  -\ ,      (jji  +  ßi0)  (y-,  +  /3^.e')  +  •  •  • 

(Xi  +  aiS)  {yy.  +  ßyj)-\ 

(i,  y.  =  l'  --n) 

auftreten.  Unter  G  verstehen  wir  irgend  eine  Gruppe,  welche  unter 
einen  der  drei  Fälle  gehört.  Ist  s  die  vorhin  definirte  zu  G  gehörige 
ganze  Zahl,  so  sei: 

(18)  t^^)(x,'"Xn,  y^'-yu,  s)-\ 

eine    in    G    vorkommende    charakteristische    Function,    deren    Reihen- 
entwickelung mit  Gliedern  s-ter  Ordnung  beginnt;  dabei  bedeutet  ij)^^^ 
eine  ganze  homogene  Function   s-ter  Ordnung  seiner  Argumente,   die 
fortgelassenen  Glieder  sind  von  {s  +  l)-ter  und  höherer  Ordnung. 
Der  Kürze  wegen  setzen  wir: 

Xi  +  ai2  =  Xi,       yi  +  ßi2  =  yl 

(i  =  1   •  •  =  n) , 

so  dass  die  charakteristischen  Functionen  (17)  die  Form: 
(17')  1  H ,     xlxj  -\ ,     x^y.;.  H ,    ylyj  -\ 

erhalten,  während:  ip^^'^  -[-...  etwa  die  Form: 

(18')  ^(*>(a;/ •  • . Xn,  yi-'-yn,  ^)  H 

annimmt. 

Für  die  Rechnung  mit  den  charakteristischen  Functionen  macht 
die  Einführung  der  x,  y'  an  Stelle  der  x^  y  so  gut  wie  keinen  Unter- 
schied.    Haben  wir  nämlich  zwei  charakteristische  Functionen: 

Fm{x,y,  ,)  +  ■■■,    F^f^\x,y,, )  +  .-., 
deren   Glieder  niedrigster   Ordnung:   F^^'^  und  jP(/')   bezüglich   von   den 
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Ordnungen  A  und  ^  sind^  und  combiniren  wir  diese  beiden  Functionen 
mit  einander,  so  bekommen  wir  nach  S.  463  f.  eine  charakteristische 
Function,  deren  Glied  niedrigster  Ordnung  die  Ordnung  A  +  /x  —  2 
hat  und  die  Form  besitzt: 


Vi  '  '  '  Vn,  z   schreibt  sich   aber  dieses   Glied  niedrigster 
Ordnung  ganz  in  derselben  Weise,  denn  es  erhält  die  Form: 


"n  ; 


2""  f  fdF^ dF^  _  dF^ dF^A 
^   '\dy.:    dxf  T^T^J 


Diese  Form  ist  es,  welche  wir  im  Folgenden  vorzugsweise  benutzen 
werden. 

Es  sei  erstens  Tp^^^(x\  y\  z)  nicht  ganz  von  x^  •  -  ■  Xny  Vi  ■  -  •  yn 
frei.  Dann  schaffen  wir  zunächst  alle  y!  fort,  indem  wir  die  Function 
(18')  mit  gewissen  der  Functionen: 

genügend  oft  combiniren.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  eine  der 
Gruppe  G  angehörige  charakteristische  Function  von  der  Form: 

WO  x'"'^  wieder  eine  ganze  homogene  Function  seiner  Argumente  ist 
und  in  Folge  der  gemachten  Voraussetzung  weder  identisch  ver- 
schwindet noch  von  allen  x/  frei  ist.  Um  nunmehr  alle  vorhandenen 
x/  mit  Ausnahme  von  o;/  zu  entfernen,  combiniren  wir  hinreichend 
oft  mit  geeigneten  unter  den  Functionen: 

und  kommen  so  auf  eine  charakteristische  Function: 

ojW«,  «)  +  •••, 
WO  ö^^'  wiederum  homogen  von  s-ter  Ordnung  ist  und  x^'  sicher  ent- 
hält. Hat  die  höchste  in  co^^^  vorkommende  Potenz  von  a;/  den  Ex- 
ponenten m,  wo  0<m^s  ist,  so  combiniren  wir  die  Function: 
oW  -|-  .  .  .  m  Male  hintereinander  mit:  y^^  -|-  .  .  •  und  finden  so  die 
charakteristische  Function : 
(19)  2//".0^— H , 

welche  natürlich  ebenfalls  in  G  enthalten  ist.  Durch  ebenso  oft  wieder- 
holte Combination  mit:  a;/^  +  •  *  •  folgt  hieraus: 
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uüd  diese  charakteristische  Function  ergiebt  endlich  mit  (19)  combinirt: 

also  eine  Function,  deren  Reihenentwickelung  mit  einem  Gliede 
(2s  —  2)-ter  Ordnung  beginnt.  Hier  muss  nothwendig:  2s  —  2<s 
sein,  oder,  da  s>l  ist:  s  =  2.  Die  oben  angenommene  charakteri- 
stische Function  (18')  beginnt  demnach  mit  Gliedern  zweiter  Ordnung, 
welche  nicht  blos  von  ^  allein  abhängen.  Was  aber  für  charakteri- 
stische Functionen  von  dieser  Beschaffenheit  in  G  vorkommen  können, 
das  wissen  wir  bereits. 

Es  sei  zweitens  —  eine  dritte  Möglichkeit  ist  nicht  vorhanden  — 
p^^^  von  x-[---Xn)  y^'-yn  frei,  so  dass  die  charakteristische  Function 
(18)  die  Form: 

^^  +  .  . . 

besitzt.  In  diesem  Falle  combiniren  wir:  z^  -\-  •  -  -  mit:  1  +  •  •  und 
bekommen  nach  S.  464  die  Function: 

^-1  +  ..., 
welche  ihrerseits  mit:  <s*  +  *  *  *  combinirt  die  Function: 

liefert,  es  muss  also  2s  —  2<5  sein  oder  s  =  2.  Wir  schliessen 
hieraus : 

Zu  den  bereits  heJcannten  charakteristischen  Functionen  Imnn  höchstens 
noch:  z^  -\-  -  •  -  hinmkommen,  diese  tritt  aber  jedenfalls  nur  dann  auf, 
wenn  auch:  z  -\-  •  -  -  vorkommt. 

Jetzt  betrachten  wir  die  drei  Fälle  einzeln. 

Erster  Fall.  Weil:  z  -\-  -  -  -  nicht  vorkommt,  treten  nur  die 
bekannten  Functionen  (F)  auf  (s.  S.  479). 

Zweiter  Fall.     Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

Xi  +  aiZ  =  xl,     yi  +  ßiZ  =  yl         (» =  i  • .  •  n) , 

so  enthält  jede  hierher  gehörige  Gruppe  G  folgende  infinitesimale 
Transformationen  von  nullter  und  erster  Ordnung  in  den  x\  y\  z: 

pH ,     Qi-\ ;     r-\ 

oo/qJ+xJq!+'",  x/pj—tjy!q/-jr"-^  y/pJ+yJpi+"' 


(ir 


^  {oCrPv+  yv'qv)  +  20r  + 


{i,  x  =  l  '  •  ■  n) . 

Träte  ausser  den    schon  bekannten  charakteristischen  Functionen  (11') 

auf  S.  479  auch  noch:   ^^-| auf,  so  enthielte  G  eine  infinitesimale 

Transformation  zweiter  Ordnung: 

31* 


484  Kapitel  25,  §  116. 


^^{i?>p:  +  n?'ii')  +  ^'r  +  ..-, 


unter  den  |p\  rjf^  ganze  homogene  Functionen  zweiter  Ordnung  von 
^i'-'^n,  yi"'ynj  ^  verstanden.  Käme  nun  s  m  einer  der  2n  Functionen 
|{2)^  ^(2)  yQj.^  so  ergäbe  sich  durch  Combination  mit  einer  der  Trans- 
formationen: iV  +  •  •  •;    9'/  +  •  •  •;    ^  +  •  •  •    eine  Transformation: 

1-« 

'S]  {liy.x(pj  +  ^iyXi'qJ  +  Viy,y[py'  +  Qiy.y/qJ)  + 


+  ^-  {ai^pi  +  ^'/^g/)  +  2£^r  +  .  . 


in  welcher  die  ai  und  &f  nicht  sämmtlich  verschwänden.  Eine  solche 
Transformation  ist  aber  ausgeschlossen,  da  alle  in  G  vorkommenden 
infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung  aus  den  Transfor- 
mationen (II")  auf  S.  483  linear  abgeleitet  werden  können  (wenigstens 
soweit  es  auf  die  Glieder  erster  Ordnung  ankommt).  Wären  andrer- 
seits die  i,f\  rf:p  sämmtlich  von  z  frei,  so  ergäbe  sich  durch  Com- 
bination mit:  r  -\-  '  •  •  die  ebenfalls  nicht  vorkommende  Transfor- 
mation: zr -\- '  •  ■ .  Folglich  kann  G  die  charakteristische  Function: 
;^2  _|_  .  .  .  nicht  enthalten,  sondern  nur  die  auf  S.  479  aügegebenen 
Functionen  (II'). 

Letzter  Fall    Jede  hierher  gehörige  Gruppe  G  enthält  die  charak- 
teristischen Functionen: 

1  H ,     Xi-\ ,    yi-i ,     0-\ 

XiXy.  H ,     x^yy  H ,     yiijy  -\ 

zXi-\ ,     zyi-\ ,     z^ -\ 

{i,  y.  =  1  ■  •  •  n) 

sonst  aber  keine  weiter.  Der  Function:  z^  -{-  •  •  •  entspricht  nun  eine 
infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

(20)  ^-  {^fpi  +  vf'Qi)  +  ^'^  +  •  •  • , 

offenbar   die   einzige  in  G  vorkommende  infinitesimale  Transformation 
zweiter   Ordnung,    während   Transformationen    dritter   Ordnung   über- 
haupt gar  nicht  auftreten.    Unter  ^f\  rfp  verstehen  wir  natürlich  ganze 
homogene  Functionen  zweiten  Grades  von  x-^-  -  -  Xn^  Vi'  '  •  Vn,  z- 
Combiniren  wir  die  infinitesimale  Transformation  (20)  mit: 

^l^v\ ,      yvPv  H , 

so  erhalten  wir  infinitesimale  Transformationen  von  der  Gestalt: 


(IV) 


(21) 
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1 


wo  die  weggelassenen  Glieder  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung 
sind.  Nun  enthält  G  blos  eine  infinitesimale  Transformation  von 
zweiter  Ordnung,  nämlich  (20),  die  Transformationen  (21)  aber,  die 
auch  von  der  zweiten  sind,  haben  nicht  die  Form  (20),  folglich  müssen 
sie  identisch  verschwinden.  Insbesondere  müssen  daher  in  (21)  auch 
alle  Glieder  zweiter  Ordnung  verschwinden,  setzen  wir  aber  die  Glieder 
zweiter  Ordnung,  mit  welchen  p^  multiplicirt  ist,  gleich  Null,  so 
bekommen  wir: 

also:  rf-^^  =  ijv^'  Ebenso  wird  selbstverständHch:  S,^^)=XvS,  so  dass 
die  infinitesimale  Transformation  zweiter  Ordnung  (20)  die  Gestalt  hat: 

n 
(20')  ^  z{XrPr  +  yrUv)  +  ^V  +   ■   •  •  . 

1 

Nunmehr  kennen  wir  für  alle  die  gesuchten  Gruppen  die  Glieder 
niedrigster  Ordnung  der  auftretenden  charakteristischen  Functionen 
und  der  auftretenden  infinitesimalen  Transformationen.  Wir  können 
daher  insbesondere  schon  jetzt  übersehen,  wieviele  Parameter  die 
gesuchten  Gruppen  haben  können.  Zum  Beispiel  enthält  jede  Gruppe, 
welche  unter  den  ersten  Fall  gehört,  gerade 

2n+l  +  n{2n  +  1)  =  {n  +  1)  (2n  +  1) 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  und  ist  daher 

(71  -j-  1)  (2w  +  l)'gUedrig. 
Jede  unter  den  zweiten  Fall  gehörige  Gruppe  ist 

{{n  +  1)  (2n  +  1)  +  l)-gliedrig, 
im  letzten  Falle  ergeben  sich  endlich  Gruppen,  welche 

(n  +  2)  (2w  +  1)  +  1  =  (^  +  1)  {2n  +  3) 
Parameter  enthalten. 

Es  bleibt  noch  übrig  die  Relationen  aufzustellen,  welche  zwischen 
den  infinitesimalen  Transformationen  der  gesuchten  Gruppen  bestehen 
und  sodann  diese  Gruppen  selbst  zu  bestimmen. 
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(!') 


erinnern. 


§  in. 

Erster  Fall. 

Hier  sind  alle  (?*  +  1)  (2w  +  1)- gliedrigen  Gruppen  von  Be- 
rührungstransformationen zu  bestimmen,  welche  in  der  Umgebung  des 
Werthsystems:  x-,  =  iji  =  0  =  0  von  allgemeiner  Lage  ^n  +  1  infini- 
tesimale Transformationen  nullter  Ordnung  von  der  Form  (11)  (s.S. 470) 
und  2n  -\-  1  Transformationen  erster  Ordnung  von  der  Form  (I) 
(s.  S.  473)  enthalten. 

Es  ist  bequem,  für  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
gesuchten  Gruppen  solche  Symbole  einzuführen,  welche  an  die  Anfangs- 
glieder der  zugehörigen  charakteristischen  Functionen: 

1  H ,     oOi-\-ai0-] ,     Vi  +  ßiS-] 

{^Xi  +  ai&)  {Xy.  +  ayß)  +  • .  • ,      {iji  +  ßiS)  {yy.  +  ßyß)  +  •  •  • 

{Xi  +  aiZ)  {yy  +  ßyB)  +  •  •  • 
(i,  X  =  1  •  •  •  n) 

Wir  setzen  deshalb: 

_r  +  ..-  =  i\r,    _g,  +  ...  =  x,,    p,-f ...==r;- 

—  {Xi  +  ai8)c[y  —  {Xy  +  ccy0)qi  -\ =  Xly 

{Xi    +    aiS)py   —    (yy    +    ßy0)qi    -\ =    Tiy 

(Vi  +  ßi^)Py.  +  (yy-  +  ßy-^)Pi  +  "  -  =  Yiy 

(t ,  X  =  1  •  •  •  w) . 

Diese  Bezeichnungen  haben  abgesehen  von  ihrer  Kürze  noch  den  Vor- 
theil,  dass  dieselben  sehr  leicht  im  Gedächtniss  haften  bleiben. 

Man  könnte  iV,  X/,  Y,-,  Xiy,  Tiy^  Yiy  natürlich  auch  als  Symbole  für 
die  charakteristischen  Functionen  (!')  auffassen  und  geradezu  mit  diesen 
Functionen  rechnen,  dann  aber  müsste  man  im  Folgenden  durchgängig  das 
Zeichen  {  }  an  Stelle  des  Zeichens  (  )  anwenden.  Was  übrigens  das 
Zeichen  (    )  betriflft,  so  vergleiche  man  die  auf  S:  406  gemachte  Bemerkung. 

Setzen  wir  wie  gewöhnlich  fest,  dass  Siy  verschwinden  soll,  wenn 
i  von  X  verschieden  ist,  dass  dagegen  Sa  den  Werth  1  haben  soll,  so 
können  wir  die  Relationen,  welche  zwischen  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen: Xiyj  Tiy,  Yiy  bestchen,  folgendermassen  schreiben: 

(X^iyÄ-rrt)  =  0,      {liylvn)  =  ^y.vJ-in  £ni-l-v/.j      \J^iy.^vn)  =  ^' 

(TrrtXiyJ  =  £^iXry  -f-  SjtyXrij         yYiylrrt)  =  ^ivYyn   -f-  £yvYirc 

{YyytXiy)  =  Svilyrt  ~r  ^vy-Lirt  "T   ^ni-l-yr  -\-  ErtxJ-iv 

(l,    ;<,    V,    7t  =  1   •   •   •  7l)  . 

Hierbei   ist  namentlich   hervorzuheben,  dass  Tu   bei  der  Combination 


(22) 


(23) 


jedes   Xvny  l\n,  Y, 


Vit) 


in   welchem   einer  von   den  beiden  Indices   den 
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Werth  i  hat,  mit  einem  der  fünf  Faktoren:  0,  +1,  —  1,  +2,  —  2  ' 
reproducirt.     Auch  auf  die  Formeln: 


(24) 


1     Ti^)         ^v   Tvr    1    =   0? 


welche  für  alle  Werthe  von  i  und  k  gelten,  mag  aufmerksam  gemacht 
werden. 

Ferner  besteht  zwischen  X^  und  T^^  eine  Gleichung  von  der  Form: 

l-n 

(X,T,,)  =  -  X,  +^(ai,Xi,  +  KT,,  +  t,,Yiy), 

ix 

führen  wir  daher: 

Xi  - ^ (iXiyXiy  +  KTi,  +  UyYi,) 

ix 

als  neues  X^  ein,  so  erhalten  wir  eine  Relation  von  der  einfacheren 
Gestalt: 

n 

(X,T,,)  =  -X,  +^(o.Xi.  +  h,Tu  +  c.r.i  +  h,Y,y). 

1 

Ausserdem  zeigt  die  Identität: 

((x,r„)  7,0  -  ((x,T.,)y.i)  =  0     «>  1)  ^ 

bei  Einsetzung  des  Werthes  von  (Xil\i),  dass  nunmehr  auch  (X^Ta) 
nur  Glieder  mit  wenigstens  einem  Index  1  enthält.  Also  wird  ins- 
besondere: 

fx,,  ^iT,)j  =  -X,  +  ^x(ayXu  +  KTu  +  CTy.,  +  KY,y), 

Um  Xj   vollständig  zu  normiren  setzen  wir: 

X;  =  X,  +  ^a-Xy  +  ^jTy  +  vjTj,  +  TCjYy) 

1 

und  bekommen  unter  Berücksichtigung  von  (24): 
(x{,  ^>  T,?j  =  -  Z;  +  ^«  { (a;  -  -l.)  Xu  +  (b;  +  3  7c,)  Yu }  + 

+  (6i'  +  Ci'  +  ft  +  «',)  r. ,  +  ^  { (K  +  ft.)  Tu  +  (c;  +  V,)  r.! ) . 
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Wählen  wir  daher  die  A,  ft,  v^  %  in  geeigneter  Weise  und  schreiben 
wir  für  X/  wieder  X^,  so  haben  wir  die  Relation: 


1  ^ij  2^'  ^"^ )  "^  —  -^1- 


T^.)^iT^  = 


Jetzt  bilden  wir  für  ;(  >  1   die  Identität: 
welche  sofort  die  Gestalt: 

(x,r,,)  +  /(x, 

annimmt.     Da  nun  {^^Ty,^  die  Form: 

(z,T..)  =  -  £..x,  +^{o;x„  +  6;ri,  +  c;?;,  +  b;r.,} 

1 

besitzt,  erhalten  wir: 

1 

woraus  sofort  folgt: 

bj  +  q  =  0,     a;  ==  b;  =  c;  =  b;  =  0 

und  somit: 

(-X-i  Ty,yJ    =     £lx  Xj   . 

Die  Identität: 

((x,x,jri.)  +  3(x,x„)  =  o 

zeigt  augenblicklich,  dass  {X^X^^  verschwindet.     Weiter  geht  aus: 

({X,T,,)Xy.y)     -     {{X,Xy.y)T,,)^0  (.  >   1) 

hervor,  dass  (X^Xyy)  nur  Glieder  mit  mindestens  einem  Index  1  ent- 
hält; da  ausserdem: 

{{X^Xy,,)Ty,,)     +     2{X,Xy.y)    =    0 

ist   und    Ty^    keines    der    in    (X^Xy^^)    auftretenden    Glieder    mit    dem 
Faktor  —  2  reproducirt,  muss  (X^Xyy)  =  0  sein. 

Wenn  wir  Xg  •  •  •  X„   ebenso  normiren  wie   X^ ,   erhalten  wir  die 
Relationen : 
(A)  (XiX««)  =  0 ,      (X,T..)  =  -  Si,Xr. 

(t,  x  =  l  •  •  -n). 

Yi  normiren  wir  so,    dass:  {XiYa)  =  —  2Yi  wird.     Nun  ist  für 
beliebige  i  und  k: 
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((X^Yu) T,y)  -  2ei,{X,Yi?i  +  Si,{X,Yi,)  =  0 

((x,riOx..)  -  4«,.(z,-r,,)  =  0, 

also  ergiebt  sich: 

{YiT,.;)  =  Bi,Yi,      {YiX,y)  =  2aiyXi. 
Die  Identität: 

({YiY,..)T.,..,)  -  2{YiY,.;)  —  eUYiYy.y)  =  0 

liefert,  wenn  i  =  k  ist^  sofort:  (YiYti)  =  0,  ist  dagegen  i  =|=  x,  so  zeigt 
sie  nur,  dass  (Yi-F^x)  die  Form:  /l/,,rx;:  besitzt,  aber  die  Identität: 

beweist,  dass  auch  A^^  verschwindet.     Endlich  geht  aus: 

noch  hervor: 

Insgesammt  haben  wir  daher: 


Wir  bilden  für  i  =^  k  die  Identitäten: 


f{X,  T,y)  ^  T.\  +  (X,T,,)  =  0 , 


da  nun  {XiXiy)  und  (XiTiy),  wenn  ^  von  3c  verschieden  ist,  beide  nur 
Glieder  von  der  Form  X^^^,  T^^t,  Y/^^n:  (^,7t^i---n)  enthalten  und 
2JT^^  jedes  dieser  Glieder  mit  einem  der  Faktoren:  —  2,  0,  +2 
reproducirt,  so  schliessen  wir,  dass  (XiX;y)  und  (X/iy  für  i  =^  tc 
verschwinden.  Nach  (B)  ist  aber:  (X/X/,)  =  0  und  {XiTu)  =  —  X/, 
also  bekommen  wir  allgemein: 

(C)  .  (X,X,,)    =    0  ,  (X,  Tiy)    =     -    SiyX, 

{i,  y,  =  1  •  •  •  n). 

Auf  genau  dieselbe  Weise  finden  wir: 

(D)  (YiY^y)   =  0  ,  (YiTyi)  ==  eiyY, 

(i,  x  =  1  '  •  '  n). 

Andrerseits  ist  für  ^  =)=  x : 

(x,i;o  =  -  X,  +^{a;;x„  +  b;;i;,  +  c;;y^}, 
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die  Identität: 


UX,  T.,)^n  T,}j   +  (X;Ty,)  =  0 


zeigt  aber  wegen  der  Relationen  (24),  dass  alle  a",  b",  c"  verschwinden, 
dass  also:  {XiTyJ)  =  —  Xy.  ist.    Nunmehr  ergiebt  sich  aus  der  Identität: 

^  ((z,t,o^,j  +  2(x,t;-,)==o      (.  +  .) 

auch   noch:   (XiYiy)  =  —  Yy,    {i^y.).     Verbinden  wir  hiermit  die   unter 
den  Formehl  (B)  enthaltenen  Relationen: 

(XiT,)  =  -  X,       und       (X,Yu)  =  -  2Yi, 
so  bekommen  wir  allgemein: 

(E)  (XiT,d  =  -x,,   (z,.r;.,)  =  -  £,.,r;— r. 

Ebenso  wird  augenscheinlich: 

(F)  {Y,T,y)==Y,,      (r^X,-.)  =  X,  +  £,,Z, 

(j,  y.  =  l-n). 

Es  seien  jetzt  i,  k  und  j  drei  von  einander  verschiedene  Indices, 
dann  ist: 


/  (X,.X.;)^  2'.,,  J  +  3(X,X.;)  =  0 

("(x  2W)  J:  T,.)j  +  (xy.;)  =  0 


Nun  enthalten:  (XiXy^jj  (XiTyj),  (XiYyJ)  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen nur  Glieder  von  der  Form:  X^,^,  T/unj  Y^n  und  jedes  dieser 
Glieder  wird  von  HTyy  mit  einem  der  Faktoren:  —  2,  0,  +2 
reproducirt,  also  ergiebt  sich,  dass  (XiXyj),  {XiTy,^,  (XiYyj)  alle  drei 
verschwinden.  Dasselbe  gilt  natürlich  von:  (YiXyj)^  (YiTyj),  (Y^Fx;), 
wenn  ij  k,  j  von  einander  verschieden  sind. 

Fassen    wir    die    eben    gefundenen    Relationen    mit    den    früher 
gewonnenen:  (A)  bis  (F)  zusammen,  so  haben  wir: 

(XX.;)  =  0,   (r,r,;)  =  o 

(Xi  Tyj)    =    SijXy,  y         (  Yi  Tyj)    =    Biy  Yj 

{XiYitj)     =     £ixYj    SijYyj  (YiXyj)    =    SiyXj    +     £ijXx 


(25) 
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Die    charakteristische    Function,    welche    zu    der    infinitesimalen 
Transformation:  (Y^X^)  gehört,  hat  die  Form: 

{«/i  +  |5i^H ,     x^  +  a^s-[ 1  =  !  +  •••, 

also  ist: 

(Y.X,)  =  j^+  ^K«.x,.  +  6,y;:)  + 

1 

+  ^  {  A,,X,.   +   iiiy,  Ti^    +    V^^U  }  , 

ix 

führen  wir  die  rechte  Seite  als  neues  N  ein,  so  bekommen  wir: 

(G)  {y.^d-N. 

Wir   bemerken   ferner,    dass    die    charakteristische    Function    der 
infinitesimalen  Transformation  (X,X^)   (m  >^)  die  Form  hat: 

[Xi+  aiS-{ ,     Xy,  +  ayß-\ }  =-  0  H , 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung  in  den 
Xy  y,  0  sind,  es  ist  also: 

(X,X.)  =^(%X,  +  h'jY,)  +  ^{a,,X,j  +  h„Zj  +  c.jY„]. 

1  vj 

Die  Identitäten: 

((X,X.)  Tu)  +  (X,X.)  =  0 ,      ((X,X.)  Ty.)  +  (X,X.)  =  0 
lassen  nun  erkennen,  dass  sich  der  Ausdruck  für  (X^X^,)  auf: 

reducirt,  und  aus  der  Identität:  ((X,X^)i;-;,)  =  0  erhellt,  dass  auch 
Xiy,  verschwindet,  es  ist  also:  (X.X;,)  =  0  und  natürlich  ebenso: 
(^YiYy)  =  0,  Aus:  ((r^X,,)r,)  =  0  ü^y.)  folgt  überdies:  (X,Y,)  =  0, 
so  dass  wir  haben: 

(H)  (XÄ)  =  o,    (x,r.)  =  o,    (r.r.)  =  o 

(i,  x  =  l  •  •  •  n;     «  +  x). 

Um  {YiXi)  zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Identität: 

i{Y,Tu)x,)  +  (x,ro  +  ((x,r,)TiO  =  o      (.->!), 

welche  mit  Berücksichtigung  von  (G)  und  (H)  liefert:  (Y^X,)  =  N. 
Es  ist  demnach: 

(J)  (X,X«)  =  0,    (y;x.)  =  ..-.jv,    iY,Y,)  =  0 

(t,  x  =  l  •  •  •«). 

In  den  Identitäten: 
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((  Y,  X,)X,.)  -  su  (X,  XJ  -  e,.  (X,  X. )  =  0 
(iY,X,)T,.)  -  f,«(X..rj  -  su(Y.X,)  =  0 
i{Y,X,)Y,,)  -  eu{Y...Y,)  -  ...(l^r.)  =  0 

können  wir  auf  Grund   von   (J)  jedesmal   die   beiden   letzleu   Glieder 
berechnen  und  finden: 

(K)  (ivrx,,)  =  o,      (i\rT,,)  =  0,     {NY,;)  =  0 

Endlich  ist: 

die  Identitäten: 

{{NX,)T,,)  +  {NX,)==0,     i{NX,)T,)  =  0      (.->!) 

zeigen  aber,  dass  rechts  alle  Coefficienten  verschwinden  ausser  o\,  es 
ist  demnach: 

(NX,)  =  aX, 
und  ebenso: 

{NY,)  =  tY,. 
Durch  Bildung  der  Identitäten: 

{iX,Y,)N)  +  i(Y,N)X,)  +  (iNX,)Y,)  =  0 

(iNX,)Y,,)  +  2iNY,)  =  0 
bekommen  wir  nunmehr: 

-rN-6N=0,       -26Y,  +  2tY,=:0, 

also  verschwinden  auch  ö  und  r  und  wir  finden  überhaupt: 

(L)  (NXi)  =  0,      (NY,)  =  0        ii  =  i...n). 

Fassen  wir  schliesslich  die  Relationen  (G)  bis  (L)  zusammen,  so 
erhalten  wir: 

(iVZe.)  ==  (NT,,)  =  (NY,y)  =  0 

(x,x,)  =  o,   (YiXy)  =  e,yM,   (r,r,)  =  o 

(NX,)  =  (NYO  =  0 

Man   wird   bemerken,   dass    die    infinitesimale   Transformation   N 
jetzt  nach  geschehener  Normirung  die  Form  hat: 


(26) 


N 


—  ^  +  ^'(ccvpv  +  ß'vqv)  -{ , 


wo  die  ccyj  ß^  Constanten  bezeichnen  und  wo  die  weggelassenen  Glieder 
von  höherer  als  der  nullten  Ordnung  sind.    Um  die  a^,  ß^  zu  bestimmen. 
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gehen  wir  davon  aus,  dass  der  Ausdruck  (NTü)  für  jedes  i  verschwindet; 
nun  aber  ist: 

(NT,)  =  (N,     (x,  +  a,0)p,  -  (y,  +  ß,z)q,  +  •  •  •) 
=  («/  —  ai)pi  —  (/3/  —  /3,)g,-  +  .•• 

und   hier   müssen   offenbar   die   Glieder  nullter  Ordnung   für   sich  ver- 
schwinden, also  ergiebt  sich:  a/=«,^  ß/=ß.^  so  dass  N  die  Form  hat: 


N 


II, 
==  —  r  +  ^  iar^v  +  ßvq.r>)  + 


Im  Vorstehenden  sind  alle  Relationen,  welche  zwischen  den  infini- 
tesimalen Transformationen  einer  Gruppe  von  der  hier  verlangten 
Beschaffenheit  bestehen,  durch  geeignete  Normirung  dieser  infinitesi- 
malen Transformationen  auf  eine  einfache  kanonische  Form  gebracht. 
Jetzt  müssen  wir  noch  die  infinitesimalen  Transformationen  selbst 
durch  Einführung  geeigneter  neuer  Veränderlicher  auf  eine  möglichst 
einfache  Form  zu  bringen  suchen. 

Die  2n  -\-  \  infinitesimalen  Transformationen  nullter  Ordnung: 

n 

1 

(i  =  1  • . .  w) 

in  den  Veränderlichen:  x^-  ■  -  Xn^  Vi'  '  '  Vny  z  erzeugen  augenscheinlich 
eine  {^n -\-  l)-gliedrige  einfach  transitive  Gruppe.  Mit  dieser  Gruppe 
ist  die  (2n  -f-  l)-gliedrige  einfach  transitive  Gruppe: 

—  fe-+^fV'),      vi,       —r 

(t  =  1  •  .  .  n) 

in  den  Veränderlichen:  x^  -  •  -  Xn,  «//•••  2/«;  ^'  gleichzusammengesetzt, 
es  giebt  daher  nach  Abschnitt  I,  Theorem  64,  S.  340  zwischen  den 
Veränderlichen  x^  ^,  z  und  x\  y\  z'  eine  Transformation: 

ixl=ki{x^-'-Xn,  Vi-'-yn,  Z),     yi=Bi(Xi'--Xnj  2/l  *  *  '  2/«  ,  ^) 

(^^)  Z=V{x^'--Xny  yr-Vny  Z) 

l  (i  =  1  .  .  .  «) , 

vermöge  deren  die  Gleichungen: 

(28)  Xi  =  -  (g/  +  XiV),      Y,  =  p/,     N==-  r 

(i  =  1 . . . «) 

bestehen.  Wir  wollen  diese  Transformation  (27)  insbesondere  so 
wählen,    dass    x^ -■ -Xn,  y^  " -yn,  s'    zugleich    mit    a^i  •  ••^„,  i/i  •••?/«,  ^ 
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verschwinden,  und  dass  die  x\  y\  z  gewöhnliche  Potenzreihen  der 
X,  y,  z  werden  und  umgekehrt  die  x,  y,  z  gewöhnliche  Potenzreihen 
der  x\  y'y  z  .  Die  Möglichkeit  einer  derartigen  Wahl  der  Transfor- 
mation (27)  ist  leicht  einzusehen,  wenn  man  auf  Grund  des  an- 
gezogenen Theorems  zunächst  die  allgemeinste  Transformation  (27) 
bestimmt,  welche  die  Gleichungen  (28)  befriedigt,  und  sodann  das 
Theorem  12,  S.  91   des  Abschnitts  I  anwendet. 

Bei  der   Transformation  (27)   erhalten   die  infinitesimalen   Trans- 
formationen  Yii  und  'Xu  gewisse  neue  Formen: 

n 

Yu  =^av(^',  y\  zlih  +  n-nix,  y\  /)q;)  +  &(rr',  y',  z'Y 

1 


welche  den  Relationen: 

(r,  y;,)  =  {ßY,^  =  0 ,     (X,  r;v)  =  -  26,,  r;- 
(x,x,:)  =  (i\^x.)  =  0 ,    (y;x.)  =  26,,x, 

(;•  =  1  .  •  .  n) 

genügen  müssen.  Aus  diesen  Relationen  geht  hervor,  dass  die  |,  i?,  J 
von  xl'"Xn,  z'  frei  sind,  die  Z,  H  von  yi  ■  "  y'a  und  die  E,  H,  Z 
von  z\  überdies   ergeben   sich   aus   ihnen   die  Differentialgleichungen: 

Wi^^'   W;~^'   W;-^'   ^y;~^'' 

-^—-^BiiXi,        ^^_,  —  -y, 

durch  deren  Integration  man  findet: 

^Yu  =  yl^l  +  ^  {aiy.Vy.  +  2>/x2;)  +  (oi  +  ^^  ö^/.2/;  +  WÄr 

-  \Xii  =  a;/g/  +  ^  («.-.i);  +  /J/x^;)  +  iyi  +  ^  «/.2/x  +  \xAr\ 

wo  die  a,  5,  c,  a,  ^,  y  Constanten  bezeichnen.  Nun  aber  ist  die 
Transformation  (27)  so  beschaffen,  dass  die  x,  y\  z  gewöhnliche 
Potenzreihen  der  x,  y,  z  sind  und  zugleich  mit  den  x^  y,  z  ver- 
schwinden, und  dass  umgekehrt  die  x,  y,  z  gewöhnliche  Potenz- 
reihen  der  x\  y\  z'  sind,   sie   führt  daher    nach  Abschnitt  I,  S.  197, 


Irreducible  Berührungstransformationsgruppen  des  Raumes  z^  x    ■  •  -  x  .     495 

Satz  1  die  infinitesimalen  Transformationen  Yus  Xu,  welche  in  den 
Xy  yj  z  von  der  ersten  Ordnung  sind,  in  solche  infinitesimale  Trans- 
formationen über,  welche  in  den  x,  y\  z'  von  der  ersten  Ordnung 
sind.  Hieraus  folgt  sofort,  dass  in  den  oben  für  Yu  und  X;i  gefundeneu 
Ausdrücken  die  Constanten  aiy.,  biy.,  Ci,  aty,,  ßiy.,  yi  gleich  Null  sind, 
und  dass   Yu,  Xu  die  einfache  Form: 

iYü  =  yipi  +  hjr^' 
—  ^Xii  ==  x/q!  +  ^x/'^r' 

besitzen.     Zugleich  wird  wegen:  (Yu,  Xii)  =  ATu  auch  noch: 

Tii  =  Xi'pi  —y/q/. 

Um  jetzt  Xiy  (i^y.)  zu  berechnen,  bemerken  wir,  dass: 

{TnXiyJ    =    Xiy,  [TyyXiyJ    =    Xfy 

werden  muss;  hat  daher  Xiy  die  Form: 

n 

Xiy-  =  ^  {by.vPv  +  rity-v^v)  +  &x^', 
1 

und  verstehen  wir  unter  F  eine  beliebige  der  Functionen:  l/xv,  rjiy.vp  &x? 
so  muss  F  die  Differentialgleichungen: 

(29)  Xi  j^y  -  yi  j^  =  F  irt  0,     xy^-yy  ^^^  =F  i^^y.) 
befriedigen.     Ferner  ist: 

(NX,.)  =  (X,  X.)  =  0 ,     ( r;  X,.)  =  x. ,     ( r.  x,..)  =  x, , 

also  bekommen  wir: 

^^'      ^y;       dy;  —  dxf  —  ^ 

^  _  t  ^  _  _  ^  _  ^  ^iy.  _ 

dy;  ~  ^''■^'      dx!  —        ^'"-'^      dx^:  —  ~~  ^'"'''      dxj  —  -^^■ 

und  mit  Benutzung  von  (29): 

iiy.V    =    0  ,  rily^    =     —     Sy^Xi     Si^Xy  ,  t,iy    =    X^ Xy  , 

das  heisst: 

—  Xiy  =  Xiqy  +  Xyqi  +  xlx'yj  . 

Endlich  wird  noch: 

\{YyyXiy)     =     Tiy    =    X^ p'y    —    y'yql 

\{YiiTi-;)  =  Yiy  =  y!py  +  yyp[  +  yi'yyr'. 

Jede   Beruh rungstransformationsgruppe   des   Raumes   ^,  ic^  •  •  •  a;„  , 
welche  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  angegebenen  Eigenschaften 
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besitzt,   ist   also  durch    eine  Transformation  von  der  Gestalt  (27)  mit 
der  (n  +  1)  (2n  +  l)-gliedrigen  Gruppe: 


(30) 


ähnlich. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  (30)  sind,  wie 
aus  der  Tabelle  (5)  auf  S.  465  hervorgeht,  sämmtlich  infinitesimale 
Berührungstransformationen  des  Raumes:  ^^  x^  ■  •  -  Xn]  die  zu  ihnen 
gehörigen  charakteristischen  Functionen  lauten,  wenn  von  der  Reihen- 
folge und  vom  Vorzeichen  abgesehen  wird,  folgendermassen: 


pi 

,  ai 

+ 

XiTj 

r 

x,qy. 

+ 

Xy.qi 

+ 

XiXy 

^; 

XiPy. 
(/,  y. 

=  1 

yy.<ih 

ViPr. 

+ 

yy.Pt 

+  yiVyJ 

(31) 


1;   Xi,  ijij   XiXy,  Xiyy,  yiyy. 


Die   Gruppe   (30)    ist  demnach   eine   Gruppe  von   Berührungstransfor- 
mationen des  Raumes  s,  x^-  ■  ■  Xn. 


Aus   dem   Gesagten   erhellt,    dass   die   Gruppe  (30)   die   Pfaffsche 
Gleichung: 


(32) 


d^  —  ^v  y^dxy  =  0 
1 


invariant  lässt.     Wir  behaupten,  dass  dies  die  einzige  bei  der  Gruppe 
(30)  invariante  Pfaffsche  Gleichung  ist. 
In  der  That,  es  sei: 


(33) 


n 

Zdz  +  ^v  (I-vdXv  +  Hydyr)  =  0 


irgend  eine  Pfaffsche  Gleichung,  welche  bei  der  Gruppe  (30)  invariant 
bleibt,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  Pfaffsche  Gleichung, 
welche  alle  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form  (30) 
gestattet  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  530  f.). 

Denken  wir  uns  (33)  nach  irgend  einem  der  darin  vorkommenden 
Differentiale  aufgelöst,  so  müssen  wir  natürlich  wieder  eine  Pfaffsche 
Gleichung  erhalten,  welche  alle  infinitesimalen  Transformationen  (30) 
und  also  auch  insbesondere  die  Transformationen:  r,p^,---pn  gestattet. 
Hieraus  folgt  offenbar,  dass  in  der  aufgelösten  Gleichung  alle  Coef- 
ficienten  von  ^,  x^-'-Xn  frei  sind.     Wir  können  daher  von  vornherein 
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voraussetzen,  rlass  auch  die  Coefficienten  der  nicht  aufgelösten  Gleichung 
(oo)  nur  von  y^  ■  •  •  ?/„   abhängen. 

Wäre    Z  =  0,    so    hätten    wir    eine    Pfaffsche    Gh^ichung    von    der 
Form : 

n  n 

(34)  ^  EriPi   •  •  •  lJn)dXr   +  ^'  H^(^i   •   •  •  2/«)^2/v  =  0. 

1  1 

Denken  wir  uns  diese  nach  einem  der  Differentiale  dXy,  dijv  aufgelöst 
und  berücksichtigen  wir,  dass  die  so  erhaltene  Pfaffsche  Gleichung  die 
n  infinitesimalen  Transformationen:  qi -\- cCiT  gestattet,  so  erkennen 
wir,  dass  in  der  aufgelösten  Gleichung  alle  Coefficienten  von  y^  •  -  •  ya 
frei  und  demnach  blose  Constanten  sind.  Folglich  kann  (34)  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

n  n 

(34')  yi  ArdXr  +  y\^  B.dyr  ==  0 

1  1 

ersetzt  werden,  wo  die  A^  und  B,.  Constanten  bezeichnen.  Aber  (34') 
muss  auch  die  2n  infinitesimalen  Transformationen: 

Xiqi  +  -^^/r ,       y,pi  +  \ij?r  (/  =  i  •  •  •  n) 

gestatten,  es  müssen  also  die  2n  Ausdrücke: 

Bi  dXi ,       Äidyi         (/  =  1  •  •  • «) 

sämmtlich  vermöge  (34')  verschwinden,  was  offenbar  nur  möglich  ist, 
wenn  alle  Ai  und  Bi  gleich  Null  sind.  Der  Fall  Z  =  0  liefert  also 
überhaupt  keine  bei  der  Gruppe  (30)  invariante  Pfaffsche  Gleichung. 
Ist  andrerseits  Z  =4=  0?  so  können  wir  Z=l  setzen  und  haben 
eine  Gleichung  von  der  Gestalt: 

n  n 

(35)       d0  +^E,(^, . . .  y,)dx.  +^  Hr{y,  •  •  •  yn)dyr  =  0. 
1  1 

Diese  gestattet  nun  die  2n  infinitesimalen  Transformationen: 

yiPi  +  iyi^^       ^iQi  +  \^i^^ 

dann  und  nur  dann,  wenn  die  2n  Ausdrücke: 

yidyi  +  ^idy! 

XidXi  +  ^^IJ^äXr  +    HidXi  +^'OCij^dtJr 

alle  vermöge  (35)  verschwinden.     Hieraus  ergiebt  sich  sofort: 
7/,  +  E,  =  0,        H;  +  .r;  +  :r,^  =  0 

liie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    II.  32 
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oder,  da  =.{  ==  —  yi  ist: 

2/i  +  Zi  =  0,       H/  =  0         (.•  =  l...,^). 

Die  Gleichung: 

n 

(32)  d^—^iyidXi^O 

1 

ist  mithin  wirJclich  die  einzige  Pfa/fsche  Gleichung  in  den  Veränderlichen 
x^'  '  '  Xny  Vi-  • '  Vny  ^y  wclchc  1)61  dcT  Gruppc  (30)  invariant  hleiht 

Hieraus  können  wir  sofort  einen  wichtigen  Schluss  ziehen. 

Ist  nämlich  G  eine  Berührungstransformationsgruppe  von  der  im 
Anfange  dieses  Paragraphen  (auf  S.  486)  verlangten  Beschaffenheit, 
so  giebt  es,  wie  wir  auf  S.  493  ff.  gesehen  haben,  eine  Transformation 
von  der  Form  (27),  bei  welcher  G  in  die  Gruppe  (30)  übergeht.  Nun 
wissen  wir,  dass  die  Gruppen  G  und  (30)  beide  die  Pfaffsche  Gleichung 
(32)  invariant  lassen,  von  der  Gruppe  (30)  aber  haben  wir  soeben 
bewiesen,  dass  sie  keine  von  (32)  verschiedene  Pfaffsche  Gleichung 
invariant  l'ässt,  folglich  können  wir  schliessen,  dass  auch  bei  der 
Gruppe  G  ausser  der  Pfaffschen  Gleichung  (32)  keine  andere  invariant 
bleibt,  zugleich  ergiebt  sich,  dass  die  Transformation  (27),  welche  G 
in  die  Gruppe  (30)  verwandelt,  die  Pfaffsche  Gleichung  (32)  in  sich 
überführt,  dass  sie  also  eine  Berührungstransformation  des  Raumes 
0f  Xj^  '  '  •  Xn  ist.     Mit  andern  Worten: 

Jede  Berührungstransformationsgruppe  des  Baumes  0,  x^-'-Xn,  welche 
die  auf  S.  486  angegebenen  Eigenschaften  besitzt,  ist  mit  der  Berührungs- 
transformationsgruppe  (30)  durch  eine  Berührungstransformation  des 
Baumes  0,  x^  -  -  •  Xn  ähnlich. 

Endlich  werden  wir  noch  beweisen,  dass  die  Berührungstrans- 
formationsgruppe  (30)  irreducibel  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  in  den  Veränderlichen  x^-  •  -  Xn^ 
?/i  •  •  •  Vn ;  ^  alle  vollständigen  Systeme ,  welche  die  Gruppe  (30) 
gestatten. 

Ist:  AJ=Oj  Ä2f=0,'"  ein  derartiges  vollständiges  System, 
so  denken  wir  uns  dasselbe  nach  sovielen  Differentialquotienten  von  f 
aufgelöst,  als  es  unabhängige  Gleichungen  enthält;  das  aufgelöste  voll- 
ständige System  muss  dann  insbesondere  die  n  +  1  infinitesimalen 
Transformationen:  r,p^,  -"Pn  gestatten,  also  müssen  alle  seine  Coef- 
ficienten  von  0,  x^-'-Xn  frei  sein  (vgl.  Abschn.  I,  Theorem  20,  S.  140). 
Wir  können  daher  von  vornherein  annehmen,  dass  auch  in  den 
Gleichungen:  AJ^O,  A^f  =^  0 ,  -  •  -  des  nicht  aufgelösten  voll- 
ständigen Systems  alle  Coefficienten  von  0,  x^-  •  -  Xn  frei  sind. 
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Es  sei  iiuu: 

(36)      ^<U>{y.---y.)^+i^i{y.---Vn)§£)+v{yv--yn)%-o 

1 

irgend  eine  Gleichung  des  vollständigen  Systems:  AJ=Q^  •  •  •,  dann 
erkennen  wir  durch  Anwendung  der  infinitesimalen  Transformationen: 
yiPy,-\-yy,Pi-\-yiyyrj  dass  auch  alle  Gleichungen  von  der  Form: 

{i\y.  =  l'-'n) 

dem  Systeme  angehören.  Verschwänden  hier  nicht  alle  /[*,-;  so  ent- 
hielte das  System  offenbar  die  n  Gleichungen: 

ausserdem  enthielte  es,  weil  es  die  n  infinitesimalen  Transformationen: 
x^gi-\-\x^^r  gestatten  muss,  die  Gleichungen: 

und  endlich,  weil  es  ein  vollständiges  System  ist,  auch  noch  die 
Gleichung: 

\dy^'      dx^^y^dz)        dz 

es  besässe  also  ausser  der  nichtssagenden  Lösung:  f  =^  const.  gar 
keine  Lösung  und  wäre  überhaupt  kein  eigentliches  vollständiges 
System.  Demnach  müssen  in  der  Gleichung  (36)  die  Coefficienten 
/Ltj  •  •  •  fi«  alle  verschwinden,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  das 
vollständige  System:  A^f=0,  •••  ist  von  den  n  Differentialquotienten: 

IL...K. 

frei. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  jedes  vollständige  System,  welches  die 
Gruppe  (30)  gestattet,  die  n  Lösungen:  2/i;  *  '  *  2/«  hesitzt;  weil  es  nun 
aber  die  infinitesimalen  Transformationen:  Xi^i  +  ^Xi^r  gestattet,  muss 
es  zu  gleicher  Zeit  die  n  Lösungen: 

.  -4-  X-nr./ 


^i  ^  +  ^^i^^  =  ^i         (*■  =  1  •  •  •  «) 


besitzen,  und  da  es  nicht  2n  +  1  unabhängige  Lösungen  haben  kann, 
muss  es  die  Form: 

(37)  S  =  0 

32* 


500  Kapitel  26,   §§117,  118. 

haben.  Man  erkennt  überdies  sofort,  dass  die  Gleichung  (37)  wirklich 
die  Gruppe  (30)  gestattet. 

Die  Gleichung  (37)  ist  demnach  das  einzige  vollständige  System  in 
den  Veränderlichen:  x^-  --Xn,  Vi-  -  -yny  2,  welches  hei  der  Gruppe  (30) 
invariant  bleibt . 

Nunmehr  ist  nach  Theorem  GO,  S.  377  die  Trreducibilität  der  Be- 
rührungstransformationsgruppe  (30)  klar,  denn  die  2n  unabhängigen 
Lösungen:  x^  -  •  ■  x»,  Vi'  -  •  Va  des  einzigen  bei  der  Gruppe  invarianten 
vollständigen  Systems  (37)  liegen  augenscheinlich  nicht  paarweise  in 
Involution.  Damit  ist  zugleich  bewiesen,  dass  alle  Berührungstrans- 
formationsgruppen,  welche  die  auf  S.  486  angegebenen  Eigenschaften 
besitzen,  irreducibel  sind. 

Die  Ergebnisse  des  gegenwärtigen  Paragraphen  können  unter 
Berücksichtigung  der  früheren  Entwickelungen  die  folgende  Fassung 
erhalten: 

Theorem  78.*)  Enthält  eine  endliche  continuirliche  Be- 
rührungstrans formationsgruppe  des  Raumes  z^  x^'--Xn,  deren 
infinitesimale  Transformationen  sich  in  der  Umgebung  von: 
^i  =  yi  =  z  =  0  regulär  verhalten,  (n  +  \){2n  +  1)  infinitesi- 
male Transformationen  von  der  Form: 

Pi-\ — ,    ai-\ ,    r-] 

{Xi  +  aiz)q,  +  {x,  +  a,z)q;  +  •  •  • ,     (y,  +  ß.,z)p,  +  {y,  +  ß,z)pi  +  •  •  • 
{Xi  +  aiZ)py.  —  (yy  +  ßyz)qi  -{ 

enthält  sie  dagegen  Jceine  infinitesimale  Transformation  von 
erster  Ordnung  in  den  x^  y,  z,  welche  die  Form: 

^v(x,pr  +  y,q,)  +  2zr(-{-^,(d,zp,  +  s,zqr)  H 

besitzt,  so  ist  sie  (n  +  1)  (2n  +  \)-gliedrig,  sie  ist  ausserdem 
irreducibel  und  mit  der  irreducibeln  Berilhrungstransfor- 
mationsgruppe: 


(30) 


Piy 

<li  + 

Xir, 

r 

Xiqy 

+ 

Xy.q; 

+ 

XiXy 

^^ 

XiPy.    — 

ViPy. 

+ 

yy.lh 

+ 

ViVr-r 

*)  Der  Bequemlichkeit  wegen  sprechen  wir  dieses  und  die  folgenden  Theoreme 
nur  füi-  das  Werthsystem:  x^  =  y.  =  z  =  0  aus;  will  man  sie  für  ein  Werthsystem 
^/"»  ?A">  ^"  von  allgemeiner  Lage  aussprechen,  so  hat  mau  nur  überall  für  oc-,  y.,  z 
bezüglich  zu  schreiben:  x.  —  x.^ ^   y.  —  ;?/.",  z  —  z^ . 


Irreducible  BeiührurgstransforraatioEsgmppen  des  Raumes  z,  x    -  -  -  x       501 

diircli  eine  Berührungstransformation  des  Baumes  Zy  x^---Xn 
ähnlich. 

Wir  wollen  noch  erwähnen,  dass  die  Gruppe  (30)  als  Gruppe  von 
Punkttransformationen  des  Raumes  x,"'Xn,  y^-'-yn,  s  imprimitiv  ist, 
allerdings  nur  in  einer  Weise;  sie  lässt  ja  die  Gleichung  (37)  invariant 
und  transformirt  daher  die  2n  Veränderlichen:  x^-  --  Xn,  y^  •  ■  •  Vn  für 
sich.^  Die  Gruppe  ist  sogar  systatisch,  denn  sie  hat  eine  ausgezeichnete 
infinitesimale  Transformation,  nämlich  r  (s.  Abschn.  I,  S.  510,  Satz  3). 

§  118. 
Zweiter  Fall. 

Hier  sollen  alle  diejenigen  Berührungstransformationsgruppen  mit 
(«  +  1)  (2^i  +  1)  +  1  Parametern  bestimmt  werden,  welche  in  der 
Umgebung  des  Werthsystems:  Xi,  =yi  =  s  =  0  von  allgemeiner  Lage 
2n  +  1  infinitesimale  Transformationen  nullter  Ordnung  von  der  Form 
(11)  (s.  S.  470)  und  n{2n  +  1)  +  1  Transformationen  erster  Ordnung 
von  der  Form  (II)  (s.  S.  475)  enthalten. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  setzen  wir: 

-  r  H ^N,     -q,-\ ==:Xi,    ^,  +  .  .  .  =  Yi, 

—  [Xi  +  a,z)qy.  —  {xy.  +  ay,z)qi  -\ =  Xiy. 

(Xi  +  aiZ)p.,  —  (i/^  +  ß,z)q;^  -i =  1\, 

{Vi  +  ßl^)Py.  +  {yy.  +  ßy.^)Vi  +  •  •  •  =  Yi-, 


(38) 


ausserdem  bezeichnen  wir  noch  die  infinitesimale  Transformation: 

^  [  {x„  +  a„z)p,  +  (y,  +  ß,0)q,.  ]-]-2z\r~^.  (cc^Pr  +  ßr  q,)  |  +  •  •  • 

kurz  mit   U. 

Zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnuncr 
Xiy,  T,-y_,  Yiy,  JJ  bestehcu  ausser  den  Relationen  (23)  auf  S.  486  noch 
die  folgenden: 

(39)  (X,y.  U)  =  {T,,U)^(  Z^  U)  =  0 

(i,  y.  =  l-  ■  -n). 

Die  Xi  und  Yi  normiren  wir  so,  dass  die  Gleichungen: 

(40)  (X,U)  =  X,,      (ZU)  =  Yi 

ii  =  l-  ■  .  n) 

erfüllt   sind.     Ferner   bilden   wir,   indem   ^viv   unter   Syj   eine   beliebige 
der  Transformationen:  Xyj,  Tyj,   Yyj  verstehen,  die  Identität: 

((^X-  ü)Syj)    +    ({üSyj)Xi)    +    ((SyjX,)   U)    =    0. 
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Hier  verschwindet  das  zweite  Glied  identisch,  es  wird  also: 

Nun  aber  hat  (XiSyj)  die  Form: 

yi  (0rXr  +  r,r,)  +  ^  [  lu  X,-,  +   ^i,  Ti,  +  Vi.Yi,  \+QÜ, 
1  iy. 

WO  wir  die  Coefficienten  ör,  r^  berechnen  können^  also  wird: 

-  {{S.jX;)  U)  =  ^.  ((7.x,,  +  r,r„)  =  (X,Ä.;)  . 
1 

Auf  diese  Weise  finden  wir: 

|(X,X,,-)  =  0,     {XiT,j)  =  -sijX,,     {XiY,j)  =  -e;,Yj~-8,-jY., 

(41)   |(Y;.r.,)  =  0,      (ZT..j)  =  s;.Yj,  (y.X.,)  =  ^/.X,  +  a.,X. 

(i,  y.,j  =  l-  •  -n). 

Die  Identitäten: 

((x,x.) ü) - 2(x,x,)  =  0,   ((r,x,) ü) - 2(i;-x,)  =  o 

a  +  X) 
zeigen,  dass  (XiXy)  und  (Y^X;,),  welche  beide  nur  Glieder  mit  X.,  Fv, 
Xrn,  Trny  Yyn,   TJ  enthalten  (vgl.  S.  491),  verschwinden.     Ebenso  ist: 

{YJy)  =  0. 

Die   Transformation    N  normiren    wir   wie    auf   S.  491    so, 
(Y^Xi)  =  N  wird,  dann  beweist  die  Identität: 

({Y,1\;)X)-{Y,X,)^0        o->i) 
sofort,  dass  (JiX,)  =  (Y.X^)  ==^  N  ist.     Weiter  bilden  wir: 
i(Y,X,)ü)-2{Y,X,)  =  0 

((r,x,)Ä>)  +  ((x,Äv)r,)  +  ((Ä.roxj  =  o 

und  finden  durch  Ausrechnung,  dass  der  Ausdruck: 

((x,&)r,)  +  ((Ä-.ro^i) 

immer  verschwindet,  wir  bekommen  somit: 

{NU)  =  2N,      {NSiy)  =  0. 

Endlich  ergiebt  sich  aus: 

({NX,)Ü)  +  i{X,ü)N)  +  {{ÜN)X;)  -  0 

die  Gleichung: 

{(NX,)Ü)  =  HNX,), 

also  ist:  (NXi)  =  0  und  ebenso:  (NY^  =  0. 
Wir  haben  demnach: 


(42) 
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'  (X,  U)  =  X,-,    ( Y:-  U)  =  Y;,     (NU)  =  2N 
(iVZ,.)  =  0,     (XT;.)  =  0,     {NZ-,)  =  0 

(x,x.)  =  o,    (zx,)==e^,N,   (r,r,)  =  o 

I  '(X,N)  =  (ZN)  =  0 

Damit  sind  alle  Relationen  zwischen  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  gesuchten  Gruppen  auf  eine  kanonische  Form  gebracht. 
Die  (n-{-l)  (2n-\-  1)  infinitesimalen  Transformationen  N,  Xi,  Yi, 
Xixj  Tiy,j  Yiy,  erzeugen  augenscheinlich  eine  Untergruppe,  welche  nach 
den  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  durch  eine  geeignete 
Berührungstransformation : 

(43)        Xi'  ==  Ai(x,  y,  z),    tj{  =  Bi(x,  y,  z),    z  =  Xix,  y,  z) 

(»•  =  1  •  •  .  n) 

auf  die  Form: 

N  =  —  r\     Xi  ==  —  (g/  +  x;r),     Yt  ==  pl 

X,y.  =  —  {x{qy.  +  Xy.qi'  +  x/xyv'),     Yiy  =  yip-y  +  iJxPi  +  yiyy 

Tiy  ==  x-py  —  yyq- 

gebracht  werden  kann.  Dabei  können  wir  voraussetzen,  dass  die 
x'y  y'j  z'  zugleich  mit  den  x,  y,  z  verschwinden  und  dass  sowohl  die 
x\  y'j  z  gewöhnliche  Potenzreihen  der  x^  y,  z  sind  als  auch  die 
Xy  y,  z  gewöhnliche  Potenzreihen  der  x',  y',  z' . 

Bei   der   Berührungstransformation    (43)   erhält   die   infinitesimale 
Transformation   ü  eine  gewisse  neue  Form: 


ü 


-^^{^■p:  +  vrq:)  +  tr' 


welche  den  Relationen: 

(YiU)=Z,     {X,U)  =  X,,     (NU)  =  2N,    (Tuü)  =  0 

genügen    muss-,    für    1^,    V^)    5    ergeben    sich    daher    die    Differential- 
gleichungen : 

dx/  *^'^      dx,[         dxf  ^       dz'  dz'  '       dz' 

durch  deren  Integration  man  findet: 
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Nun  aber  muss  U  aucli  in  den  x\  y\  z  eine  infinitesimale  Trans- 
formation von  erster  Ordnung  sein  (vgl.  S.  494  f.),  also  muss  c  ver 
schwinden  und  wir  bekommen: 


c^  =  ^(^;,^;  +  ^;,/,)  +  2/r', 


Dieser  Ausdruck  genügt  offenbar  auch  allen  andern  Relationen,  welche 
wir  oben  zwischen  JJ  und  den  übrigen  infinitesimalen  Transformationen 
gefunden  haben. 

Durch  das  Vorstehende  ist  bewiesen,  dass  jede  Berührungstrans- 
formationsgruppe  (r,  welche  die  auf  S.  501  angegebenen  Eigenschaften 
besitzt,  mit  der  Gruppe: 


(44) 


i^ö    (li  +  Xif, 

n 
1 

Xiqy.  +  Xy.qi  +  XiXy.r, 

XiPy.  —  yy.(Jh      ViPy.  +  Vy-Pi  +  Vi^yr 

(/,  x=.l...,n)                                                                   1 

vermöge  einer  Berührungstransformation  ähnlich  ist. 

Die  Gruppe  (44)  ist  eine  Berührungstransformationsgruppe,  denn 
sie  ist  von  lauter  infinitesimalen  Berührungstransformationen  erzeugt; 
die  zu  diesen  gehörigen  charakteristischen  Functionen  sind,  von  der 
Reihenfolge  und  von  Zahlenfaktoren  abgesehen,  die  nachstehenden: 


(45) 


1 

1, 

1 

! 
1 

Xi, 

Vi, 

z  — 

-w. 

Vi 

(/,  y. 

=  1.  .-n) 

Xi  Xy  , 

XiV^c, 

ViVy. 

Die  Gruppe  (44)  ist  überdies  irreducibel,  sie  enthält  ja  eine  irreducible 
Untergruppe,  nämlich  die  Gruppe  (30)  auf  S.  500. 

Damit  haben  wir  das  Theorem: 

Theorem 79.  Enthält  eine  endliche  continuirliche Berührnngs- 
transformationsgruppe  des  Baumes  s,  x^'--Xn,  deren  infinitesi- 
male Transformationen  sich  in  der  Umgehung  von  Xi,  =  yi  =  z=^0 
regulär  verhalten,  (n+ Ij  (2n+ 1)-|- 1  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  der  Form: 

Pi-^ >     Q.i-\ ;     ^  H 

{Xi  +  aiZ)q^  +  [Xy.  +  ayz)qi  +  •  •  •,      (^,-  +  ßiz)py.  +  {yy  +  ßy.z)p,  +  •  •  • 
{Xi  +  aiZ)py.  —  {yy  +  ßyZ)qi-\ 

'^{{X,  +   arZ)p,.  +   (yr  +  ßrZ)qr]   +   2zir  -^  {arPr  +    ß.q,)\  +■" 

(/,  y.  =  l-'-n), 
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enthält  sie  dagegen   keine   infinitesimale    Transformation   von 
erster  Ordnung  in  den  x,  y,  0,  tvelche  die  Form  hat: 

n 
^  {dv  .  SPv  +   £v  .  0gir)   +   •  •  •  , 
1 

SO  hat  sie  gerade  {n-{-l)  (2n-{-\)+l  Parameter,  sie  ist  ausser- 
^   dem  irredueihel  und  mit  der  irreduciheln  Berührungstransfor- 
mation sgrupjye: 


(44) 


Pi,     qi  +  oar,     r,     ^  {XrPv  +  ijv(lv)  + 


20r 


Xi(U  +  x,qi  +  XiXy.r,     Xipy.  —  yy.q,,     y/p^  +  y^Pi  +  yiVy.r 

[i,  y.  =  l-  ■  -n) 


durch  eine  Berührungstransformation  des  Baumes  0,  x^  -  -  •  x» 
ähnlich. 

Als  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Raumes  x^^  •  -  ■  Xn, 
yi'  •  -yny  0  ist  die  Gruppe  (44)  imprimitiv,  deun  sie  lässt  ebenso  wie 
die  Gruppe  (30)  auf  S.  500  die  Gleichung: 

K 

dz 


0 


invariant,  es  ist  diese  Gleichung  aber  natürlich  das  einzige  bei  der 
Gruppe  (44)  invariante  vollständige  System  in  den  Veränderlichen 
X,  y,  z.  Selbstverständlich  ist  auch,  dass  es  ausser  der  bekannten 
Gleichung:  dz  —  y^dx^  —  •  •  -  —  yn^^n  =  0  keine  andere  Pfaffsche 
Gleichung  giebt,  welche  bei  der  Gruppe  (44)  invariant  bleibt. 


§  119. 

Letzter   Fall. 

Gesucht  werden  alle  Berührungstransformationsgruppen,  welche 
(m  +  1)  (2;2  +  3)  Parameter  haben  und  in  der  Umgebung  des  Werth- 
systems  Xi  =^  yi  '^  z  ^=  ^  von  allgemeiner  Lage  (2n  +  1)  infinitesi- 
male Transformationen  nullter  Ordnung  von  der  Form  (11)  (s.  S.  470), 
(n  +  l)(2>^+l)  solche  erster  Ordnung  von  der  Form  (IV)  (s.  S.  475) 
und  endlich  eine  zweiter  Ordnung^  von  der  Form: 


7» 

^  (zxrp^  +  zy^qv)  +  z^r  Ar  '■ 


Wir  setzen  entsprechend  den  in  den  §§117  und  118  gebrauchten 


Bezeichnungen: 
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—  r+...  =  iV,     -q,  +  ...  =  Xt,     p,  +  ...  =  l^. 

1 

~  (x^q.  +  X,q;)  +  .  .  .  =  X, ,     y,p,  +  y,p^  -^ =Y,^ 

^iPy.  —  y>cqi  H =  Tiy, 

und  erinnern  daran  (s.  S.  480),  dass  die  zu  diesen  infinitesimalen 
Transformationen  gehörigen  charakteristischen  Functionen  bezüglich 
die  Form  haben: 

1  -j ,     Xi-\ ,     y,-] ,     _2^  +  ... 

Ferner  führen  wir  noch  die  Bezeichnungen  ein: 

n 

—  ^v  (0XrPv  +  ^yvqr)  —  z^r  -\ =  F 

1 

(i  =  1  .  .  .  M)  . 

Die  infinitesimalen  Transformationen  Z^.,  Zy,.  und  V  haben  dann  die 
charakteristischen  Functionen: 

0Xi-\ ,     0yi-\ ,     s^-\ . 

Endlich  wollen  wir  noch  festsetzen,  dass  wir  unter  S^  irgend  eine  der 
Transformationen:  Xi^,  T,-^,  Yiy,  verstehen  und  unter  3»  irgend  eine 
der  Transformationen:  Zx^J  Zy.. 

Gewisse  Relationen  zwischen  den  infinitesimaten  Transformationen 
^iy.j  ü,  3;;  V  können  wir  sofort  angeben.  Wenn  wir  blos  die  Form 
der  infinitesimalen   Transformationen   ins   Auge   fassen,   erhalten   wir: 

(z,,F)  =  (r,,F)  =  (r;-,F)  =  o 

(C7F)  =  2F,     (Z,^.F)  =  (Z,^F)  =  0 

Berücksichtigen  wir  aber  auch  die  Form  der  charakteristischen 
Functionen,  so  bekommen  wir  noch: 

(^...z,,)  =  o,   (^,,r..)  =  o 

\ZxiTy.j)     =     —     SjjZ^^,  (Zy.Tyj)     =     EiyZy. 

{Z^.Yyj)     =     —     SiyZy.     —     SfjZy^^  (Zy.Xyj)     =    f  ,-^  Z^^.    +     S^jZ^^ 

(i,  y.  =  l'  •  -n) 

und  ausserdem  noch  die  Relationen  (23)  auf  S.  486. 


(46) 


(47) 
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Der  Ausdruck  (S,,U)  hat  die  Form:  Xi,V,  in  der  Identität: 

verschwinden  daher  wegen  der  Relationen  (46)  die  beiden  letzten 
Glieder  identisch,  es  ist  also  immer: 

Nun  aber  zeigen  die  vorhin  angeführten  Formeln  (23),  dass  jede  Trans- 
formation S^,,  bei  geeigneter  Wahl  der  Transformationen  Äx  und  S,:t 
in  der  Form  {Si,Srn)  dargestellt  werden  kann,  also  ist  (S^M)  immer 
gleich  Null.     Andrerseits  folgt  aus  der  Identität: 

wegen  der  Relationen  (47)  sofort: 

es  ist  aber:  (Z^.U)  =  -  Z^,  +  ft;F,  also  wird: 

(z.^u)  =  (z.,.r,-,)  =  -  z., 

und  ebenso:  {ZyM)  ^^  —  Z,j^.     Damit  haben  wir: 
(48)  \iZ,.U)  =  -Z.,,    {Zy.U)  =  -Zy. 

{i^  ic  =  l  •  ■  ■  n). 

Nunmehr  müssen  wir  suchen  die  infinitesimalen  Transformationen 
N,  Yi,  Xi  in  solcher  Weise  zu  normiren,  dass  sie  mit  den  übrigen 
infinitesimalen  Transformationen  und  unter  einander  durch  möglichst 
einfache  Relationen  verknüpft  sind. 

Es  ist: 

oder  wenn  wir: 

N+ii^ß.s,,  +  SU)  +  i^r,B,-  +  yv 

als  neues  N  einführen: 

Ausserdem  ist: 

(NV)=ü+aV, 

die  Identität: 

({NV)IJ)  -  2(VN)  -  2{NV)  =  0 

zeigt   aber,   dass   a   verschwindet.     Bilden  wir   überdies   die   Identität: 

{{NSiy)ü)-2{NS^y)  =  0, 
so  finden  wir,  dass  (NSiy)^  welches  die  Form: 


(49) 
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besitzt,  gleich  Null  ist.     Kurz  wir  bekommen: 

■    (NÜ)  =  2N,    (NV)  =  2U 
(iYX-,)  =  (NT,-,)  =  (NZ.)  =  0 
(/,  X  =  1 . . .  „) . 

Die   Yi,  Xi  normiren  wir  derart,  dass: 

(50)  (i^2r.^.)  =  _z,,   (i^z,,.)  =  -r, 

(/  =  1  •  •  •  n) 

wird,  dann  können  wir  in  der  Identität: 

die  letzten  beiden  Glieder  immer  berechnen  und  finden  so  die  Werthe 
von  (XiSyj)  und  (YiS,j),  nämlich: 

r(Z,X,)  =  0,    (Z,r,;)  =  -^,X„   (X,Y.;)  =  ^e,.Yj-e,Y, 
(51)  UzY^j)  =  0,    (ZT.j)  =  .,.r.,  ( y;.x.,)  =  e.Xj  +  e,X., 

\  (•',  z,  ;  =  1  ■  •  •  n) . 

Geradeso  liefern  die  Identitäten: 

((^3-)F)  +  ((M)N)  +  ((FJV)3,-)  =  0 

{{N^;)U)  +  ((8,-^)iV)  +  ((f/iv)3,)  =  0 

die  Relationen: 

(x,.ü)  =  z,,       (Y;f^)  =  r;. 

(i  =  1  ■  •  •  n) . 

Aus  der  Identität: 

ÜYiZ.JTjj)  +  .„(Z,^r,)  -  £,(F,ZJ  =  0 
erhellt,  dass  in: 

alle  Glieder  wegfallen  bis  auf  eins,  es  wird  nämlich: 

Ferner  ist: 

((NZ,)  Z.J  -  £,,  {N  F)  +  (X.  Z,)  =  0 

((YZ.JX,...)  -  2{YiZ,,J  -  26,.(X,^J  =  0 
und  somit: 

-  (YiZ^.)  +  (X.Z,)  =  e,M 

(YZ,^)  +  e,-,{X,Z,)  =  «,^(1  +  f,,)T,„ 

woraus  sich  durch  Auflösung  ergiebt: 


(52) 
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Schliesslich  stellen  wir  die  Identität: 

((X.Z„,.)X,,)-2(X.Z,,)  =  0 
auf  und  finden  daraus: 

Die  Grösse  a'iy_  bestimmen  wir  mit  Hülfe  der  Identität: 
{{YiZy,)Z^.)  -  {YiV)  -  iiY,Z^;)Z,J  =  0, 
durch  (leren  Ausreclmung  wir  erhalten: 

«,;(1    +    8iy)Zy.    +    Zy.    +    alyZ^.    +    ^SiyZy^    =    0, 

es  wird  also  aiy  =  —  ^,  mag  nun  i  gleich  tc  sein  oder  nicht.  ^ 
Insgesammt  haben  wir  nunmehr: 

(53)  Uy<ZJ  =  -  ^Y,-.,      (r,Z.J=-iT,,-i6,.,I/ 

l  (i,  y.  =  l  •  •  -n). 

Die  Identitäten: 

((NX,)  U)-3  (NX,)  =  0 ,     {{N  Ydü)  —  3  (NY,-)  =  0 
ergeben  augenblicklich:  (NX,)  =  (NYi)  =  0,  endlich  liefert: 

{(NZy)Xy)     +     \(Ty,     -     8,yU,     N)     =    0 

((NZ,^)Y,)  +  i(Y,y,  N)  =  0 

noch:    (YiXy)  =  £,-yN,    (Z,iy  =  0    und    ebenso    wird:    (X^Xy)  ^  0 , 
Demnach  bestehen   die  Relationen: 

■(z,x,)  =  o,  {Y,Xy)^e,,N,   (y;.r.)  =  o 
(NX,)  =  o,   (ivr,)  =  o 

{i,  y.  =  1  ■  •  ■  n). 

Jetzt  liegen  die  Relationen  zwischen  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  gesuchten  Gruppen  in  der.  gewünschten  einfachen 
Gestalt  vor,  es  bleibt  noch  übrig,  die  infinitesimalen  Transformationen 
selbst  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  auf  eine  möglichst 
einfache  Form  zu  bringen. 

Die  (n  -\-  1)  (2n  +  1)  +  1  infinitesimalen  Transformationen:  Nj 
Xif  Yi,  Xfy,  T;y,  Yjy,  U  erzcugcn  augenscheinlich  für  sich  eine  Gruppe 
von  der  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  Beschaffenheit;  diese 
Gruppe  kann  daher  nach  Theorem  79,  S.  504  durch  eine  Berührungs- 
transformation des  Raumes  0^  x^-  -  -  Xn   auf  die  Form: 


(54) 
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N=  ^r,     Xi=  ~  (qi  +  Xiv),     Yi  ==  pi 

X-r,    =     —     {XiCiy.    +    CCy.q;    +    XiXyj),  Y,-y.    =    yiPy    +    IJ  y^  i     +    \J  .y  yf 

n 

Tiy  ==  Xipy.  —  y,qi,      U  =  ^v  {XrPr  +  yvq.)  +  2^r 

1 

gebracht  werden.  Hier  sind,  wie  wir  wissen,  die  Transformationen:  N, 
Xi,  Yij  Xiy,  Tiy,  Yiy,  Ü  sämmtlicli  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mationen des  Raumes  ^,  x^  -  •  -  Xn . 

Die   infinitesimale  Transformation  Zy.  erhält  in   den  neuen  Ver- 
änderlichen X,  y,  z  eine  neue  Form: 

n 

1 

welche  die  Relationen: 

{NZ,;)  =  -Pi,       {Yj Zy)  =  -  UViPJ  +  VjPi  +  ViVi'') 

(XjZ,?i  =  -  ^{xjpi  —  yiqj)  +  ^eJ^v {xrpr  +  y.qr)  +  2^r| 

n 

{VZy)  =  ^a.>p.  +  riivCLv)  +  i.ir 
1 
befriedigen    muss.      Wir    bekommen    daher    für    die    |/,.,    r^n,,    ^i    die 
Differentialgleichungen : 

dz    '~^'"'        dz    "    dz 

\  j  j 

1  7  J 


Irreducible  ßerührungstransformationsgruppen  des  Raumes  z^  x    -  -  -  x  ,    511 
und  finden: 

hv  =  Siv  l  z  —  i^jXjyj  I  —  ixryi 

n 

Viv  =  —  ^yiyv  y    &  =  —  Hi^j  oojyj , 

1 

also  wird: 

^vi  =  ( ^  ~  ^^'  ^^yj  )i^'  ~  iy^  ( 2  ^^"^'  +  ^^^''^  +  2  ^'^'  '^1 

Die  Transformation  Zy.  ist  eine  infinitesimale  Berührungstrans- 
formation,  denn  bilden  wir  die  infinitesimale  Berührungstransformation, 
welche  den  Ausdruck: 

^vyrliv  —  ti  =  yd  z  —  i^jXjyj  I 

zur  charakteristischen  Function  besitzt,  so  erhalten  wir  eben  die 
infinitesimale  Transformation  Zy.,  Natürlich  ist  auch:  ^{Zy.Xn)  =  Z^. 
eine  infinitesimale  Berührungstransformation  und  da  Xu  die  charak- 
teristische Function  Xi^  hat,  so  ergiebt  sich  für  die  charakteristische 
Function  von  Z^^.  die  nachstehende  Form: 

i\yih  —  i^j^jyj]y  ^n  =0^(0  —  i^jXjyjV, 

endlich  ist  auch  (Zy.Zx)  =  V  eine  infinitesimale  Berührungstransfor- 
mation mit  der  charakteristischen  Function: 


yi 


z  —  \^x^yX  ^i[  ^  —  i^jxjyj )  r=  ( ^  ~  i^j^jyj  1 " 


Wir  sehen  also,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
gesuchten  Berührungstrausformationsgruppen  durch  eine  geeignete 
Berührungstransformation  des  Raumes  in  solche  infinitesimale  Be- 
rührungstransformationen übergeführt  werden  können,  welche  die 
charakteristischen  Functionen: 


(55) 


1, 

n 

^h    yiy    ^  —  i^vx.y, 

1 

XiXy,    Xiyy.,     yiyy. 

Xiiz- 

-\^x,y\ 

yih  —  ^^vX,yA,     h—i^rXryA 

{i,y.  =  l.--n) 

512  Kapitel  25,  §  119. 

besitzen.  Man  überzeugt  sicli  überdies  leicht,  dass  die  charakteristischen 
Functionen  (55)  alle  die  oben  aufgestellten  Relationen  befriedigen,  wenn 
man  nur  das  Zeichen  (  )  durch  {  }  ersetzt,  die  zu  den  Functionen  (55) 
gehörigen  infinitesimalen  Berührungstransformationen  erfüllen  daher 
diese  Relationen  ebenfalls. 

Die  charakteristischen  Functionen  (55)  definiren  eine  Berührungs- 
transformationsgruppe  des  Raumes  z,  x^-'-Xn,  welche  (n-{-i)  (2n-\-'d) 
Parameter  enthält.  Diese  Gruppe  ist  irreducibel,  denn  sie  enthält  zwei 
irreducible  Untergruppen,  die  Gruppe  (30)  auf  S.  500  und  die  Gruppe 
(44)  auf  S.  504.     Also  haben  wir  das 

Theorem  80.  Enthält  eine  endliche  continuirliche  Be- 
rührungstransformationsgruppe  des  Baumes  z^  x^-  •  •  Xn,  deren 
infinitesimale  Transformationen  sich  in  der  Umgehung  von 
Xi  =  2/,-  =  ^  regulär  verhalten,  (n  +  2)  (2n  +  1)  infinitesimale 
Transformationen  von  der  Form: 

n 

Pi-\ ;     q.i-\ ;     *'  +  ••';     ^r(x,p,  +  yrq,)-\-2zr-\ 

1 

Xiqy.  +  Xy.qi  H ,     XiPy.  —  \j,qi  -\ ,     y^py.  +  y^pi;  -) 

zpi-\ ,     zqi-\ 

SO  ist  sie  (n  +  1)  (2>^  +  3)-gliedrig  und  enthält  ausser  den  an- 
gegebenen Transformationen  noch  eine  von  der  Gestalt: 


^v  {zXrPv  +  2y,q,)  +  z'^r  -\ , 


sie  ist  überdies  irreducibel  und  mit  der  irreducibeln  Berührungs- 
trans formatio7tsgruppe: 


(56) 


n 

Pi,     qi  +  Xtr,     r,     ^  (XrPv  +  ^/rg,)  +  2zr 
1 
Xiqy  +  Xyq;  +  XiXyr,     x^h  —  yyq,,     y/p,  +  y^p,-  +  y/y.r 

( ^  —  i^ ^'•?/'' )  (P'  +  2/'0  —  iyd  ^  i^ypr  +  y,q^)  +  2^r  j 


U,  y  =  l-  •  .«) 
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durch  eine  Berührungstransformation  des  Baumes  Zj  x^-  -  •  Xn 
ähnlich.    Die  charakteristischen  Functionen  der  infinitesimalen 
Berührungstransformationen  (56)  haben  die  Form  (55). 
Da  die  Gleichung: 

1^  =  0 

dz 

das  einzige  vollständige  System  in  den  Veränderlichen  x,  y,  0  ist, 
welches  die  Gruppe  (30)  auf  S.  500  gestattet,  und  da  diese  Gleichung 
hei  der  Gruppe  (56)  augenscheinlich  nicht  invariant  bleibt,  so  erkennen 
wir,  dass  die  Gruppe  (56)  als  Gruppe  des  Baumes  Xj^  •  •  •  x^,  Vi  -  -  •  yn,  ^ 
primitiv  ist.  Ausserdem  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  es  ausser  der 
Gleichung: 

dz  —  y^dx^ yndx^  =  0 

keine  Pfaffsche  Gleichung  giebt,  welche  bei  der  Gruppe  (56)  invariant 
bleibt. 

Nunmehr  ist  die  Aufgabe  erledigt,  welche  wir  uns  auf  S.  470 
gestellt  haben,  die  daselbst  definirten  Berührungstransformationsgruppen 
sind  alle  gefunden.     Wir  können  daher  sagen: 

Theorem  81.  Beutet  man  die  endliche  continuirliche  Be- 
rührungstransformationsgruppe  G  des  Baumes  ^,  x^  •  •  •  Xn  als 
eine  Gruppe  von  Bunkttransformationen  des  (2n-\-\)-fach  aus- 
gedehnten Baumes  0,  x^-'-Xn,  2/r**2/«  ^*^^^  verlangt  man^  dass  G 
als  Gruppe  dieses  letzteren  Baumes  erstens  transitiv  ist  iind 
dass  es  zweitens^  sobald  man  einen  Funkt  ^^,  x^^'-'X,i^,  yi"-yn^ 
von  allgemeiner  Lage  festhält ^  die  oo^^-i  Bi(^tungen  des  ebenen 
Bündels  von  Bichtungen,  welches  diesem  Funkte  durch  die 
Ffaffsche  Gleichung: 

ds  —  y^  dx^  —  •  • yn  dXn  ==  0 

zugeordnet  wird,  in  möglichst  allgemeiner  Weise  transformirt, 
so  ergiebt  sich  Folgendes:  Die  Berührungstransformations- 
gruppe  Gist  irreducibel  und  hat  entweder  {n-\-l)  {2n-\-\)  oder 
(w  +  1)  ^w  +  1)  +  1  oder  endlich  {n  +  1)  {2n  +  3)  Parameter 
und  sie  ist  mit  einer  der  drei  irreducibeln  Berührungstrans- 
formationsgruppen:  (30)  auf  S.  500,  (44)  auf  S.  504,  (56)  auf 
S.  512  durch  eine  Berührungstransformation  des  Baumes 
z,  x^'  • '  Xn  ähnlich. 

Wir  wollen  jetzt  die  gefundenen  Berührungstransformations- 
gruppen  noch  etwas  näher  untersuchen. 

Lie,   Theorie  der  TransformatioQsgruppeu.    II.  33 
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§  120. 
Die  drei  Berührungstransformationsgruppen  des  Raumes  z,  x^---Xnj 
welche  wir  gefunden  haben^  sind  sämmtlich  irreducibel,  es  bleibt  daher 
bei  keiner  unter  ihnen  eine  solche  Schaar  von  oo"+^  Element-il[f„  des 
Raumes  Zy  x^-" Xn  invariant,  deren  Elemente  z^  x^"-Xnj  2/i  *  * '  2/«  keine 
Relation  von  der  Form: 

Sl{0,  x^  '"Xn,  2/i  •••2/«)  =  0 

befriedigen  (vgl.  S.  376).  Dagegen  kann  es  sehr  gut  andere  Schaaren 
von  Element -ilf„  geben,  welche  bei  unsern  Gruppen  invariant  bleiben, 
namentlich  ist  es  wünschenswerth,  unter  den  betreffenden  Schaaren 
diejenigen  zu  kennen,  welche  möglichst  wenige  Parameter  enthalten. 
Wir  wollen  die  hiermit  bezeichnete  Aufgabe  wenigstens  für  den  Fall 
vollständig  erledigen,  dass  die  invariante  Schaar  von  Element -ikf„  aus 
lauter  w-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten  von  der  Form: 

S  =  Q{x^  "  -Xn) 

besteht. 

Gestattet  eine  Schaar  von  Punktmannigfaltigkeiten  des  Raumes 
z,  Xj^-  '  •  Xn  die  Berührungstransformationsgruppe  (30)  auf  S.  500,  so 
gestattet  sie  insbesondere  auch  alle  in  dieser  Gruppe  enthaltenen 
infinitesimalen  Punkttransformationen  des  Raumes  z,  x^-  •  •  Xn,  unter 
anderen  also  die  nachstehenden: 

(i,  x  =  l  .  .  -7»). 

Ist  demnach:  z  =  ^{x^- -  -  x^i)  eine  Mannigfaltigkeit  der  Schaar,  so 
müssen  zugleich  alle  Mannigfaltigkeiten,  welche  aus:  z=0  durch 
Ausführung  der  eingliedrigen  Gruppen  (57)  entstehen,  der  Schaar 
angehören.  Ausser:  z  ==  0  muss  also  die  Schaar  auch  noch  alle 
Mannigfaltigkeiten  von  der  Gestalt: 

n  n  i 

(58)  g  =  0{Xi-  ■■  Xn)-\-  a+  ^i  hiXi  +  "Sj  "^^  Ci,.XiX^ 

.      \  '    ^  * 

enthalten,  unter  den  a,  hi,  Ciy.  willkürliche  Parameter  verstanden. 

Hiermit  ist  nachgewiesen,  dass   unsre  Gruppe  (30)  keine  Schaar 

von  Mannigfaltigkeiten  von  der  Form: 

invariant  lässt,  in  welcher  die  Zahl  der  Parameter:  a^,  «^  *  *  *  kleiner 
ist  als: 
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1 
1  +  ,^  -^  ^(^  +  1)  ^  {n  +  1)  (^  4-  2)  ^ 

Vielleicht  giebt  es  aber  invariante  Schaaren  mit  gerade  ^(n+l)(?^  +  2) 
Parametern,  wir  müssen  zusehen. 

Giebt  es  eine  invariante  Schaar  mit  i(>^  +  l)  (^  +  2)  Parametern, 
so  muss  dieselbe  nothwendig  die  Form  (58)  besitzen,  wo  die  Function  ^ 
von  den  Parametern  a,  &,-,  Ciy,  unabhängig  ist.  Nun  enthält  die  Gruppe 
(30)  ausser  den  infinitesimalen  Punkttransformationen  (57)  noch  die 
folgenden: 

(59)  .  -^,        Xyj^  (^,r  =  l...n). 

Soll  aber  die  Schaar  (58)  die  infinitesimalen  Transformationen  (59) 
gestatten,  so  ist  nach  Abschnitt  I,  S.  467  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  es  in  den  \{n  +  1)  (^  +  2)  Veränderlichen  a,  &,-,  Ciy.  gewisse 
infinitesimale  Transformationen:  ^^/,  Ayf^f  giebt,  welche  so  beschafi'en 
sind,  dass  die  Gleichung  (58)  in  den  Veränderlichen  x^-'-Xn^  a,  hi,  dy, 
die  infinitesimalen  Transformationen: 

gestattet.  Berücksichtigt  man,  dass  Q  von  den  a,  6,-,  d^  nicht  abhängt, 
so  erkennt  man  zunächst,  dass  die  A^,f  und  Ay^J  den  a,  &,-,  dy.  solche 
unendlich  kleine  Zuwachse  ertheilen  müssen,  welche  von  den  a,  &,-,  dy 
linear  abhängen,  zugleich  sieht  man,  dass  die  Function  Q  Bedingungen 
von  der  Form: 

o  -  jn  n  i 

_  =  ci  +  ^i^^Xi  +^iyi.yiy,XiX^ 
^  1  11 

o  -^  n  n  l 

^      1       11 

befriedigen  muss,  wo  die  «,  ß,  y,  a,  ß\  /  Constanten  bezeichnen. 
Demnach  hat  0  selbst  die  Form: 

1  11 

und  es  ergiebt  sich,  dass  jede  etwa  vorhandene  invariante  Schaar  mit 
\{n  +  1)  (w  +  2)  Parametern  die  Gestalt: 

(60)  ^  =  a  +  ^-  %x,  +  ^  u.XiX, 

1  iy. 

haben  muss,  wo  wir  Uy  =  Cx,  annehmen  können.    Von  der  Schaar  (60) 

33* 
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stellt  dann  jedenfalls  fest,  dass  sie  bei  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen (57)  und  (59)  invariant  bleibt. 

Die  Gleichung  (60)  mit  den  Parametern  a,  hi,  dy.  stellt  die  all- 
gemeinste Lösung  des  folgenden  Systems  von  Differentialgleichungen  dar: 

(61)  ^-|^V-  =  0  (/,x,i  =  l...n). 

Hieraus  folgt,  dass  das  System  (61)  die  infinitesimalen  Transformationen 
(57)  und  (59)  gestattet.  Wollen  wir  andrerseits  wissen,  ob  die  Schaar 
der  Mannigfaltigkeiten  (60)  auch  noch  die  übrigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 

(62).  3,,^  +  2,,^  +  j,,2,.|^         ,,.=x...», 

der  Gruppe  (30)  gestattet,  so  brauchen  wir  nur  zu  untersuchen,  ob 
das  System  der  Differentialgleichungen  (61)  diese  infinitesimalen  Trans- 
formationen gestattet.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  z  als  Function 
von  Xj^- ' '  Xnf  so  dass : 

_    dz  dz_ 

"wird,  und  wir  erweitern  die  infinitesimalen  Transformationen  (62)  durch 
Hin  zunähme  der  Differentialquotienten  zweiter  und  dritter  Ordnung 
von  z  (vgl.  Kap.  22).  Wir  finden,  dass  die  Differentialquotienten  dritter 
Ordnung  von  z  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  {Q2)  solche 
unendlich  kleine  Zuwachse  erhalten,  welche  vermöge  der  Gleichungen 
(61)  verschwinden.  Mit  andern  Worten:  das  Gleichungensystem  (61) 
gestattet  die  infinitesimalen  Transformationen  (^^2),  da  es  nun  nach 
dem  Früheren  alle  übrigen  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
(30)  zulässt,  so  bleibt  es  überhaupt  bei  der  Gruppe  (30)  invariant. 
Genau  in  derselben  Weise  lässt  sich  einsehen,  dass  das  Gleichungen- 
system (61)  auch  bei  unsern  andern  beiden  Berührungstransformations- 
gruppen  (44)  und  (56)  invariant  bleibt. 

Damit  ist  das  folgende  wichtige  Theorem  bewiesen: 

Theorem  82.  Die  drei  irreduciheln  Berührtingstransfor- 
mationsgruppen:  (30)  auf  S.  500,  (44)  auf  S.  504  und  (56)  auf 
S.  512  lassen  heine  Schaar: 

0  =  ^(iCj  • '  -Xny  «1,  «2  •  •  •) 

von  n-fach  ausgedehnten  Funhtmannigfaltigheiten  des  Raumes 
0j  x^'-'Xn  invariant,  welche  weniger  als  |(w+l)(w-|-2)  Para- 
meter enthält,  und  nur  eine  Schaar  mit  gerade  ^{n  +  1)  {n  +  2) 
Parametern,  nämlich  die  Schaar: 
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n  l--n 

(60)  0  =  a  -{-  ^i  hiXi  +  ^  UyXiXy.  •, 

1  iy. 

dieselbe  besteht  aus  allen  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keiten zweiter  Ordnung^  welche  ein  unendlich  fernes  Element 
des  Raumes  2y  x^-  •  -  Xn  gemein  haben. 

§  121. 

Führt  man  in  eine  irreducible  Berührungstransformationsgruppe 
des  Raumes  z,  x^-'-Xn  vermöge  einer  Berührungstransformation  dieses 
Raumes  neue  Veränderliche  ein,  so  erhält  man  natürlich  wieder  eine 
BerührungstransformatioDsgruppe,  welche  irreducibel  ist.  Unter  den 
unendlich  vielen  verschiedenen  Formen,  welche  die  irreducible  Be- 
rührungstransformationsgruppe  (56)  auf  S.  512  in  der  angegebenen 
Weise  erhalten  kann,  befindet  sich  nun  eine  von  bemerkenswerther 
Einfachheit;  in  dem  besonderen  Falle  n  =  1  haben  wir  das  bereits 
auf  S.  440  f.  gesehen,  es  gilt  aber  auch  für  beliebiges  n. 

Um  die  angekündigte  Umformung  der  Gruppe  (56)  durchzuführen, 
denken  wir  uns  diese  Gruppe  zunächst  als  eine  Gruppe  von  homo- 
genen Berührungstransformationen  in  den  2w  +  2  Veränderlichen 
x^ '  •  •  Xn^ij  Pi  '  '  •  Pn+1  geschrieben.     Wir  setzen  also: 

f  r  ' 

X^  =  X^  j    •  •  •    Xyi   ==  Xn  j       Z  =  Xn-\-\ 


2/i  = 


Vr 


drücken  die  charakteristischen  Functionen  (55)  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen unsrer  Gruppe  alle  durch  x^  •  -  •  Xn+i,  p^  -  •  -  PnJ^i  aus  und 
multipliciren  jede  der  erhaltenen  Functionen  mit  pn-\.i  (vgl.  S.  273, 
Satz  10).  In  die  so  erhaltene  Gruppe  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen führen  wir  neue  Veränderliche  ^-^" -i^n+ij  ^i  • ' '  l'ra+i 
ein  vermöge  der  homogenen  Berührungstransformation: 


(63) 


Xi 


2S 


'V 

K+i' 

Xn+l 

=  S..+1 
Pn+l   = 

1 

Pn+l 

p: 

-V^. 

.+1, 

dann  erscheint  unsre  Gruppe  in  der  nachstehenden  merkwürdigen  Gestalt: 


(64) 


VVih ,      hV^y.  .     S^-^x]/^.-^, 


(.-,  x  =  l-  •  -n  +  l) 


welche  den  Vorzug  einer  gewissen  Symmetrie  besitzt. 
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Oben  sahen  wir^  dass  die  Gruppe  (56)  eine  Schaar  von  w-fach 
ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten  des  Raumes  0,  x^^'-^Xn  invariant 
lässt,  nämlich  diese: 


n  l---n 

2  =  a  +  ^ibiXi  +  i^CjxXjX, 

1  ix 


Schreiben  wir  diese  Schaar  als  eine  Schaar  von  Element -M«  des 
Raumes  ^,  x^i^  •  •  -  Xn  und  benutzen  wir  dabei  die  oben  definirten 
homogenen  Elementcoordinaten:  x^  -  •  -  XnJfi,  Pi  -  •  -Pn+i?  ^^  erhält  sie 
die  Form: 


(65) 


Xn+l  =  a  +  ^i  liXl  +  \^  Ciy,XiXy, 
1  ix 

r  « 


(v  =  1  .  .  .  «)  , 

wo  die  Relation:  dy.  =  CyA  benutzt  ist.  Führen  wir  auf  diese  Glei- 
chungen die  homogene  Berührungstransformation  (63)  aus,  so  ergeben 
sich  die  Gleichungen: 


(66) 


+  y. 


o..J..J.)/^  ■  /^ 


-i/^.=^-+ir-^y- 


1 

(T'=l 


K 

^«+1 


welche  natürlich  eine  Schaar  von  Element -ilf«  des  Raumes  j^- ••£„+! 
darstellen,  die  bei  der  Gruppe  (64)  invariant  bleibt.  Da  sich  überdies 
aus  den  eben  geschriebenen  Gleichungen  bei  Fortschaffung  der  p  nur 
eine  Relation  zwischen  den  g  ergiebt,  so  muss  diese  Schaar  von 
Element- M«  wiederum  aus  >i-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltig- 
keiten bestehen. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  Gleichung  dieser  Schaar  von 
Punktmannigfaltigkeiten  anzugeben,  man  kann  ihre  Gleichung  sogar 
auf  eine  recht  elegante  Form  bringen. 

Die  erste  der  Gleichungen  {%^^  lässt  sich  nämlich  durch  die  fol- 
gende ersetzen: 
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verbindet    man  hiermit  die  übrigen  n  Gleichungen   und    schafft   man 
die  1)  fort,  so  kommt: 


CiilCi  +  1  Cuh 

C2lh  C22h  +  1 


Cnlh 


C2n  £n 


a  —  in-{.i 


0. 


Um  hier  die  linke  Seite  symmetrischer  zu  gestalten,  setzen  wir: 

Ya 

1 

-^—  ==  Cn+l,n+l, 

dann  wird  unsre  Gleichung  einfach 

Clljl  +   1  Cl2?2 

C21J1  C22?2  +  1       • 


(67) 


Cn4-l,l£l  Cn^2,2h 


Cl,n-}-l?n+l 
C2,n4.lJ«+l 


Cn+l,n+l3Cn+l  +   1 


=  0, 


wobei  dy.  =  Cxi  ist. 

Die  Gleichung  (67)  stellt  eine  Schaar  von  vi-fach  ausgedehnten  Punkt- 
mannigfaltigkeiten des  Raumes  i^"-iCn-\-i  dar,  welche  ^ {n  +  1)  (n -j- 2) 
Parameter  enthält  und  bei  der  Gruppe  (64)  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen dieses  Raumes  invariant  bleibt. 


Bei  der  Berührungstransformationsgruppe  (56)  Hessen  wir  es  dahin 
gestellt,  ob  sie  Schaaren  von  Element- Jf„  des  Raumes  z,  x^-'-Xn 
invariant  lässt,  welche  nicht  aus  ??-fach  ausgedehnten  Punktmannig- 
faltigkeiten des  Raumes  z,  x^--  -  Xn  bestehen.  Bei  der  Gruppe  (64) 
nun  können  wir  die  entsprechende  Frage  ohne  Schwierigkeit  beant- 
worten.    Es  gilt  nämlich  das 

Theorem  83.  Jede  hei  der  Berühriingstransformationsgriippc 
(64)  invariante  Schaar  von  Element-Mn  des  Baumes  ?i  •  •  •  Jn+i 
besteht  aus  n-fach  ausgedehnten  Funhtmannig faltigheiten  dieses 
Baumes, 

Beweis.  Nach  S.  84,  Satz  3  und  S.  108  ff.  lässt  sich  jede  Ele- 
ment-Jf„  des  Raumes  Ji  •  •  •  JCn+i  durch  eine  Anzahl  von  Gleichungen 
zwischen  den  j  allein  definiren.     Es  sei  daher: 
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irgend  eine  Element-iW;,  welche  einer  bei  der  Gruppe  (64)  invarianten 
Schaar  von  Element-il[f„  angehört.  Dann  gehören  auch  alle  Element- Jf„ 
von  der  Form: 

dieser  Schaar  an,  denn  die  Schaar  gestattet  ja  alle  endlichen  Trans- 
formationen der  m  eingliedrigen  Gruppen: 

(^O    f\^  =  J^^  (/.  =  l...m). 

Daraus  folgt,  dass  jede  bei  der  Gruppe  (64)  invariante  Schaar  von 
Element- Jf„,  wenigstens  soviele  Parameter  enthält,  als  Gleichungen 
zwischen  den  j  allein  zu  ihrer  Darstellung  nöthig  sind  und  dass  diese 
Gleichungen  nach  ebensovielen  unter  den  vorkommenden  Parametern 
auflösbar  sind. 

Es  sei  demnach: 

(68)  9^fi(h  '  '  '  £w+l;    Ctm+lf   «m+2  ••')==  ^/" 

(/<  =  1  .  .  .  m) 

eine  invariante  Schaar  von  Element -ilf^  und  zwar  seien  die  Gleichungen 

(68)  auflösbar  nach  £i  •••£,«;  die  Zahl  m  ist  dabei  nothwendig  kleiner 
als  w+1,  denn  der  Inbegriff  aller  Punkte  des  Raumes  j^i---y„+i  bleibt 
bei  der  Gruppe  (64)  offenbar  nicht  invariant. 

Betrachten  wir  nun  andrerseits  die  Schaar  der  00"+^—'^'  ebenen 
m-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten: 

(69)  ^m+l  =  K+l  ,    •  •  •    ICn+l  =  hn+1 . 

In  der  Gruppe  (64)  giebt  es  eine  Untergruppe,  welche  jede  einzelne 
dieser  00 "+i-"' Mannigfaltigkeiten  stehen  lässt,  nämlich  die  Untergruppe: 

(t,   y.  =z  1  •  .  •  m)  , 

welche  für  jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  ganz  dieselbe  Bedeutung  hat 
wie  die  Gruppe  (64)  für  den  Raum  £1  •  •  •  In+i- 

Natürlich  bleibt  bei  der  Untergruppe  (70)  auch  die  Schaar  der 
Element- Jf„  (68)  invariant.  Aber  jede  Element- ilf„  der  Schaar  (68) 
schneidet  jede  ebene  Punktmannigfaltigkeit  von  der  Form  (69)  im  All- 
gemeinen nur  in  einem  isolirten  Punkte  und  umgekehrt  geht  jeder 
Punkt  einer  ebenen  Mannigfaltigkeit  von  der  Form  (69)  stets  mindestens 
durch  eine  Element  -  Mn  der  Schaar  (68).  Folglich  muss  die  Unter- 
gruppe (70)  die  Punkte  einer  jeden  ebenen  Mannigfaltigkeit  von  der 
Form  (69)  unter  einander  vertauschen,  das   aber  tritt  nur  dann  ein, 
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wenn  m=\  ist,  denn  für  m >  1  ist  (70)  eine  irreducible  Berührungs- 
transformationsgruppe  einer  m-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltig- 
keit von  der  Form  (69)  und  lässt  den  Inbegriff  aller  Punkte  dieser 
Mannigfaltigkeit  nicht  invariant. 

Damit  ist  unser  Theorem  bewiesen. 


§  122. 

Für  den  besonderen  Fall  n==  l  haben  wir  die  invarianten  Unter- 
gruppen der  drei  Gruppen  (30),  (44)  und  (56)  bereits  bestimmt 
(s.  S.  434  ff.).  Bei  beliebigem  n  führt  eine  ganz  ähnliche  Rechnung 
zum  Ziel,  wir  wollen  uns  daher  begnügen,  die  Ergebnisse  dieser 
Rechnung  zusammenzustellen: 

Theorem  84.  Von  den  drei  irrediiciheln  Berührungstrans- 
formationsgruppen:  (30)  auf  S.  500,  (44)  auf  S.  504,  (56)  auf 
S.  512  des  Baumes  ^,  x-^^-  -  -  Xn  enthält  die  erste  zwei  invariante 
Untergruppen,  nämlich: 

Pij     qi  +  oCir,     r     o  =  i-.-«)      und      r, 

die  zweite  enthält  deren  vier,  nämlich  erstens  die  Gruppe  (30) 
und  ausserdem  noch  die  folgenden  drei: 


Piy    qi  +  Xir,     r,    ^  (x^Pr  +  2/rgO  +  ^zr         a  =  i 
1 
Pi,     qi  +  Xir,     r         (/  =  i-..«) 


die  dritte  endlich  enthält  gar  Jceine  invariante  Untergruppe 
und  ist  daher  einfach. 

Auch  die  Entwickelungen  des  §  109,  S.  445  ff.  lassen  sich  ohne 
Schwierigkeit  auf  den  Fall  eines  beliebigen  n  übertragen.  Wir  wollen 
uns  jedoch  darüber  möglichst  kurz  fassen. 

Betrachten  wir  die  irreducible  Berührungstransformationsgruppe 
(56)  auf  S.  512  als  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Raumes 
^i'-'^n,  Vi-'-Vn,  ^  und  führen  wir  vermöge  der  Punkttransformation; 

n 

(71)  xl  =  Xi,     y;=\yi,     z'=2~^^X,y, 

1 

(t  =  1  .  .  .  n) 

in  diese  Gruppe  die  neuen  Veränderlichen  x\  y' ,  z  ein,  so  erhalten 
wir  die  folgende  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Raumes: 
^i"  'Xny    Vi  -  •  -yny  z: 
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(72) 


pl- 

1 

x/qj  +  xjq;,     x{py!  —  yjql,     y/pj  +  yjp/ 

^Pi  -  2//  (^^  (oc;p;  +  y;q:)  +  z'Ä 

^  V  +  xl  i  ^  (x^p;  +  yjq;)  +  ^  v  j 

" ' ( ^' ^^"^"  "^  ^'''^"'^  +  - V J 

{i,  K  =  l-  ■  -n) 

Zugleich  erhält  die  Pfaffsche  Gleichung: 

d0  —  y^dx^  —  .  • .  —  yndxn  =  0 
in  den  neuen  Veränderlichen  die  Gestalt: 

n 

(73)  d0'+yi  (xrdyr'  —  yvdxj)  =  0. 

1 

Die  Gruppe  (72),  welche  aus  lauter  projediven  Transformationen 
besteht,  lässt  natürlich  die  Pfaffsche  Gleichung  (73)  invariant,  sonst 
aber  keine  Pfaffsche  Gleichung,  sie  ist  zugleich  die  grösste  continuir- 
liche  projective  Gruppe  des  Raumes  x'j  y\  z\  welche  die  Gleichung 
(73)  invariant  lässt.  Das  letztere  folgt  daraus,  dass  die  irreducible 
Berührungstransformationsgruppe  (56)  in  keiner  grösseren  endlichen 
continuirlichen  Berührungstransformationsgruppe  enthalten  ist,  eine 
solche  grössere  Gruppe  hätten  wir  nämlich,  wenn  sie  existirte,  noth- 
wendig  bei  den  früheren  Entwickelungen  mit  finden  müssen. 

Ueberträgt  man  die  im  Räume  von  drei  Dimensionen  gebräuch- 
liche Benennungsweise  auf  den  Raum  von  2w  +  1  Dimensionen,  so 
kann  man  sagen,  dass  die  Pfaffsche  Gleichung  (73)  einen  linearen 
Complex  des  Raumes  x{-"Xn,  yi"-ynj  z'  darstellt.  Die  Gruppe  (72) 
würde  dann  als  die  projective  Gruppe  des  linearen  Complexes  (73) 
zu  bezeichnen  sein. 
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Kapitel   26. 

Allgemeines  über  die  Bestimmung  von  endlichen  contimiirlichen 
Berühmngstransformationsgruppen  des  Raumes  ^,  x^  -  •  -  Xn» 

Bisher  —  in  Kapiter23  und  ebenso  in  dem  vorstehenden  Kapitel 
—  haben  wir  bei  der  Bestimmung  von  Berührungstransformations- 
gruppen  des  Raumes  0^  x-^--- Xn  meistens  mit  den  Reihenentwickelungen 
der  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppen  gerechnet,  dagegen 
die  Reihenentwickelungen  der  zugehörigen  charakteristischen  Functionen 
mehr  blos  nebenbei  benutzt.  Dieses  Verfahren  ist  nicht  ganz  befrie- 
digend. Erstens  reichen  ja  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  in  der 
Reihenentwickelung  einer  infinitesimalen  Berührungstransformation 
keineswegs  hin,  diese  Transformation  als  eine  Berührungstransforma- 
tion zu  kennzeichnen,  es  muss  daher  jedes  Mal  noch  besonders  Rück- 
sicht darauf  genommen  werden,  dass  man  es  mit  infinitesimalen 
Berührungstransformationen  zu  thun  hat.  Zweitens  aber  ist  die 
charakteristische  Function  entschieden  die  naturgemässeste  analytische 
Darstellung  einer  infinitesimalen  Berührungstransformation  und  es  er- 
scheint daher  wünschenswerth  bei  solchen  Rechnungen,  wie  den  in 
Kap.  23  und  25  ausgeführten,  möglichst  nur  mit  den  charakteristischen 
Functionen  zu  arbeiten. 

Dieses  wünschenswerthe  Ziel  wird  erreichbar  sein,  sobald  es  mög- 
lich ist,  mit  den  Reihenentwickelungen  von  charakteristischen  Func- 
tionen ebenso  zu  rechnen,  wie  es  nach  Abschnitt  I,  Theorem  30,  S.  193 
möglich  ist,  mit  den  Reihenentwickelungen  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen zu  rechnen,  wenn  man  also  aus  den  Anfangsgliedern  in 
den  Reibenentwickelungen  zweier  charakteristischer  Functionen  U  und 
V  die  Anfangsglieder  in  der  Reihenentwickelung  der  charakteristischen 
Function   {  UV]   finden  kann. 

Wir  werden  jetzt  zunächst  zeigen,  dass  man  wirklich  in  dieser 
Art  mit  den  Reihenentwickelungen  von  charakteristischen  Functionen 
rechnen  kann,  vorausgesetzt,  dass  man  die  Glieder  der  betrefi'enden 
Reihenentwickelungen  in  geeigneter  Weise  anordnet.  Sodann  werden 
wir  unter  Benutzung  der  Rechnung  mit  charakteristischen  Functionen 
erstens  über  die  Bestimmung  von  Berührungstrausformationsgruppen 
des  Raumes  ^,  x^-  -  •  Xn  einige  allgemeine  Bemerkungen  machen  und 
zweitens  einen  wichtigen  Satz  ableiten,  welcher  die  Bestimmung  einer 
grossen  Anzahl  von  solchen  Gruppen  ausserordentlich  erleichtert. 

Zu  erwähnen  ist  schliesslich  noch,  dass  wir  die  im  vorigen  Kapitel 
angewandten  Bezeichnungen  auch  im  gegenwärtigen  beibehalten,   wir 
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wählen  demnach  als  Coordinaten  der  Elemente  des  Raumes  z,  x^---Xn 
die  Grössen:  ^,  x^  •  •  -  Xn,  2/i  '  *  *  2/«  ^^^  verstehen  demzufolge  unter 
einer  Berührungstransformation  des  Raumes  ^,  x^  -  -  ■  Xn  eiue  solche 
Transformation  in  den  Veränderlichen:  x^^  •  ■  ■  Xn,  2/i  '  *  '  2/«>  ^7  welche 
die  Pfaffsche  Gleichung: 

(1)  d0  —  y^dXi «/„  dxn  =  0 

invariant  lässt. 

§  123. 

Es  seien  U(Xj  y^  z)  und  V{x,  y,  z)  zwei  charakteristische  Functionen 
in  den  Veränderlichen  x.^-  -  -  Xn,  2/i  '  "  '  2/«>  ^  ^^^  zwar  U  und  V  beide 
gewöhnliche  Potenzreihen  der  x,  y,  z\  auf  diesen  Fall  können  wir  uns 
ja  nach  S.  462  beschränken.  Was  lässt  sich  aus  den  Anfangsgliedern 
der  Reihenentwickelungen  von  TJ  und  V  über  die  Anfangsglieder  in 
der  Reihenentwickelung  der  charakteristischen  Function 

dz     •         dz 
schliessen? 

Ordnen  wir  die  Reihenentwickelungen  von  U  und  V  in  der  ge- 
bräuchlichen Weise  nach  Potenzen  von  x,  y,  z^  indem  wir  mit  den 
Gliedern  von  niedrigster  Ordnung  in  den  x^  y^  z  beginnen  und  die 
Glieder  von  höherer  Ordnung  in  den  x,  y^  z  ihrer  Ordnung  nach 
folgen  lassen,  so  sind  die  Anfangsglieder,  also  die  Glieder  niedrigster 
Ordnung  von  [TJV]  zwar  im  Allgemeinen  durch  die  Anfangsglieder 
von  TJ  und  V  bestimmt,  es  treten  aber  doch,  wie  wir  auf  S.  463  f. 
gesehen  haben,  verschiedene  Ausnahmefälle  ein.  Wir  müssen  daher 
versuchen,  ob  wir  nicht  bei  einer  andern  Anordnung  der  Glieder  in 
den  Reihenentwickelungen  von  U  und  V  zu  einem  besseren  Ergeb- 
niss  gelangen.  Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  die  folgenden  Ueber- 
legungen  an: 

Bei  der  gebräuchlichen  Anordnung  einer  Potenzreihe  in  den  Xj  y^  z 
erscheint  die  Reihe  in  der  Form: 


'^^a^{x^ 


Vl-'-Vn,    ^), 


WO  ay,  eine  ganze  homogene  Function  x-ter  Ordnung  bezeichnet,  es 
werden  also  jedesmal  diejenigen  Glieder  der  Reihe  zusammengefasst, 
welche  bei  Ausführung  der  Operation: 
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mit  demselben  ganzzahligen  Faktor  reproducirt  werden.  Nun  aber 
kann  man  von  vornherein  erkennen,  dass  eine  derartige  Anordnung 
der  Potenzreihen  bei  den  Reihenentwickelungen  von  charakteristischen 
Functionen  unangebracht  ist.  Jede  charakteristische  Function  in  den 
Xj  y,  z  definirt  ja  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  des 
Raumes  z,  x^  ■  •  '  Xny  das  Operationssymbol  (2)  aber  stellt,  wie  die 
Tabelle  auf  S.  465  zeigt,  keine  infinitesimale  Berührungstransformation 
dar  und  besitzt  daher,  wenn  es  sich  um  Berührungstransformationen 
handelt,  nichts  ausgezeichnetes.    Hingegen  stellt  das  Operationssymbol: 

eine  infinitesimale  Berührungstransformation  des  Raumes  g,  x^  -  ■  •  Xn 
dar  und  zwar  eine  mit  der  charakteristischen  Function: 


(4)  ~  2.  +  §, 


Xiy 


1 1 


es  liegt  daher  nahe  zu  versuchen,  ob  man  nicht  einen  besseren  Erfolg 
hat,  wenn  man  die  Reihenentwickelungen  der  charakteristischen  Func- 
tionen derart  anordnet,  dass  man  jedes  Mal  diejenigen  Glieder  zu- 
sammenfasst,  welche  bei  der  Operation  Bf  mit  demselben  ganzzahligen 
Faktor  reproducirt  werden.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  das  wirklich 
der  Fall  ist. 

Wir  wollen  in  einer  gewöhnlichen  Potenzreihe  der  x,  y,  0  ein  Glied: 

1  n        ^1  '^n 

dann  als  ein  Glied  von  %-ter  Stufe  in  den  x,  «/?  ^  bezeichnen,  wenn 
es  bei  der  Operation  Bf  mit  der  ganzen  Zahl  %  als  Faktor  repro- 
ducirt wird,  wenn  also  die  ganzen  Zahlen  A^  •  •  •  A„,  ^i  •  •  •  ft«,  v  der 
Bedingung : 

'^l  + \-  ^n  +  i^i-\ +  ^n   +  2V  =  TC 

genügen.  Eine  ganze  Function  von  den  Xj  y,  s,  welche  nur  Glieder 
;c-ter  Stufe  enthält,  nennen  wir  eine  ganze  Function  von  %-ter  Stufe  in 
den  Xy  2/7  ^'  Auf  Grund  dieser  Definition  können  wir  jede  gewöhn- 
liche Potenzreihe  in  den  x^  y^  z  m  der  Form  darstellen: 

00 

^■gy.{x^   --Xn,    2/1   "-yny    z)  y 
0 

WO  gy.  eine  ganze  Function  von  z-ter  Stufe  in  den  x,  y,  z  bezeichnet. 
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Ferner  wollen  wir  sagen*):  „(?^e  charakteristische  Ftmction  ü(Xj  y^  z) 
ist  von  der  m-ten  Stufe  in  den  x,  y,  0^^,  sobald  ihre  Reihenentwicke- 
lung kein  Glied  von  nullter,  erster,  •••  (m—  l)-ter  Stufe  in  den  x,  y^  z 
enthält,  während  nicht  alle  Glieder  m-ter  Stufe  verschwinden.  Eine 
charakteristische  Function  von  der  m-ten  Stufe  in  den  x,  y,  0  werden 
wir  dann  folgendermassen  schreiben  können: 

9m(x,y,0)-\ , 

wo  gm  eine  nicht  verschwindende  ganze  Function  m-ter  Stufe  bezeich- 
net, während  die  weggelassenen  Glieder  alle  von  der  (m  -|-  l)-ten 
oder  von  höherer  Stufe  in  den  x,  y,  z  sind. 

Die  allgemeioe  Form  einer  charakteristischen  Function  von  der 
nullten  Stufe  in  den  a;,  y^  z  ist  daher: 

91  +  ..., 
die  Form  einer  Function  von  erster  Stufe  ist: 

n 
1 

jede  charakteristische  Function  von  zweiter  Stufe  in  den  x^  y,  z  hat 
die  Gestalt: 

l--n 

Z\  {^iy.^i^y.  +  ^xOOiy^  +  ^ixyiyx)  +  ^^  H , 

ix 

hier  bezeichnen  die  51,  ^,  (S,  ®  Constanten  und  die  weggelassenen 
Glieder  sind  immer  von  höherer  Stufe  in  den  x,  y,  z  als  die  ge- 
schriebenen. 

Man  kann  sich  die  Anordnung  der  Reihenentwickelung  einer  charak- 
teristischen Function  TJ{x^  y^  z)  nach  der  Stufenzahl  ihrer  Glieder  auch 
so  vorstellen,  dass  man  »sich  tf(x,  y^  z)  in  der  üblichen  Weise  als  eine 
Potenzreihe  von  x^^-'-Xn,  2/i " '  2/»  '^^^  V^  geschrieben  denkt,  wobei  natür- 
lich nur  gerade  Potenzen  von  Yz  auftreten. 

Wir  wenden  uns  jetzt  wieder  zur  Betrachtung  der  beiden  charak- 
teristischen Functionen:  U(x,  y,  z)  und  V(x,  y,  z)y  wollen  aber  jetzt 
voraussetzen,  dass  U  in  den  x,  y,  z  von  der  ;c-ten  Stufe  ist,  V  von 
der  m-ten  Stufe.     Es  soll  also  sein: 

ü=  a^(x,  y,  z)-i ,       F=  ßm{x,  y,  z)-i , 

wo  Ux  und  ß,n  ganze  Functionen  von  bezüglich  x-ter  und  m-ter  Stufe 


*)  Der  Begriff:  „charakteristische  Function  von  ?w-ter  Stufe  in  den  x^  y^ 
rührt  von  Lie  her.     Die  Benennung  „Stufe"  ist  von  Engel  vorgeschlagen. 
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in  den  x,  y,  z  sind  und  wo  die  weggelassenen  Glieder  jedes  Mal  von 
höherer  Stufe  sind,  als  die  geschriebenen. 

Bedenken  wir,  dass  jede  Differentiation  nach  einer  der  Veränder- 
lichen x^'  ■  '  yn,  y^-  '  '  yn  die  Stufenzahl  einer  charakteristischen  Func- 
tion um  eins  erniedrigt,  dass  dagegen  jede  Differentiation  nach  s  die 
Stufenzahl  um  zwei  erniedrigt,  beachten  wir  ausserdem,  dass  das  Pro- 
dukt zweier  charakteristischer  Functionen  von  /-ter  und  ^-ter  Stufe 
eine  solche  von  der  Stufe  l  +  p  liefert,  so  erkennen  wir  sofort,  dass 
die  charakteristische  Function    {  UV)    die  Form  hat: 

wo: 

«X  g^     -t-  Pm   ^^ 

eine  ganze  Function  von  der  (% -\-  m  —  2)-ten  Stufe  ist,  und  wo  die 
weggelassenen  Glieder  in  den  x,  y,  z  von  (x  +  m—  l)-ter  und 
höherer  Stufe  sind. 

Damit  haben  wir  das 

Theorem  85.  Sind  U(x^--x,,  y,-'-yn,  0)  und  V(x^-'-Xn,  y^-yn,  0) 
die  charaht  er  istischen  Functionen  zweier  infinitesimaler  Be- 
rührungstransformationen des  Raumes  z,  x^-  -  ■  x^  und  heginnen 
die  Eeihenentwiclzelungcn  von  ü  und  V  nach  Potenzen  der  x,  y,  z 
mit  Gliedern  von  bezüglich  %-ter  und  m-ter  Stufe  in  den  x,  y,  z, 
so  enthält  die  Beihenentwiclielung  der  charahter istischen  Func- 
tion {  UV]  nur  Glieder  von  {%  +  m  —  2)^ter  und  höherer  Stufe 
in  den  x,  y,  z.  Die  in  [  UV)  auftretenden  Glieder  {n  +  m  —  2)-ter 
Stufe  sind  durch  die  Glieder  %-ter  Stufe  von  U  und  durch  die 
Glieder  m-ter  Stufe  von  V  vollständig  hestimmt.  Ist  insbeson- 
dere die  Summe  k  +  m  —  2  negativ^  so  beginnt  die  Beihenent- 
wicJcelung  von   [UV]   mit  Gliedern  nullter  oder  höherer  Stufe. 

Wir  müssen  jetzt  noch  untersuchen,  wie  sich  die  Stufenzahl  einer 
charakteristischen  Function  verhält,  wenn  man  an  Stelle  der  x,  y,  z 
durch  eine  Berührungstransformation  des  Raumes  z^  x^-  •  -  Xn  neue 
Veränderliche  einführt. 

Es  sei  Af  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  des  Raumes 
z^  x^'  ■  '  Xn  und   J]{Xy  y,  z)  sei  die  zugehörige  charakteristische  Func- 
tion.    Führen  wir  auf  Af  eine  endliche  Berührungstransformation: 
(5)  £,  =  E,(a;,  y,  z),     l),  =  H^(x,  y,  z),     3  =  Z{x,  y,  z) 

(«•  =  1  •  •  •  w) 
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des  Raumes  ^,  x^  •  *  -  Xn  aus,  so  erhalten  wir  eine  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation %f  des  Raumes  §,  £i  •••£«,  deren  charakteri- 
stische Function  U(j,  t),  §)  zu    U{x,  y,  z)  in  der  Beziehung  steht: 

(6)  U(e,  t),  s)  =  ^(o;,  2/,  ^)  •  ^(^;  2/,  ^), 
wo  die  Function  q{x,  y^  z)  aus  der  Identität: 

n  /  n  \ 

(7)  dZ  —  ^  Hid£i  =  Qldz  —  ^^  yidxi  \ 

zu  entnehmen  ist  (s.  Theorem  45^  S.  276). 

Um  den  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  charakteristischen 
Functionen  lJ{Xy  «/,  z)  und  U(j,  t),  §)  bequemer  ausdrücken  zu  können, 
wollen  wir  in  Zukunft  sagen*),  dass  die  cJiaraJäeristische  Function 
U(Xj  y,  z)  hei  Ausführung  der  Berührungstransformation  (5)  in  die 
charakteristische  Function  U(5,  ^,  §)  übergeht  oder  dass  die  Berührungs- 
transformation (5)  die  erste  charakteristische  Function  in  die  zweite  über- 
führt. Auf  diese  Weise  haben  wir  den  Vortheil,  dass  wir  von  den 
infinitesimalen  Berührungstransformationen,  welche  zu  unsern  beiden 
charakteristischen  Functionen  gehören,  gar  nicht  mehr  zu  sprechen 
brauchen.  Missverständnisse  sind  auch  nicht  zu  befürchten,  wenn  man 
nur  sich  immer  vergegenwärtigt,  dass  man  die  neue  charakteristische 
Function  U(j,  ^,  g)  findet,  sobald  man  in  den  Ausdruck:  Q{Xy  y,  z)  , 
U(Xy  2/;  ^)  vermöge  der  Berührungstransformation  (5)  die  neuen  Ver- 
änderlichen J;  ^;  5  einführt. 

Die  charakteristische  Function  ü{Xy  y,  z)  verhalte  sich  nun  ins- 
besondere in  der  Umgebung  des  Werthsystems:  x-,  =  yi  =  z  =  0 
regulär  und  sei  von  der  x-ten  Stufe  in  den  x^  y,  z,  sie  habe  also 
die  Form: 

Uix,  y,  z)  ==  ay.{x,  y,  z)  -] , 

wo  Uy.  eine  nicht  identisch  verschwindende  ganze  Function  von  ;c-ter 
Stufe  in  den  x,  y^  z  bezeichnet,  während  die  weggelassenen  Glieder 
von  höherer  als  der  z-ten  Stufe  sind.  In  der  Berührungstransfor- 
mation (5)  andrerseits  mögen  die  Z,-,  Hj,  Z  gewöhnliche  Potenzreihen 
der  Xj  y,  z  sein  und  iür  Xr  =  yv  =  z  =  0  verschwinden  und  es  mögen 
sich  auch  umgekehrt  die  x,  ?/,  z  als  gewöhnliche,  für  £v  =  ^^  =  ä  =  ^ 
verschwindende  Potenzreihen  der  £;  t),  §  darstellen  lassen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  führt  die  Berührungstransformation 
(5)  die  charakteristische  Function  U{x,  y,  z)  in  eine  charakteristische 
Function  U(£,  5,  l)  über,  welche  sich  in  der  Umgebung  von  £/  =  t),;  =  5  =  0 

*)  Nach  einem  Vorschlage  von  Engel. 
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regulär  verhält  (vgl.  S.  462)  und  welche  durch  die  Gleichung  (6)  de- 
finirt  ist.  Wir  werden  untersuchen,  von  welcher  Stufe  U(£,  t),  j)  ist, 
und  werden  zeigen,  wie  man  die  Gheder  niedrigster  Stufe  von  U(£,  \),  j) 
aus  den  Gliedern  niedrigster  Stufe  von   ü{Xj  y,  z)  finden  kann. 

Die  Berührungstransformation  (5)  hat  bei  den  gemachten  An- 
nahmen jedenfalls  die  folgende  Form: 

n 

1 

n 

1 

ä  =  ^(^x,  +  S8,2/,.)  +  S«  +  •  ■  ■ 

1 

(i  =  1  .  .  .  n) , 

Hier  sind  auf  den  rechten  Seiten  alle  Glieder  weggelassen,  welche  in 
den  x^  y,  z  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  sind.  Von  selbst 
versteht  es  sich,  dass  die  nach  den  x^  y^  z  genommene  Functional- 
determinante  der  Glieder  erster  Ordnung  auf  den  rechten  Seiten  von 
(5')  nicht  verschwindet,  denn  nur  wenn  sie  nicht  verschwindet,  lassen 
sich  auch  umgekehrt  die  x^  y,  z  als  gewöhnliche  Potenzreihen  der 
jc,  ^,  §  darstellen. 

Setzen  wir  die  unter  (5')  angegebenen  Ausdrücke  für  die  Ej, 
Hf,  Z  in  die  Identität  (7)  ein,  berücksichtigen  wir  ausserdem,  dass  ^ 
jedenfalls  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  der  ic,  ^,  z  ist  und  daher  die 
Form  hat:  ^{x,  y^  '^)  =  9o  +  '  *  *  ?  vergleichen  wir  endlich  auf  beiden 
Seiten  von  (7)  die  Glieder  von  nullter  Ordnung  in  den  x^  ?/,  z^  so 
finden  wir,  dass  alle  %y  und  S^v  verschwinden  und  dass  ^^  ==  (S  ist. 
Mit  andern  Worten:  die  Reihenentwickelung  für  §  enthält  nur  Glieder 
von  zweiter  und  höherer  Stufe  in  den  x^  y^  z.  Demnach  hat  unsre 
Berührungstransformation  (5)  die  Gestalt: 

n 

li  =  ^  {(XiyXv  +  hvyv^  +  . . . 

1 

n 

(5")  I  t),-    =    ^i  {p^iyXy    +    b,>2/r)    H 

1 

j  ==  e^  +  ^  {p^^x^,x^  +  B^,,x^yy  +  d'^.ry^.yr)  H 
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wo  nunmehr  auf  der  rechten  Seite  blos  die  Glieder  von  niedrigster 
Stufe  in  den  x,  y,  z  geschrieben  sind.  Die  Constante  ©  muss  natür- 
lich von  Null  verschieden  sein,  ebenso  die  aus  den  (2?^)^  Grössen 
«ü,  ^hv,  a,,,,  b/,  gebildete  2 w -reihige  Determinante. 

Denkt  man  sich  die  Gleichungen  (5")  nach  den  x,  y,  z  aufgelöst, 
so  bekommt  man  augenscheinlich  Gleichungen  von  der  Form: 

n 
1 

1 

^  ==^  ©5  +  ^  W.?^£-  +  <ni,%  +  ^;.  t),.t),)  + . . . 


(5-) 


(/=i 


wo  auf  den  rechten  Seiten  nur  die  Glieder  von  niedrigster  Stufe  in 
den  l,\),l  angegeben  sind.  Die  a^^  K  -  -  •  ^i^v  sind  hier,  wie  man 
leicht  sieht,  durch  die  «/,,,  hi,  •  •  •  '^^, ,  ^  vollständig  bestimmt  und 
werden  erhalten,  wenn  man  die  aus  (5")  entstehenden  verkürzten 
Tran  sf or  mation  sgleich  ungen : 

n 

li  =  ^  (aiyXr  +  hny,) 
1 

n 

(8)  ^  t)/  =  ^(a,-,a;.  +  b,,,2/,) 

1 

l--n 

5  =  (^^  +  2  {d^,yX^,Xy  -\-  SuvXuyy  +  ^,ny,uyv) 

jUV 

nach  den  x,  y,  z  auflöst. 

Aus  der  Gleichung  (6)  erhalten  wir  nunmehr: 

U(5,  ^,  g)  =  ((^  +  .  .  .)  (a,(x,  2/;  ^)  +  •  •  •) 
oder,  wenn  wir  auf  der  rechten  Seite  ausmultipliciren : 

wo  alle  weggelassenen  Glieder  in  den  x,  y,  z  von  höherer  Stufe  sind 
als  der  ;c-ten.  Wir  haben  schliesslich  noch  die  x,  «/,  z  vermöge  (5'") 
durch  die  y,  t),  §  auszudrücken,  und  bekommen: 

wo  Uy,  eine  ganze  Function  von  5c-ter  Stufe  in  den  £,  ^,  g  bezeichnet, 


Berührungstran sformationsgruppen  des  Raumes  s,  x    -  -  -  x^,  531 

während  die  weggelassenen  Glieder  von  höherer  Stufe  sind.  Die  ganze 
Function  ccy.(jc,  t),  5)  finden  wir  augenscheinlich,  wenn  wir  die  5,  t),  § 
vermöge  der  verkürzten  Transformation  (8)  in  die  ganze  Function: 
^.ay.(x,  y,  z)  einführen.  Hierin  liegt,  dass  ä^  nicht  identisch  ver- 
schwindet. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  erwähnen,  dass  die  verkürzte  Trans- 
formation (8)  ihrerseits  eine  Berührungstransformation  des  Raumes 
Sy  x^'  '  ■  Xn  ist.  Setzen  wir  nämlich  die  aus  (5")  folgenden  Werthe 
der  =.iy  Hj,  Z  in  die  Identität  (7)  ein  und  berücksichtigen  wir,  dass 
auf  beiden  Seiten  die  Glieder  von  erster  Stufe  in  den  x,  y,  z  überein- 
stimmen müssen,  so  ergeben  sich  gewisse  Relationen  für  die  Glieder 
erster  Stufe  in  der  Reihenentwickelung  von  q{x^  y^  z),  ausserdem  aber 
erkennen  wir^  dass  vermöge  der  Gleichungen  (8)  eine  Relation  von 
der  Form: 

n  /  n  \ 

(9)  dl  - ^i t^tdii  =  ^Uz-^i y,dx,  \ 

besteht.  Demnach  stellen  die  Gleichungen  (8)  wirklich  eine  Be- 
rührungstransformation des  Raumes  ^,  x^  -  •  ■  Xn  dar. 

Durch  die  vorstehenden  Üeberlegungen  ist  bewiesen,  dass  jede 
charakteristische  Function  ü(x,  y,  0),  welche  in  den  x,  y,  z  von  der 
;c-ten  Stufe  ist,  bei  jeder  Berührungstransformation  (5j  von  der  auf 
S.  528  definirten  Beschaffenheit  in  eine  charakteristische  Function 
^(?;  ^1  i)  übergeht,  welche  ihrerseits  in  den  £7  ^;  §  von  der  ;(-ten 
Stufe  ist. 

Auch  die  Glieder  von  x-ter  Stufe  in  der  Function  U(5,  ^,  §) 
lassen  sich  in  sehr  einfacher  Weise  definiren.  Denkt  man  sich 
nämlich  aus  TJ{x^  y,  z)  alle  Glieder  von  (sc  +  1)  -  ter  und  höherer 
Stufe  in  den  x^  y^  z  weg  und  aus  U(j,  ^,  §)  alle  Glieder  von 
{v,  +  l)-ter  und  höherer  Stufe  in  den  J^  ^;  §,  so  erhält  man  zwei 
verkürzte  charakteristische  Functionen:  ay,{x^  y,  z)  und  a;i(g,  t),  g), 
welche  beide  ganze  Functionen  von  %-ter  Stufe  in  ihren  Argumenten 
sind.  Man  erhält  nun  die  verkürzte  charakteristische  Function 
äx(£,  t),  §),  indem  man  auf  die  verkürzte  charakteristische  Function 
^y.i^i  2/j  ^)  <ii®  verkürzte  Berührungstransformation  (8)  ausführt;  diese 
verkürzte  Berührungstransformation  (8)  aber  entsteht  dadurch,  dass 
man  in  den  Gleichungen  (5)  aus  den  E^,  H^  alle  Glieder  von  zweiter 
und  höherer  Stufe  in  den  x^  y^  z  weglässt  und  aus  Z  alle  Glieder 
von  dritter  und  höherer  Stufe. 

Zn  jeder  Berührimgstransformation  (5)  von  der  auf  S.  528  definirten 
Beschaffenheit    gehört    eine    verkürzte    Berührungstransformation    von    der 
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Form  (8)  und  umgekehrt  kann  man  sich  jede  Berührungstransformation 
von  der  Form  (8)  aus  einer  Berührungstransformation  (5)  durch  Ver- 
kürzung entstanden  denken.  Will  man  daher  wissen,  wie  die  Glieder 
niedrigster  Stufe  einer  charakteristischen  Function  U{x,  y,  z)  bei  der 
allgemeinsten  Berührungstransformation  (5)  von  der  auf  S.  528  definirten 
Beschaffenheit  transformirt  werden,  so  braucht  man  nur  zu  untersuchen 
wie  diese  Glieder  niedrigster  Stufe  sich  bei  der  allgemeinsten  Berührungs- 
transformation von  der  Form  (8)  verhalten. 

Der  Inbegriff  aller  Berührungstransformationen  von  der  Form  (8) 
bildet  augenscheinlich  eine  gewisse  Gruppe  F.  Diese  Gruppe  F  braucht 
allerdings  nicht  continuirlich  zu  sein,  sie  enthält  aber  jedenfalls  (s.  Ab- 
schnitt I,  Kap,  18)  eine  continuirliche  Untergruppe  y,  welche  von  infini- 
tesimalen Berührungstransformationen  erzeugt  ist.  Man  sieht  leicht,  dass  y 
gerade  *^(2w  +  1)  +  1  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von 
der  Form: 


(10) 


n 


(/,  x  =  l  .  .  .  n) 

enthält,  dass  es  also  (>^(2«  +  l)  + l)-gliedrig  ist.  Die  charakteristischen 
Functionen,  welche  zu  den  infinitesimalen  Berührungstransformationen  (lO) 
gehören,  sind  sämmtlich  von  der  zweiten  Stufe  in  den  x,  ?/,  z  und  lauten, 
wenn  vom  Vorzeichen  und  von  Zahlenfaktoren  abgesehen  wird,  folgender- 
massen: 


(11) 


n 

XiXy,,    Xiyy.^    yiy^^    ^  ■—  ^  ^  a^, 


1 

(i.  x=^l  •  ■  ■  n) 


Es  mag  dahingestellt  bleiben,  ob  die  continuirliche  Gruppe  y,  welche 
von  den  infinitesimalen  Transformationen  (lO)  erzeugt  wird,  mit  der  vorhin 
definirten  Gruppe  F  zusammenfällt  oder  nicht. 

Hat  eine  charakteristische  Function  U{x^  «/,  z)  in  den  ic,  «/,  z  die 
Stufemahl  m,  so  ist  die  Orärnrngszahl  der  zugehörigen  infinitesimalen 
Berührungstransformation : 

(A)  ^< (l.(^,  ?/,  ^)|^  +  *(^,  y,  *)^)  +  iix,  y,  .)g 

höchstens  gleich  m,  das  sieht  man  den  Ausdrücken: 

^  du  du  du       .  TT    X     ^      dU 

der  ^,  i?,  ^  unmittelbar  au.  Auf  der  andern  Seite  gehört  zu  jeder  infini- 
tesimalen Berührungstransformation  (A),  welche  in  den  a^,  y,  z  von  der 
w-ten  Ordnung  ist,  eine  charakteristische  Function: 
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1 

deren  Stufemsihl  in  den  x^  y,  s  mindestens  den  Werth  m  und  höchstens 
den  Werth  2m  +  1  besitzt. 

Insbesondere  ergiebt  sich,  dass  eine  infinitesimale  Berührungstrans- 
formation  (A)  in  den  x,  y,  z  dann  und  nur  dann  von  der  ersten  oder  von 
höherer  Ordnung  ist,  wenn  sie  eine  charakteristische  Function  von  zweiter 
oder  höherer  Stufe  besitzt.     Also  können  wir  sagen: 

Soll  eine  infinitesimale  Berührungstransformation  des  Baumes  s,  x^-'-Xn 
als  infinitesimale  BunUtransformation  des  Baumes  x^'-'Xn^  2/i'"2/m5  ^  ^^^f' 
gefasst  den  BunJct  Xi  =  yi  =  z  =  0  invariant  lassen,  so  ist  nothivendig  und 
hinreichend^  dass  ihre  charakteristische  Function  in  den  x,  «/,  z  von  ziveit&r 
oder  höherer  Stufe  ist. 

Nach  S.  466  ordnet  die  Pfaffsche  Gleichung: 


^iyjdXj 


0 


dem  Punkte  Xi  =  y^  =  z  =  0  des  Raumes  x^-'-Xn,  y^-'-yn,  &  ein  ebenes 
Bündel  von  oo'^"^"^  Richtungen  zu,  welches  durch  die  Gleichung:  ^' =  0 
dargestellt  wird,  wofern  man  ^/ •  •  •  Xn,  yi  '  "  yn,  s'  als  homogene  Coor- 
dinaten  der  oo^«  durch  den  Punkt:  Xi  =  y^  =  s  =  0  gehenden  Richtungen 
auffasst.  Jede  infinitesimale  Berühruugstransformation  des  Raumes  ^,  x^"-Xn, 
welche  als  infinitesimale  Punkttransformation  des  Raumes  Xi^  y,:,  s  den  Punkt: 
a;.  =  2/i=  ^  =  0  festhält,  lässt  natürlich  auch  das  ihm  zugeordnete  Bündel: 
z'  =  0  stehen,  transformirt  aber  im  Allgemeinen  die  einzelnen  Richtungen: 
x^-"Xn,\  y^'--yn  dieses  Bündels;  wir  wollen  näher  untersuchen,  in  welcher 
Weise  sie  die  betreffenden  Richtungen  transformirt. 

Zu  einer  charakteristischen  Function  U{x^  y-,  z)>  welche  in  den  x^  y,  z 
von  der  vierten  oder  von  höherer  Stufe  ist,  gehört  eine  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation von  mindestens  zweiter  Ordnung  in  den  a?,  v/,  z\ 
diese  Transformation  lässt  als  infinitesimale  Punkttransformation  des  Raumes 
Xi,  yi,  z  aufgefasst  jede  einzelne  Richtung  x^-"Xn^  yi'--yni  ^'  und  dem- 
nach auch  jede  einzelne  Richtung  des  Bündels:  ^'  =  0  invariant  (vgl.  S.  469). 

Ist  die  charakteristische  Function  JJix,  y,  z^  von  der  dritten  Stufe 
in  den  x,  y,  z,  so  hat  sie  die  Form: 


7* 

^i{aiXiZ  +  ßiyiz)  +  ^^^\x,  y)  + 


wo  ip^^^  eine  ganze  homogene  Function  dritter  Ordnung  von  x^  -  -  ■  Xn, 
2/i  •  •  •  yn  bezeichnet  und  wo  die  weggelassenen  Glieder  in  den  x,  y^  z  von 
der  vierten  und  von  höherer  Stufe  sind;  die  zugehörige  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation lautet  daher  bei  Weglassung  aller  Glieder  von 
zweiter  und  höherer  Ordnung: 


n  n 

^iaizqi  +    "y^ißiZpi  +  ' 


1  1 
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Eine  infinitesimale  Transformation  von  dieser  Form  lässt  aber  nach  S.  469 
ebenfalls  jede  einzelne  Richtung  des  Bündels:  0' =  0  stehen. 

Endlich  sei  die  charakteristische  Function   U{x^  ?/,  z)  von  der  zweiten 
Stufe  in  den  x^  y,  z^  sie  habe  also  die  Form: 

TJ{^.  y,  ^)=9^'\x,  2/,  ^)  +  ---, 

wo  ^(2>  eine  ganze  Function  von  zweiter  Stufe  bezeichnet,  während  die 
weggelassenen  Glieder  von  höherer  Stufe  sind.  In  diesem  Falle  trans- 
formirt  die  zu  TJ  gehörige  infinitesimale  Berührungstransformation  die 
Kichtungen  des  Bündels:  z' =  0  offenbar  genau  so,  wie  die  infinitesimale 
Berührungstransformation  mit  der  nachstehenden  charakteristischen  Function: 

U(aj,  2/,  s)  =9^^\x,  y,  z), 

welche  aus  U  durch  Weglassung  aller  Glieder  von  höherer  als  der  zweiten 
Stufe  entsteht. 

Die  charakteristische  Function  Vi(x^  y^  z)  ist  eine  ganze  Function  von 
zweiter  Stufe,  sie  lässt  sich  also  aus  den  n(2n  -{-  l)  -\-  1  Functionen: 


(11) 


XiXy,^     Xiy^^     yiyy.j     z 


(i  ,  y.=l 


■n 

-^2 


Xry, 


n) 


linear  ableiten;  hieraus  ergiebt  sich  wiederum,  dass  die  infinitesimale  Be- 
rührungstransformation mit  der  charakteristischen  Function  U(^,  y^  z)  der 
{n(^2n  -f-  1)  "t"  l)"gliedrigen  Berührungstransformationsgruppe: 

XiQy.  +  Xy.q;  +  XiXxr^    XiP^  —  yyQi,    yiPy.  +  yy.Pi  +  yiyyV 


(10) 


(/,  y- 


angehört.  Endlich  wissen  wir  von  früher  her  (s.  S.  466  ff.),  dass  die  oo^«— 1 
Richtungen  x{  -  •  •  Xn\  y^  '  '  •  Vn  des  Bündels:  ^'==0  bei  den  infinitesi- 
malen Berührungstransformationen  (lO)  durch  gewisse  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Gestalt: 


(10') 


x'iQy.  +  Xy.ql,     xlpy  —  yjql,     ylpy  +  y^pi 

n  n 

^  y^rPv  +  2  yvqv 


{i,  y  =  l-  •  .n) 


transformirt    werden,    welche    ihrerseits    eine    (n(2n  -^  1)  -{-  l)-gliedrige 
Gruppe  in  den  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xn  ^  y-i  '  •  '  yn    erzeugen. 

Ist  also  eine  charäkterisHscIie  Function  U(x,  y^  z)  in  den  x,  y^  z  von 
der  dritten  oder  von  höherer  Stufe,  so  lässt  die  zu  ihr  gehörige  infinitesimale 
Berührungstransformation  alle  cx)^'*— ^  Richtungen:  x/ •  '  -  Xn\  y^  •  '  •  yn  des 
Bündels:  z'  =  0  stehen;  ist  dagegen  die  charakteristische  Function  von  der 
zweiten  Stufe  in  den  x^  y^  z^  so  transformirt  die  zugehörige  infinitesimale 
Berührungstransformaüon  die  Bichtungen  des  Bündels:  ^'  =  0  durch  eine 
in  der  Gruppe  (10')  enthaltene  infinitesimale  Transformation,  welche  durch 
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die  Glieder  mveiier  Stufe  in  der  betreffenden  charakteristischen  Function  voll- 
ständig hestimmt  ist. 

Nicht  unerwähni  bleiben  darf  der  Umstand,  dass  die  Functionen  von 
der  Form: 

n 
1 

die  einzigen  charakteristischen  Functionen  von  zweiter  Stufe  sind,  deren 
zugehörige  infinitesimale  Berührungstransformationen  jede  einzelne  Richtung 
des  Bündels:  /  =  0  festhalten. 

Man  kann  den  Begriff  „charakteristische  Function  von  m-iex  Stufe" 
auch  auf  solche  charakteristische  Functionen  übertragen,  welche  gewöhn- 
liche Potenzreihen  von  x^  — x^^ ,- "  Xn~  Xn^ ,  2/i  —  2/i^r  *  *  Vn  —  Vn,  ^_—  ^^ 
sind.  Zu  diesem  Zwecke  braucht  man  sich  nur  die  betreffenden  Functionen 
nach  Potenzen  der  2n  -\-  1  Grössen: 

«,-^,",     2/. -2/,",     .--/-^2/,«fe.-x.«) 

1 
{i  =  \.  .  -n) 

entwickelt  zu  denken  und  jedes  Glied  von  der  Form: 

als  ein  Glied  von  der  Stufe:  2;(of;  +  |3/)  +  2y  in  den  Xi  —  x[^,  Vi  —  yP, 
g^gO_  Zy^^iXy  —  x^^)  zu  bezeichnen.  Dann  erhält  man  ein  dem  Theoreme  85, 
S.  527  analoges  Theorem,  denn  setzt  man: 

n 

Xi  —  xp  =  Xi,     Vi  —  yP  =  Vi,     ^  -  ^0  -  ^^yv\^v  -  a^r^)  =  ^, 

1 

und  versteht  man  unter  U  und  V  gewöhnliche  Potenzreihen  der  x,  y,  ^, 
so  wird  augenscheinlich: 

dz  oz 

Wir  werden  jedoch  von  dieser  allgemeineren  Auffassung  des  Stufen- 
begriffs keinen  Gebrauch  machen. 

§  124. 
Sind:   U^{x,  y,  2)  • --  Um{x,  y,  z)  charakteristische  Functionen  und 
q  •  •  •  Cm   irgend    welche  Constanten,   so   wollen   wir   sagen,   dass  die 
charakteristische  Function: 
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^1  •    'üi{x,    y,    Z)^ \-  Cm.   TJm{x,    y,   Z) 

aus  den  Functionen:  TJ^-  -  Um  linear  abgeleitet  ist;  es  entspricht  das 
der  Redeweise,  welche  wir  in  Abschnitt  I  auf  S.  61  für  infinitesimale 
Transformationen  eingeführt  haben.  Ferner  erinnern  wir  noch  einmal 
daran,  dass  wir  unter  der  Combination  zweier  charakteristischer 
Functionen  ü  und  V  die  Bildung  der  charakteristischen  Function: 
{TJV\  verstehen. 

Endlich  muss  erwähnt  werden,  dass  für  drei  beliebige  charakteri- 
stische Functionen:  ü{Xj  y,  z),  V{x,  y,  ^),  W{x,  y,  z)  stets  die 
Gleichung: 

(12)        {{uv]w}  +  {{vw}u}  +  {{wü]r]^o 

identisch  erfüllt  ist. 

Sind  nämlich  Äf,  Bf  und  Cf  die  drei  infinitesimalen  Berührungs- 
transformationen mit  den  charakteristischen  Functionen:  Z7,  F,  W 
und  setzen  wir: 

ÄBf—  BAf^  {AB),    u,  s.  w., 

so  besteht,  wie  wir  wissen,  die  Identität: 

{{AB)C)  +  {iBC)A)  +  {iPA)B')  =  0, 

Nun  aber  ist  die  linke  Seite  dieser  Identität  das  Symbol  einer  infini- 
tesimalen Berührungstransformation,  deren  charakteristische  Function 
nach  Theorem  44,  S.  275  durch  die  linke  Seite  der  Gleichung  (12) 
dargestellt  wird,  andrerseits  ist  die  charakteristische  Function  einer 
infinitesimalen  Berührungstransformation,  deren  Symbol  identisch  ver- 
schwindet, selbst  identisch  Null  (s.  S.  255),  also  ist  die  Gleichung  (12) 
eine  Identität. 

Sind  U,  V  und  W  alle  von  z  frei,  so  fällt  die  Identität  (12) 
ofi'enbar  mit  der  Jacöbi^ohexi  Identität  (s.  S.  171)  zusammen. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  wenden  wir  uns  zur  Untersuchung 
der  endlichen  continuirlichen  Berührungstransformationsgruppen  des 
Raumes  s,  Xj^-  >  •  x„. 

Sollen  r  charakteristische  Functionen:  ü^ix,  y,  z)  ■  ■  -  ür{x,  y,  z) 
eine  r-gliedrige  Berührungstransformationsgruppe  des  Raumes  ZyX^"-Xn 
bestimmen,  sollen  also  die  zugehörigen  infinitesimalen  Berührungs- 
transformationen eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  so  ist  nach 
Theorem  53,  S.  321  nothwendig  und  hinreichend,  dass  erstens  keine 
der  Functionen  ü^-*  -  Ur  sich  aus  den  übrigen  linear  ableiten  lässt 
und  dass  zweitens  Relationen  von  der  Form: 
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r 

(13)  [TJiTJ,\=-^Ci,,Vr  0-,.  =  l...r) 

1 

bestehen.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  nennen  wir  die  durch 
ü^  '  '  ■  ür  bestimmte  r  -  gliedrige  Berührungstransformationsgruppe 
einfach  die  Gruppe:   ü^  -  ■  -  ür  (s.  S.  321). 

Bestimmen  U^  •  --  ür  in  dem  angegebenen  Sinne  eine  r-gliedrige 
Berührungstransformationsgruppe,  so  stellt  der  Ausdruck: 

^1  ^1  H [-  erür 

mit  den  r  willkürlichen  Parametern  e^  -  -  -  er  offenbar  die  allgemeinste 
in  dieser  Gruppe  enthaltene  charakteristische  Function  dar;  sind 
andrerseits  V  und  W  irgend  zwei  charakteristische  Functionen  der 
betreffenden  Gruppe,  so  gehört  stets  auch  die  durch  Combination 
von  V  und  W  entstehende  charakteristische  Function  {F'Pr}  der 
Gruppe  an. 

Es  sei:  üi{x,  y,  s)  -  -  -  ür{x,  y,  z)  irgend  eine  r- gliedrige  Be- 
pührungstransformationsgruppe  des  Raumes  ^,  x^-  -  -  x^t.  Führen  wir 
nun  an  Stelle  der  x,  y,  z  neue  Veränderliche  x\  y\  z  ein  vermöge 
einer  beliebigen  Berührungstransformation: 

xl  =  (t>i{x,  y,  ^),     y/  =  V,-(^,  y,  0),     z'  =  y.(x,  y,  s) 

(i  =  1  •  •  .  n) 

des  Raumes  3,  x^-'-Xn,  so  gehen  die  r  charakteristischen  Functionen: 
üi(x,y,  0)--'ür(x^y,  0)  in  gewisse  neue  charakteristische  Functionen: 
Vi(x\  y',  ^')  •  •  •  Vr{x,  y\  b')  über  und  zwar  gelten  die  Gleichungen: 

(14)  V.,ix\  y\  0)  =  q{x,  y,  0)  .  ü^x,  y,  0)         (y-^i-r)^ 
wo  die  Function  q(Xj  y,  d)  aus  der  Identität: 

^X  —  ^  ^,d(^i  =  Q(d3—  ^i  y^dxA 

zu  entnehmen  ist.  Zu  gleicher  Zeit  verwandelt  sich  die  charakteristische 
Function: 

dU^  du. 

augenscheinlich  in  die  charakteristische  Function: 


dz  dz 
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es  wird  also: 

oder  wegen  der  Relationen  (13)  und  (14): 
(^:^^1.V.=^'C.-F,(x',  2/',  /) 


(t,  x  = 


Demnach  sind  die  Relationen  (13)  von  der  Wahl  der  Veränder- 
lichen unabhängig,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  man  nur  solche 
Variabeinänderungen  zulässt,  welche  Berührungstransformationen  des 
Raumes  ^,  x^  -  •  -  Xn  sind. 

Wir  denken  uns  jetzt  die  charakteristischen  Functionen  der  Gruppe 
Ui  '  '  '  ür  nach  Potenzen  von  Xi  —  Xi^ ,  yt  —  yP,  z  —  s^  entwickelt, 
unter  xP ,  yP ,  z^  ein  Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  verstanden 
(s.  Abschnitt  I,  S.  203)  und  zwar  ein  solches,  für  das  nicht  alle  r 
Functionen  TJ^(x,  y.z)"-  TJr{x,  y,  z)  verschwinden.  Der  Einfachheit 
wegen  wollen  wir  aber  wie  auf  S.  462  die  Veränderlichen  vermittelst 
einer  geeigneten  Berührungstransformation  von  vornherein  so  wählen, 
dass  die  Grössen  ^/^,  y^ ^  z^  sämmtlich  gleich  Null  werden. 

Im  Folgenden  setzen  ivir  daher,  sobald  wir  von  Beruhnmgstrans- 
formationsgnippen  im  Allgemeinen  reden,  immer  voraus,  dass  die  charak- 
teristischen Functionen  der  betreffenden  Gruppen  gewöhnliche  Potenzreihen 
der  X,  y,  z  sind  und  für  Xi  =  yi  =  z  =  0  nicht  alle  verschwinden;  unter 
ooi  =  yi  ==  z  ==  0  verstehen  ivir  dabei  jedes  Mal  ein  Werthsystem  von 
allgemeiner  Lage. 

Da  die  charakteristischen  Functionen  der  Gruppe  üi"'  Ür  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  für:  Xi  =  y^  =  z  =  0  nicht  alle  ver- 
schwinden, so  enthält  unsre  Gruppe  jedenfalls  eine  charakteristische 
Function,  welche  in  den  x,  y,  z  von  nullter  Stufe  ist  und  die  Form 
besitzt: 

i  +  .-., 

wo  die  weggelassenen  Glieder  in  den  x,  y,  z  von  der  ersten  oder  von 
höherer  Stufe  sind. 

Andrerseits  gehört  zu  der  Gruppe:  U^'-Ur  eine  endliche  positive 
ganze  Zahl  s  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  Gruppe  zwar 
charakteristische  Functionen  von  .s-ter  Stufe  in  den  x,  y^  z  enthält, 
dagegen  keine  charakteristische  Function  von  (s  -|-  1)  -  ter  oder 
höherer  Stufe. 

In  der  That,  die  Gruppe  U^  •  -  -  Ur  ist  endlich,  es  giebt  daher 
nach  Abschnitt  I,  Theorem  29,  S.  192  eine  endliche  positive  Zahl  ,s' 
von   solcher  BeschafPenheit,   dass   die   Gruppe   in   der  Umgebung  von 
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^/  =  yi  =  3  ='  0  keine  infinitesimale  Transformation  enthält,  deren 
Reihenentwickelung  nach  den  x,  y,  z  mit  Gliedern  von  höherer  als 
der  s'-ten  Ordnung  beginnt.  Nun  gehört  zu  jeder  infinitesimalen 
Berührungstransformation,  deren  Reihenentwickelung  nach  den  Xj  y^  z 
mit  Gliedern  ?-ter  Ordnung  beginnt,  eine  charakteristische  Function 
von  höchstens  (2Z  -f-  l)-ter  Stufe  in  den  x^  «/,  z  (s.  S.  533).  Folglich 
enthält  die  Gruppe:  ^Ji'-- C/"^  jedenfalls  keine  charakteristische  Function, 
deren  Stufenzahl  in  den  a;,  y,  s  grösser  ist  als  2s' +  1,  mit  andern 
Worten,  es  giebt  wirklich  eine  endliche  positive  ganze  Zahl  s  von 
der  oben  definirten  Beschaffenheit;  5  ist  offenbar  ^  2s' +  1. 

Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich,  dass  jede  charakteristische 
Function:  e^'ü-^'\ \-  erJJr  der  Gruppe  TJ^-TJr  in  den  x,  y,  z  ent- 
weder von  s-ter  oder  von  niedrigerer  Stufe  ist.  Folglich  muss  die 
Gruppe  für  jedes  ganzzahlige  ;«,  welches  der  Bedingung:  0  ^  ;c  ^  s 
genügt,  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  w^^O  chtrakteristische  Functionen: 

•  -    V^"^  .  .  .  V^"^ 

enthalten,  die  in  den  x^  y,  z  von  der  ;i-ten  Stufe  sind  und  aus  denen 
sich  keine  charakteristische  Function  von  (;i  +  1)- ter.  oder  höherer 
Stufe  linear  ableiten  lässt.  Die  Summe  der  s  +  1  hierdurch  definirten 
ganzen  Zahlen:  m^,  m^-'-nis  ist  augenscheinlich  gleich  r;  die  Zahl  m^ 
insbesondere  hat  den  Werth  1,  die  Zahl  nig  ist  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  grösser  als  Null;  ob  auch  die  Zahlen  w^  •  •  •  mg^i 
sämmtlich  von  Null  verschieden  sind,  das  wollen  wir  unentschieden 
lassen. 

Denken  wir  uns  in  der  Gruppe  U^  -  -  •  TJr  für  jedes  k  ^s  m^ 
charakteristische  Functionen: 

y{>')  .  .  .  yiy-) 

von  der  angegebenen  Beschaffenheit  ausgewählt,  so  erscheint  unsre 
Gruppe  in  der  Form: 

N=l  +  .'. 
(15)  \v^^^(x,y,z)  +  -^^  e.  =  i--.M 

(x  =  l...s). 

Hier  bezeichnen   die  vf^    ganze  Functionen   von    ;«-ter    Stufe    in   den 

ü?,  y,  z  und  zwar  sind  die  niy,  ganzen  Functionen:  v^p  '  '  ' '^m^    immer 

so  beschaffen,  dass  sich  keine  von  ihnen  aus  den  übrigen  linear  ab- 
leiten lässt;  die  weggelassenen  Glieder  sind  in  jedem  einzelnen  Falle 
von  höherer  Stufe  in  den  x,  y,  z  als  die  geschriebenen. 
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Zu  den  schon  getroffenen  Festsetzungen  wollen  wir  jetzt  noch  die 
hinzufügen,  dass  unsre  Berührungstransformationsgruppe:  U^  -  -  -  JJr 
als  Gruppe  von  Puukttrausformationen  des  (2w  +  l).fach  ausgedehnten 
Raumes:  i^i  •  •  •  ^„,  «/^  •  •  •  y,,,  z  transitiv  sein  soll,  sie  soll  also  in  der 
Umgebung  des  Werthsjstems:  x^  ==  y,  =  0  =.  0  von  allgemeiner  Lage 
2n  +  1  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  nullter  Ordnung 
enthalten,  aus  denen  sich  keine  infinitesimale  Transformation  von  erster 
oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt.  Da  jede  infinitesimale 
Transformation  von  nullter  Ordnung  in  den  x,  y,  s  eine  charakteri- 
stische Function  von  nullter  oder  erster  Stufe  besitzt,  so  kommt  unser 
Verlangen  offenbar  darauf  hinaus,  dass  die  Gruppe  2n  +  1  charak- 
teristische Functionen  von  nullter  oder  erster  Stufe  enthalten  soll,  aus 
denen  sich  keine  charakteristische  Function  von  zweiter  oder  höherer 
Stufe  in  den  x,y,  z  linear  ableiten  lässt.  Folglich  muss  es  in  unsrer 
Gruppe  2n  -f  1  charakteftstische  Functionen  von  der  Form: 

IH ,     0Ci'\ ,     yi^ 0  =  1.. .„) 

geben.     Wir  können  demnach  sagen: 

Ist  die  r-gliedrige  Berührungstransformationsgruppe  U^--  JJr  des 
Baumes  z,  x^--  -Xn  als  Gruppe  von  BunUtransformationen  des  Baumes 
^i'"OCn,  Vi-'-yn,  3  transitiv,  so  enthält  sie  r  cJiaraJcteristische  Functionen 
von  der  Form: 


(16) 


V^  =  ^(x,  y,,)  + 


Hier  bedürfen  die    vW(^,  y^  z)  wohl   keiner   nochmaligen  Erklärung. 

Die   Summe:   2n  +  l+m^-] \-m,  ist  selbstverständlich   gleich  r. 

Während  wir  vorhin  unentschieden  Hessen,  ob  alle  die  Zahlen: 
m^-'-ms-i  von  Null  verschieden  sind,  können  wir  in  dem  gegen- 
wärtigen Falle  beweisen,  dass  keine  einzige  dieser  Zahlen  gleich  Null 
ist.  Wir  brauchen  dabei  natürlich  nur  den  Fall:  s  >  2  zu  berück- 
sichtigen. 

Da  ms  sicher  grösser  ist  als  Null,  so  giebt  es  in  unsrer  Gruppe 
mindestens  eine  charakteristische  Function  von  s-ter  Stufe;  wir  wählen 
eine  aus,  etwa: 

yl'  =  v^\x,y,,)  +  ^.. 

und  combiniren  sie  mit  Z^-Z«,  Y^-Yn.  Auf  diese  Weise  bekommen 
wir  die  folgenden  2;^  in  unsrer  Gruppe  enthaltenen  charakteristischen 
Functionen: 
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f  oy..  dz      ' 


{ 


dv^l^  dv^l^  dv^l 


,(s) 


wo  die  weggelassenen  Glieder  von  s-ter  und  höherer  Stufe  in  den 
Xy  y,  0  sind.  Gäbe  es  nun  in  unsrer  Gruppe  keine  charakteristische 
Function  (s— l)-ter  Stufe,  so  müssten  die  ganzen  Functionen 
(s—  l)-ter  Stufe: 

sämmtlich  identisch  verschwinden,  es  müsste  also  v^^^  von  allen  x,y,  z 
frei  sein,  das  aber  ist  unmöglich,  denn  vf  ist  eine  ganze  Function  von 
s-ter  Stufe  und  s  können  wir  >  2  voraussetzen.  Demnach  enthält 
unsre  Gruppe  mindestens  eine  charakteristische  (s —  l)-ter  Stufe  und 
die  Zahl  nis-i  ist  jedenfalls  >  0.  Hieraus  folgt  in  derselben  Weise, 
dass  auch  m,_2  >  0  ist  u.  s.  w.,  kurz  man  sieht,  dass  unter  den  Zahlen 
m^'  '  '  nis—i  keine  verschwinden  kann. 

Wir  wollen  von  jetzt  an,  um  uns  bequemer  ausdrücken  zu  können, 
die  r-gliedrige  Berührungstransformationsgruppe,  welche  durch  die  r 
charakteristischen  Functionen  (16)  bestimmt  ist,  kurz  die  Gruppe  G 
nennen. 

Combinirt  man  die  m^  charakteristischen  Functionen  zweiter  Stufe: 

paarweise  mit  einander,  so  erhält  man  nach  Theorem  85,  S.  527: 
(17)  {FfF<^'}  =  {Äf>l+... 


J       ]  {     i        J 

wo  {vf^^^f  I  eine  ganze  Function  zweiter  Stufe  ist,  während  die  weg- 
gelassenen Glieder  von  dritter  und  höherer  Stufe  sind.  Da  sich  nun 
die  Functionen  (17)  offenbar  aus  den  r  ~  2n  —  1  Functionen: 

(18)  {  ^t  =  <^'  V' ')+■■■ 

linear  ableiten  lassen  müssen,  so  ergiebt  sich,  dass  jedes  {t;^.^^«;^5}  aus 
^1  "•  V  li"6^i'  abgeleitet  werden  kann,  mit  andern  Worten:  die  m^ 
ganzen  Functionen  zweiter  Stufe: 
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(19)  Vf^  =  vf{x,y,z)  0-  =  i----.) 

bestimmen  als  charakteristische  Functionen  aufgefasst  eine  Beruh rungs- 
transformationsgruppe  des  Raumes  z,  x^'-'Xn-  Diese  Gruppe,  welche 
g  heissen  mag,  ist  augenscheinlich  m^-^M^dirig  und  eine  Untergruppe 
der  {n{2n  +  1)  +  l)-gliedrigen  Berührungstransformationsgruppe: 


71 

(20)  XiXy.,    Xiyy.,    yiyyj    ^  —  i^ 


x^y^ 


(t,    X  =  1  .   .   .  rt)  . 


Wir  sehen  also:  Zu  jeder  r-gliedrigen  JBerülirungstransformations- 
gruppe  des  Raumes  z^  x^-  -  -  Xny  welche  als  Gruppe  von  Tunldtransfor- 
maüonen  des  Baumes  x^'-'Xn,  y^'-Vriy  ^  transitiv  ist%  gehört  eine  ganz 
hestimmte  Untergruppe  der  BerüJirungstransformationsgruppe  (20).  Die 
allgemeinste  charakteristische  Function  dieser  Untergruppe  wird  gebildet 
von  den  Gliedern  zweiter  Stufe  der  allgemeinsten  in  der  Gruppe  G 
enthaltenen  charakteristischen  Function  von  zweiter  Stufe. 

Die  Gruppe  g  hat  eine  sehr  einfache  Bedeutung. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  auch  die  r  —  2n  —  1  charakteri- 
stischen Functionen  (18)  für  sich  genommen  eine  (r— 2w— l)-gliedrige 
Berührungstransform ationsgruppe  G'  bestimmen,  welche  in  G  als  Unter- 
gruppe enthalten  ist.  Als  Gruppe  von  Punkttransformationen  des 
Raumes  x^-'-Xn,  y^-'-yn,  ^  aufgefasst,  lässt  G'  den  Punkt:  Xi  = 
y.  =:  0  =  0  invariant,  ja  es  ist  sogar  die  grösste  in  G  enthaltene 
continuirliche  Untergruppe,  welche  diesen  Punkt  invariant  lässt,  das 
folgt  ohne  Weiteres  aus  der  auf  S.  533  gemachten  Bemerkung.  Nun 
ordnet  die  Pfaffsche  Gleichung: 

dz  —  ^vy^dx 


^y- 


dem  Punkte  Xi  =  yi  =  z  =  0  ein  gewisses  ebenes  Bündel  von  cx)^«-! 
Richtungen:  ^^  •  •  •  oCn,  2//  •  *  •  yn,  ^'  zu,  welches  durch  die  Gleichung 
s'  =  0  dargestellt  wird.  Bei  der  Gruppe  G'  bleibt  dieses  Bündel 
natürlich  ebenfalls  invariant,  dagegen  werden  die  einzelnen  Richtungen 
des  Bündels  im  Allgemeinen  unter  einander  vertauscht.  Erinnern  wir 
uns  schliesslich  daran,  dass  nach  S.  533  f.  jede  charakteristische  Function, 
welche  von  dritter  oder  höherer  Stufe  ist,  eine  infinitesimale  Berührungs- 


*)  Eigentlich  müsste  noch  hinzugefügt  werden,  dass  sich  die  charakteristischen 
Functionen  von  G  alle  in  der  Umgebung  von  x.  =  y.  =  s  =  0  regulär  verhalten 
sollen  und  dass  x,  =  y.  =  g  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  sein  soll;  vgl. 
jedoch  das  auf  S.  538  Gesagte. 
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transformation  liefert,  welche  als  infinitesimale  Punkttraiisformation 
des  Raumes  x^'--Xn,  y^-'-yn,  ^  aufgefasst,  jede  einzelne  Richtung  des 
Bündels  ^'==0  stehen  lässt,  so  ergiebt  sich:  die  Gruppen  G'  und  g 
transformiren  die  oo^«-!  Richtungen  des  Bündels:  ^'==0  beide  in 
genau  derselben  Weise. 

Beuten  wir  demnach  die  Gruppe  G  als  eine  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen  des  Raumes  x^--  ■  Xn,  y^-'-yn,  ^  und  halten  tvir  den 
FunJct  Xi  =  yi  =  ^  =  0  festy  so  werden  die  c»2«-i  Richtungen  des 
Bündels:  z'  =  0  hei  den  übrig  bleibenden  Transformationen  von  G  genau 
so  transformirt  wie  hei  der  Gruppe  g. 

Denken  wir  uns  jetzt  in  die  Gruppe  G  an  Stelle  der  x,  y,  z 
neue  Veränderliche  J;  t),  g  eingeführt  vermöge  einer  Berührungstrans- 
formation: 

(5)  y  ==  -^iix,  y,  z),     t),  =  W,{x,  y,  0),     5  =  Z(x,  y,  z) 

von  der  auf  S.  528  definirten  Beschaffenheit.  Die  Berührungstrans- 
formationsgruppe  des  Raumes  5,  l^"-lnj  welche  wir  so  erhalten,  möge 
@  heissen.  Ihre  charakteristischen  Functionen  ergeben  sich  durch  Aus- 
führung der  Berührungstransformation  (5)  auf  die  charakteristischen 
Functionen  (16),  sie  haben  daher  nach  den  Entwickelungeu  der 
SS.  528  ff.  die  Gestalt: 

(21)  {  ^-^(J^.^.l)  +  -- 

WO  öf^  •  •  •  t)^^  ganze  Functionen  von  x-ter  Stufe  in  den   i,  t),  3   sind 

und  zwar  solche  ganze  Functionen,  unter  denen  sich  keine  aus  den 
übrigen  linear  ableiten  lässt. 

Will  man  die  ganze  Function  ü[^'*  (i',  Ij,  5)  wirklich  berechnen,  so 

hat  man  nur  nach  Anleitung  von  S.  531  die  zu  (5)  gehörige  verkürzte 
Berührungstransformation : 

n 

h  =  ^v  {ttiyXr  +  bi^yv) 
1 


(8) 


^i  =  ^  (o/v^.  +  ^ivyv) 
1 

l--n 
5    =    ^^  +  ^  (^^v^V^v  +  £uvX^,yr  +  ^^cnyfcyv) 


(«  =  1  • . .«) 
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zu  bilden,  dann  besteht  vermöge  (8)  die  Gleichung: 

es  ist  also  t)^.''^?,  ^,  l)  diejenige  charakteristische  Function,  in  welche 
die  charakteristische  Function  v'fipc,  y,  z)  bei  der  verkürzten  Be- 
rührungstransformation (8)  übergeht. 

Die  Gruppe  ^  ist  natürlich  aufgefasst  als  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen des  Raumes  Ji  •  •  •  ?«,  t)i  •  •  '  ^«^  l  transitiv,  es  gehört 
daher  nach  S.  542  zu  ihr  eine  gewisse  Untergruppe  g  der  Berührungs- 
transformationsgruppe : 

n 

/  hly.,      li'^y.y      '^i^y-,      l'—^^h'^v 

1 
(,• ,  K  =  1  .  .  .  n) ; 

diese  Untergruppe  g  ist  augenscheinlich  m2-gliedrig  und  hat  die  Form: 

Erinnern  wir  uns  aber  des  vorhin  auseinandergesetzten  Zusammen- 
hangs zwischen  vf{x,  y,  s)  und  t)f^(£,  l),  s),  so  erkennen  wir  un- 
mittelbar, dass  g  mit  der  früher  definirten  Gruppe  g  durch  die  ver- 
kürzte  Berührungstransformation  (8)    ähnlich    ist.     Also    können  wir 

sagen : 

Sind  die  leiden  r  -  gliedrigen  BerüJirungstransformationsgruppen  G 
und  ^  des  Baumes  z,  x^--  -Xn  aufgefasst  als  Gruppen  von  Punlcttrans- 
formationen  des  Baumes  x,  •  -  -  Xn,  y^-'-yn,  ^  transitiv  und  sind  sie 
durch  eine  Berührungstransformation  (5)  von  der  auf  S.  528  definirten 
Beschaffenheit  mit  einander  ähnlich,  so  sind  die  beiden  nach  S.  542  zu 
ihnen  gehörigen  Untergruppen  g  und  g  der  Berührungstransformations- 
gruppe  (20)  durch  die  zu  (5)  gehörige  verMrzte  Berührungstransformation 
(8)  mit  einander  ähnlich. 

Die  vorstehenden  Ueberlegungen  führen  uns  zu  einer  uatur- 
gemässen  Eintheilung  der  Berührungstransformationsgruppen  des 
Raumes  z,  x^'-Xn,  welche  als  Gruppen  von  Punkttransformationen 
des  Raumes  Xy^-  •  -Xn,  Vi"  -yn,  ^  transitiv  sind.  Wir  wollen  nämlich 
zwei  solche  Gruppen  G  und  %  immer  dann  in  dieselbe  Klasse  rechnen, 
wenn  die  zu  ihnen  gehörigen  Untergruppen  g  und  g  der  Berührungs- 
transformationsgruppe  (20)  durch  eine  Berührungstransformation  von  der 
Form  (8)  mit  einander  ähnlich  sind;  dagegen  rechnen  wir  G  und  %  zu 
verschiedenen  Klassen,  wenn  g  und  g  nicht  durch  eine  Berührungstrans- 
formation von  der  Form  (8)  ähnlich  sind. 
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Man  vergesse  nicht,  dass  der  Inbegriff  aller  Berührungstransformationen 
(8)  eine  Gruppe  bildet,  in  welcher  die  Gruppe  (20)  als  grösste  continuir- 
liche  Gruppe  steckt  (s.  S.  532).  Sollte  es  sich  herausstellen,  dass  der 
Inbegriff  aller  Berührungstransformationen  (8)  mit  dem  Inbegriff  aller  end- 
lichen Transformationen  der  Gruppe  (20)  zusammenfällt,  so  würde  unsre 
Klassifikation  einfach  so  zu  verstehen  sein,  dass  G  und  (S5  dann  und  nur 
dann  in  dieselbe  Klasse  gehören  ^  wenn  die  zugehörigen  Gruppen  g  und  g 
innerhalb  der  Gruppe  (20)  mit  einander  gleichberechtigt  sind. 

Die  soeben  auseinandergesetzte  Klassifikation  der  Berührungstrans- 
formationsgruppen  des  Raumes  z,  x^-'-Xn,  welche  als  Gruppen  von 
Punkttransformationen  des  Raumes  x^'-'Xn,  2/i***2/«;  ^  transitiv  sind^ 
könnten  wir  nun  ähnlich  wie  in  Abschnitt  I^  S.  605  ff.  benutzen,  um 
einen  Ansatz  zur  Bestimmung  aller  dieser  Gruppen  zu  geben.  Wir 
wollen  das  jedoch  unterlassen  und  wollen  in  den  beiden  nächsten 
Paragraphen  nur  noch  einen  besonderen  Fall  erledigen,  der  allerdings 
von  grosser  Wichtigkeit  ist. 

§  125. 
Combiniren  wir  die  charakteristische  Function  zweiter  Stufe: 

n 

Z=  S  —  i^vXryr  -\ 

1 

mit  der  charakteristischen  Function  m-ter  Stufe: 

W=w^^\x,  y,  £)^ , 

wo  'iaP^^  eine  ganze  Function  m-ter  Stufe  bezeichnet,  so  ergiebt  sich: 

\ZW\  =  L-.^^x.y..,  ^^•(-)j  +  .  .  . 

1 

oder  mit  Benutzung  der  Relation: 
einfach : 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppeu.    II.  35 
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{ZTF)=^.^.(-)(^,  2/,  ,)  +  ..., 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  der  (m  +  l)-ten  und  von  höherer 
Stufe  sind.     Es  gilt  also  der 

Satz  1.     Combinirt  man  die  cJiaraMeristische  Function : 


=  z  —  ^^x^yr  +  . 


mit  einer  charakteristischen  Function  W,  tvelche  in  den  x,  y,  s  von  der 
m-ten  Stufe  ist^  so  wird  die  entstehende  charakteristische  Function  [ZW] 
wieder  von  der  m-ten  Stufe  in  den  x,  y,  z  und  zwar  ergehen  sich  ihre 
Glieder  m-ter  Stufe  aus  den  Gliedern  m-ter  Stufe  von  W  durch  Multi- 
plication  mit  ^(2  —  m). 

Den  vorstehenden  Satz  wollen  wir  jetzt  auf  gewisse  Gruppen  von 
Berührungstransformationen  anwenden. 
Es  sei: 

tf;«  =  i<J^(x,  2/, «)  +  •  ■  • 

(x  =  0 ,  1  •  .  •  s ;     iy=l  ■  •  •  m^ ) 

irgend  eine  (m^  +  %  H 1-  ^ns)  -  ghedrige  Berührungstransformations- 

gruppe  des  Raumes  z,  x^-'-Xny  welche  für  jedes  ^^s  gerade  w^ 
charakteristische   Functionen:    W^^  -  ■ -W^^  von  ^-ter   Stufe   enthält, 

aus  denen  sich  keine  Function  von  {%  +  l)-ter  oder  höherer  Stufe 
linear  ableiten  lässt.  Dabei  setzen  wir  nicht  gerade  voraus,  dass  die 
Zahlen  m^,  %  •  •  •  m^-i  alle  von  Null  verschieden  sind,  während  m^ 
natürlich  nicht  verschwinden  darf.  Dagegen  wollen  wir  annehmen, 
dass  unter  den  m^  charakteristischen  Functionen  zweiter  Stufe  in  unsrer 
Gruppe  eine  Function  von  der  Gestalt: 

n 

Z  =  z  —  \  ^v  Xvyv  +  . . . 

1 
vorhanden  ist. 

Unter   den  gemachten  Voraussetzungen  bestehen  zwischen  Z  und 


von  der  Gestalt: 


den  charakteristischen  Functionen  5 -t er  Stufe:   W,    -"W     Relationen 

1  m^ 


(22)  {Zff<"}  =?^'.TF,'"        (.•=!. ...»,). 

Ferner   bestehen    zwischen   Z  und    den    charakteristischen   Functionen 
(s  —  l)-ter  Stufe:    W['~'^  •  •  •  W^~^^^   Relationen  von  der  Gestalt: 
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1 

oder,  wenn  wir  setzen: 

1 

die  nachstehenden: 


z^^'-'n  = 


J  2 


•2ßr'  +  2^(Q.-Hv)w;«; 


wählen    wir   daher    Xj^  =  2Qr    und    schreiben    wir    für    Sß^'""^^  wieder 
T^F.*~  ,  so  haben  wir  einfach: 

Hiermit  sind   alle   charakteristischen  Functionen  (s  —  l)-ter  Stufe   in 
unsrer  Gruppe  normirt  (vgl.  Abschnitt  T,  S.  610). 

In  derselben  Weise  können  wir  die  charakteristischen  Functionen 
(s  -^  2)-ter  Stufe  normiren,  setzen  wir  nämlich: 

"'s— 1  "'.s 


r'  +  2r^.'-^^'''~"  +  ^'^^n" 


1 

(;   =   1    .     .     .    ?/J5_2)   ; 


verfügen   wir   über  die   K   und  A  in   geeigneter  Weise  und   schreiben 
wir  zuletzt  wieder    Wj^~^^  für  S[öj'~^\  so  erhalten  wir: 

Fahren  wir  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangen  wir  schliesslich 
soweit,  dass  alle  charakteristischen  Functionen  unsrer  Gruppe  normirt 
sind,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Function  Z  selbst,  und  dass  Relationen 
von  der  einfachen  Form: 

(23)  \ZW^''^\=^^-^W^''^ 

(x  =  0,  1  •  •  •  5 ;      /^  =  1  .  .  .  iiiy^) 

bestehen. 

Andrerseits  sind  nun  irgend  zwei  charakteristische  Functionen: 
W      und  W      unsrer   Gruppe   durch   eine   Relation   von   der  Gestalt: 

35* 
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\       ^y.        HS  j^        'y.H^      ^  ' 


'      ^      j^       ^y.H^n       '^n 
y.-\-l-\      t^ 

(/•^  ==  1  .  .  .  TO^;    y^  =  1  .  .  .  m^;     x,  Z  =  0,  1  •  •  •  .s) 

verknüpft,  in  welcher  die  Ci^j^t  durch  die  Glieder  niedrigster  Stufe  von 
W^'^^  und   W^^  vollständig  bestimmt  sind   und  jedesmal  verschwinden, 

^y.  h 

sobald  'ü  -\-  l  —  2  >  s  oder  <  0  ist.     Um  auch  die  C  zu  finden,  bilden 
wir  die  Identitäf: 

welche  bei  Benutzung  der  Relationen  (23)  die  Form: 


\KKW 


4:    —     K    —     l 


W^'^^W^^^ 


annimmt.  Setzen  wir  in  diese  Identität  an  Stelle  von  j  TT/  W.  \ 
den  Ausdruck  (24)  ein,  so  bekommen  wir  nach  Fortlassung  der  sich 
weghebenden  Glieder  mit   W^'''~^^~^^  die  Relation: 


y.  yiiz^.c^-^ 

^       J^  2  ^yh 


s       l'-m. 


(n)        4  — 


'^2^2^. 


y.-{-l-l      t^ 

welche  sich  in  die  folgenden  zerlegt: 


x+i-l       t^ 


yJl'^Tt 


w 


in) 


r(^) 


(2  +  ;r-.-OC-,^  =  0 

{7t  =  x-j-l-l,    y-\-l,    ■  ■  -s), 

es  müssen  also  die  C  sämmtlich  verschwinden. 

Um  dieses  Ergebniss  bequem  aussprechen  zu  können,  wollen  wir 
darauf  aufmerksam  machen,  dass  zu  jeder  Berührungstransformations- 
gruppe: 

(X    =    0  ,  1     •     •     •     4'  ;  iy=    1     •     •     ■     W,y   ) 

eine    ebensovielgliedrige    verkürzte    Berührungstransformationsgruppe: 

TFf  =  w'^\x,  y,  z) 

^y  ^x 

(x  =  0,     !•••*•;      iy=  1  ■  •  •  niy) 

gehört,   deren   charakteristische  Functionen    z-ter  Stufe    aus    den   niy, 
Functionen  x-ter  Stufe:    W^""^  dadurch  entstehen,  dass  man  alle  Glieder 
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(ic  -{-  1)  -  ter  und  höherer  Stufe  weglässt.  Wenn  wir  das  berück- 
sichtigen, können  wir  sagen: 

Satz  2.  Enthält  eine  (niQ  +  >>^^  +  •  •  •  -(-  m^-gliedrige  Berührungs- 
transformationsgruppe  des  Raumes  0,  x^-  "X^  für  jedes  k  Ks  gerade  niy, 
charaJcteristische  Functionen  %-ter  Stufe: 

aus  denen  sich  Jceine  Function  von  {%  +  l)-ter  oder  höherer  Stufe  linear 
ableiten  lässt,  und  enthält  sie  insbesondere  eine  charakteristische  Function 
zweiter  Stufe  von  der  Form: 


=  Z  —  i^Xr^v  + 


SO  ist  sie  gleichzusammengesetzt  mit  der  verkürzten  Berührungstransfor- 
mationsgruppe: 

TT«  =  <>(x,  y,  ,) 


r(x)  ix) 

(;<  =  0,     1  •  •  •  .9;       2j,  =  1  •  •  .  my). 


deren  charakteristische  Functionen  %-ter  Stufe  W  aus  den  Functionen 
W^''^  durch  Fortlassung  aller  Glieder  {%  +  \)-ter  und  höherer  Stufe  ent- 
stehen; zugleich  ist  es  stets  möglich^  die  charakteristischen  Functionen  W^^^ 
so  zu  normiren,  dass  zwischen  den  WJ''^  dieselben  Beziehungen: 

^y.-\-l—2 

1 
(jf ,  i  =  0 ,     1  •  •  •  5 ;      iy=  1  •  •  ■  7ny;      j^  =  1  ■  .  .  irii) 

mit  denselben  Constanten  bestehen .  wie  zwischen  den  W^''''' : 

^y 

>ny.+l—2 

\       ^y        Jl     ]  ^       ^yJl^        -^ 

1 

{y,  l  =  Q,     1  •  •  •  s ;      iy=l  •  ■  ■  irty-,      j^z=i  .  .  .  mi) . 

§  126. 

Die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  wollen  wir  jetzt  auf  den 
besonderen  Fall  anwenden,  dass  die  betreffende  Berührungstransfor- 
mationsgruppe  des  Raumes  z^  x^  -  -  •  Xn  als  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen des  Raumes  x^  -  -  -  Xn,  Vi-  -  •  yn,  z  transitiv  ist. 

Wir  betrachten  also  jetzt  eine  (2n  -\- 1 -\-  fn.^ -\ 1-  m^) - gliedrige 

ßerührungstransformationsgruppe,  welche  2n-\-l  charakteristische 
Functionen  nullter  und  erster  Stufe  von  der  Form: 
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(/=!•••  n) 

enthält  und  ausserdem  noch  für  jedes  x,  das  der  Bedingung:  2^x<Cs 
genügt,  gerade  m^  charakteristische  Functionen  n-iev  Stufe: 

aus  denen  sich  keine  Function  (k  +  l)-ter  oder  höherer  Stufe  linear 
ableiten  lässt.  Insbesondere  setzen  wir  natürlich  voraus,  dass  es  unter 
den  charakteristischen  Functionen  zweiter  Stufe  unsrer  Gruppe  eine 
von  der  Form: 


=  ^  —  i^  ^vVv  H 


giebt.     Erwähnt  mag   auch   werden,   dass   die   Zahlen   Wg,   m^  -  -  -  nis 
sämmtlich  von  Null  verschieden  sind  (vgl.  S.  540  f.). 

Auf  Grund  der  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  wollen 
wir  uns  von  vornherein  die  charakteristischen  Functionen  iV,  X,-,  F,, 
W^""^  unsrer   Gruppe   so  normirt   denken,  dass  zwischen  ihnen   genau 

dieselben  Beziehungen  bestehen,  wie  zwischen   den  charakteristischen 
Functionen :  

N=\^     Xi  =  Xi,     Yi  =  yi 

'x  'x 

der    zugehörigen     verkürzten    Berührungstransformationsgruppe.      Es 
werden  demnach  die  2n  -\-  2  charakteristischen  Functionen: 
(N^l-i ,     Xi  =  x^.-\ ,     Y;  =  yi-\ 

I  n 

(25)  Z=  ^~i^vx,y,-\ 

1 

l  (t  =  1  .  .  .  n) 

für  sich  genommen  eine  (2w  + 2)-gliedrige  Berührungstransformations- 
gruppe  bestimmen,  deren  Zusammensetzung  durch  die  Relationen: 

X,Xy.]  =  0,     {  Y^Xy.]  =  e^yN,     [  Y;-r.)  =0 

{iVX,-i  =  o,    !iVF,l  =  o 

ZN\===N,      {i^X,J=iX,-,      [ZY,]^^Yi 

(t ,  X  =  1  •  •  •  «) 

dargestellt  wird. 

Wir  schreiben  jetzt  die  Berührungstransformationsgruppe  (25) 
nach  Anleitung  von  S.  273,  Satz  10  als  eine  Gruppe  von  homogenen 


(26) 


h  =  h 

,    '"    X,=hr,       ^  =  ?.+ 

2/1  =  - 
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Berührungstransformationen  in  den  2n-\-2  Veränderlichen:  j^'-j^^.!, 
pj  •  •  •  prt+i;  wir  setzen  also: 


(27) 


und  multipliciren  ausserdem  noch  jede  einzelne  der  charakteristischen 
Functionen  (25)  mit:  —  :p„+i.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die 
(2w  +  2)-gliedrige  homogene  Berührungstransformationsgruppe: 

(25')  \%{^,p)=-p^^,Y„     %^,  =  -^^^,N 

(i  =  l...n), 

deren  Zusammensetzung  nach  den  Entwickelungen  der  SS.  274  und  275 
durch  die  Relationen: 

definirt  ist.     Man  beachte  nun,  dass  die  2w  +  2  Functionen: 

n 

.  w  =  ^',  ?;+.  =  -p;+. 

(t  =  1 . .  •  «) 
ihrerseits  Relationen  von  der  Form: 

(3^;%)^-,- =  0,  (W3£;)^.,^,  =  .,,^4,,  (^/s^-)^„^,  =  0 

(^v+i^^;+i),^,-=^;+i;  (3e;+i3E/)^.,^,=ia:Y,  (9e;+i$/)^.,^,==iw 
(/,  x=i...«) 

erfüllen  und  demnach  auch  eine  (2w  +  2)- gliedrige  homogene  Be- 
rührungstransformationsgruppe  bestimmen.  Man  beachte  ferner,  dass 
sowohl  ^j---9E«4-i,  ^^-'-^^^i  unabhängige  Functionen  der  j,  p  sind, 
als  auch  X/ •  •  •  SE^+i,  $/ •  •  •  ^^j+i  unabhängige  Functionen  der  i\  p\ 
Hieraus  folgt  sofort  (s.  Theorem  52,  S.  311),  dass  es  zwischen  den 
Veränderlichen  j,  p  und  i\  p'  eine  homogene  Berührungstransformation 
giebt,  welche  ^^^---I^.^,,  ^^V'-^N^+i  bezüglich  in  dc.'-'-dc^+i,  ^ß/-.-^;+i 
überführt.  Diese  homogene  Berührungstransformation  ist  augen- 
scheinlich durch  die  2n  -\-  2  Gleichungen: 


(26") 


^^^-*  '^i'-"^.,- ■•?»+.  =  ?„+< 
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vollständig   bestimmt,   denn   dieselben    lassen    sich    sowohl    nach    den 
l\  p'  als  nach  den  %,  :p   auflösen. 

Um  die  homogene  Berührungstransformation  (28)  als  eine  Be- 
rührungstransformation des  Raumes  z,  x^-  ■  -  Xn  zu  schreiben,  müssen 
wir  (vgl.  S.  139  ff.)  vermöge  der  Gleichungen  (27)  und  der  Gleichungen : 


p; 


=  2/i 


=  2// 


an  Stelle  der  £,  p,  l,  ^'  die  Veränderlichen  z,  x,  y,  z\  x  ,  y'  ein- 
führen, dann  bekommen  wir  aus  den  Gleichungen  (28)  die  nach- 
stehenden: 

(/ = 1  •  •  •  ?j) , 

welche  sich  unmittelbar  nach  rr/  •  •  •  Xn,  z' ,  ?// •  •  •  yn    auflösen  lassen: 
X  X  z  ^  X    Y 


(29) 


X,  = 


N  ' 


'_5l     ,'  =  1  +  4^1.^:^ 


Vn    jY" 


Die  Gleichungen  (29)  stellen  natürlich  eine  Berührungstransformation 
des  Raumes  z,  x^-  --  Xn  dar  und  zwar  besteht  vermöge  ihrer  augen- 
scheinlich die  Relation: 


dz' 


■  ^vyv'dXv  =  '^[^^  ~  ^lyydxv 


Es  folgt  aus  dem  vorhin  über  die  homogene  Berührungstransfor- 
mation (28)  Gesagten  und  ist  auch  unmittelbar  ersichtlich,  dass  die 
^2n  4-  2)-gliedrige  Berührungstransformationsgruppe  (25)  bei  der  Be- 
rührungstransformation (29)  die  einfache  Form: 


(30) 


N=i,   x.  =  a;/,   r;  =  t^/ 


(i  =  1    •   •    •  «) 


Xv  2/i 


erhält.     Nunmehr  muss  noch  untersucht  werden,  wie  sich  die  übrigen 
charakteristischen  Functionen  F!"^  unsrer  Gruppe  bei  der  Berührungs- 

transformation  (29)  verhalten. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Berührungstransformation  (29) 
die  einfache  Form: 


Berührungstransformationsgruppen  des  Raumes  2,  x    -  •  •  x^^,  553 

Xi'=00i-i ,      2//  =  2/e  -I ;      ^'  =  ^  H 

{i=l...n) 

besitzt,  wo  auf  der  rechten  Seite  die  weggelassenen  Glieder  stets  von 
höherer  Stufe  in  den  x^  y,  z  sind  als  die  geschriebenen.  Es  werden 
demnach  auch  umgekehrt  die  x,  «/,  z  gewöhnliche  Potenzreihen  der 
x\  y',  s'  und  zwar: 

Xi  ==Xi  -] ,    yi=^y!  -\ ;    z  =  s'  ^ 

(i  =  1  .  •  •  n) . 

Führen  wir  nun  die  Berührungstransformation  (29)  auf  die  charak- 
teristische Function  Ti-iQx  Stufe: 

7«  =  ^{x,  y,  £)  +  ■■■ 

aus,  so  erhalten  wir  nach  S.  528  ff.  eine  charakteristische  Function  von 
der  Form: 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  (jc  +  l)-ter  oder  höherer  Stufe  in 
den  X,  y,  z  sind.     Augenscheinlich  wird    7?^   auch   in   den^',  y\  z 
von  der  ?c-ten  Stufe  und  erhält  einfach  die  Gestalt: 

WO  die  weggelassenen  Glieder  von  {%  +  l)-ter  und  höherer  Stufe  in 
den  X  ,  y\  z    sind. 

Schliesslich  ist  noch  zu  beachten,  dass  zwischen  Z  und   Y^^^  eine 
Relation  von  der  Form: 


2    ^■>. 


besteht,  zwischen  Z  und  F.     wird  daher  (vgl.  S.  537  f.)  eine  Relation 
von  der  entsprechenden  Form: 

bestehen.     Hieraus  ergiebt  sich  wegen   der  Form  von  Z,  dass  in  der 
Reihenentwickelung  von   F.     kein  Glied  von  (;i  +  l)-ter  oder  höherer 


Stufe  in  den  x',  y',  z    vorkommen  kann,  dass  F^     vielmehr  eine  ganze 
Function  ;(-ter  Stufe  der  x\  y  ^  z    sein  muss: 

F«  =  ^(x,  y',  ,') 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    IL  35** 
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Damit  haben  wir  das  wichtige 

Theorem  86.  Es  sei  G  eine  endliche  conttnuirliche  Be- 
rührungstransformationsgruppe  des  Raumes  2,  x^  -  -  •  Xn  und 
zwar  eine,  die  als  Gruppe  von  PiinlcUransformationen  des 
Raumes  x^-'-Xn,  2/i"**2/«?  ^  transitiv  ist,  G  enthalte  also  in  der 
Umgehung  des  Werthsystems  Xi  =  yi  =  z  =  0  von  allgemeiner 
Lage  2>^  +  1  charakteristische  Functionen  nullter  und  erster 
Stufe  von  der  Form: 

N=i  +  '--,    x,  =  x,  +  "-,    r;:  =  2//  +  --- 

(/  =  1  • . . «) 

und  ausserdem  noch  für  jedes  Tt,  tvelches  der  Bedingung  2^x^s 
genügt,  gerade  m^'^0  charakteristische  Functionen  x-ter  Stufe 
von  der  Form: 

Vl^  =  v^(x,  y,  ^)  +  -..       (^.  =  i----), 

aus  denen  sich  keine  Function  von  (x  +  l)-ter  oder  höherer 
Stufe  linear  ableiten  lässt.     Hierbei  bezeichnet  v^!^^  eine  ganze 

Function  7i-ter  Stufe  von  den  x,  y,  z,  die  weggelassenen  Glieder 
sind  von  {%  +  l)-ter  oder  höherer  Stufe;  die  Summe  2^  +  1  + 
^2  +  '  *  *  +  ^^'  ^^^  ^^^  Gliederzahl  der  Gruppe  G.  Enthält  nun 
G  unter  seinen  charakteristischen  Functionen  zweiter  Stufe 
insbesondere  eine  von  der  Form: 


n 
=  2  —  \^vX,tJr  + 


SO   ist   es   durch   eine   Berührungstransformation   des   Baumes 
z,  x^-"Xn  mit  der  verkürzten  Berührungstransformationsgruppe: 

N=^  1,      Xi  =  Xi,     Yi  =  yi 

Y^  =  ^(x,  y,  z) 

( t  ==  1  .  .  .  n ;     X  =  2  •  •  •  s ;     '>;  =  1  •  •  •  ^^'^  ^ 

ähnlich,  deren  charakteristische  Functionen  m-ter  Stufe  aus  den 
char akter istische^i  Functionen  m-ter  Stufe  von  G  durch  Weg- 
lassung aller  Glieder  von  {m-\-  l)-ter  und  höherer  Stufe  entstehen. 
Auf  Grund  der  Entwickelungen  des  gegenwärtigen  Kapitels, 
namentlich  mit  Hülfe  des  vorstehenden  Theorems  würden  sich  die 
Untersuchungen  des  vorhergehenden  Kapitels  wesentlich  vereinfachen 
lassen;  wir  wollen  uns  jedoch  mit  dem  Hinweise  hierauf  begnügen.  — 


Berichtigungen. 


Zu  Abschnitt  I. 
S.     17,  Z.  17  V.  u.:  statt  (1)  lies:  (2). 
S.  159,  Z.  14  V.  0.:  statt  Z^f  und  m-gliedrige  lies:  Z^f  und  Z-gliedrige. 

S.  193,  Z.  9  V.  u.  lies:   -;-^  • 

S.  241,  Z.  11  V.  11.  lies:  Allgemeinen. 

S.  252,  Z.  8  V.  0.:  statt  X.J  lies:  X^f. 

S.  291,  Z.  18  V.  0.  ist  das  Wort  „offenbar"  zu  tilgen. 

S.  402,  Z.  6  V.  u.:  statt  jetzt  lies:  da. 

S.  552,  Z.  16  V.  u.:  statt  doch  lies:  jedoch. 

S.  606,  Z.  4  V.  0.:  statt  T^j^  lies:   TJ^K 

Zu  Abschnitt  II. 
S.    25,  Z.  11  V.  u.:  statt  Punkt  lies:  Fusspunkt. 

S.     27,  Z.  3  V.  0.:  statt   l^  lies:   |^. 
ox  dy 

S.    96  ist  in  der  ersten  Zeile  der  Formeln  (18)  hinzuzufügen:  =  0. 

S.  141,  Z.  22  V.  0.:  statt  o{z,  x^  p)  lies:  q{z^  x,  p). 

S.  177,  Z.  2  V.  0.  lies:  transformationen. 
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